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- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.
- (Ω,Σ, prob),
- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.
- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w

przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.
- (Ω,Σ, prob),
- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.
- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w

przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.
- (Ω,Σ, prob),
- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.
- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w

przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.

- (Ω,Σ, prob),
- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.
- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w

przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.
- (Ω,Σ, prob),

- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.
- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w

przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.
- (Ω,Σ, prob),
- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.

- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w
przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

- (Y , ρ)- przestrzeń polska,
R+ = [0,∞), I = {1, ...,N},
Θ− zwarta przestrzeń metryczna,

- Si : R+ × Y → Y , i ∈ I , rodzina układów dynamicznych,

Si (0, x) = x dla i ∈ I , x ∈ Y

Si (s + t, x) = Si (s, Si (t, x)) dla s, t ∈ R+, i ∈ I oraz x ∈ Y .

- (p1, ..., pn), pi : Y → [0, 1], i ∈ I ,,
[pij ]i,j∈I , pij : Y → [0, 1], i, j ∈ I ,

- funkcje ciągłe q : Y × Θ→ Y oraz λ : Y → (0,∞), gdzie λ = infx∈Y λ(x) > 0.
- (Ω,Σ, prob),
- {tn}n­0 niemalejący ciąg zmiennych losowych tn : Ω→ R+ oraz t0 = 0.
- {ηn}n∈N ciąg niezależnych zmiennych losowych o jednakowych rozkładach i wartościach w

przestrzeni Θ, ich rozkład oznaczamy literą κ.

Joanna Kubieniec Losowe układy dynamiczne ze skokami i intensywnością typu funkcyjnego.



Losowe układy dynamiczne
Twierdzenia

Wprowadzenie
Dotychczasowe wyniki
Miara niezmiennicza i asymptotyczna stabilność operatora P

Sk ∈ {S1, ..., SN},
ξ0 : Ω→ I , prob(ξ0 = k|x0 = x) = pk (x)

prob(t1 ¬ t|ξ0 = k and x0 = x) = 1− e
−
∫ t

0
λ(Sk (s,x))ds

x1 = q(Sk (t1, x0), η1)

Si1 ∈ {S1, ..., SN},
ξ1 : Ω→ I , prob(ξ1 = i1|x1 = x and ξ0 = k) = pki1 (x)

prob(t2 − t1 ¬ t|ξ1 = i1 and x1 = x) = 1− e
−
∫ t

0
λ(Si1

(s,x))ds

x2 = q(Si1 (t2 − t1, x1), η2)

Si2 ∈ {S1, ..., SN},
ξ2 : Ω→ I , prob(ξ2 = i2|x2 = x and ξ1 = i1) = pi1 i2 (x)

...
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{ξn}n­0, ξn : Ω→ I
prob(ξ0 = i|x0 = x) = pi (x),

prob(ξn = s|xn = x and ξn−1 = k) = pks (x),

dla n ­ 1, x, y ∈ Y , k, i ∈ I .
{xn}n­1, xn : Ω→ Y ,

xn+1 = q(Sξn (tn+1 − tn, xn), ηn+1) dla n = 0, 1...

gdzie

prob(tn+1 − tn ¬ t|ξn = s and xn = x) = 1− e
−
∫ t

0
λ(Ss (z,x))dz

.
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X = Y × I , (X , ρ)

ρ((x, i), (y , j)) = ρ(x, y) + ρc (i, j) dla x, y ∈ Y , i, j ∈ I

{(xn, ξn)}n­0

µn(A) = prob{(xn, ξn) ∈ A},
A ∈ BX .
P : M(X )→ M(X )

µn+1 = Pµn.

Pµ(A)

=

N∑
s=1

∫
X

∫ ∞
0

∫
Θ

1A(q(Ss (t, x), θ), s)e−L(t,x,k)
λ(Sk (t, x))pks (x)dκ(θ)dtdµ(x, k)

U : B(X )→ B(X )

Uf (x, k) =

N∑
s=1

∫ ∞
0

∫
Θ

f (q(Ss (t, x), θ), s)e−L(t,x,k)
λ(Sk (t, x))pks (x)dκ(θ)dt,

gdzie L(t, x, k) =
∫ t

0
λ(Sk (z, x))dz.
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Definicja

Miarę µ nazywamy niezmienniczą dla operatora P jeżeli Pµ = µ.

Definicja

Operator P nazywamy asymptotycznie stabilnym, jeżeli istnieje taka miara
niezmiennicza µ∗ ∈ M1, że

lim
n→∞

||Pnµ− µ∗|| = 0 dla każdej µ ∈ M1.
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. Funkcje Si : R+ × Y → Y , i ∈ I są ciągłe i istnieje takie x∗ ∈ Y , że∫ ∞
0

ρ(Sj (t, x∗), x∗)e−λtdt <∞, dla j ∈ I , (1)∫
Θ

%(q(x∗, θ), x∗)dκ(θ) <∞. (2)

. Funkcje pks : Y → [0, 1] spełniają warunek

N∑
s=1

|pks (x)− pks (y)| ¬ ψ1(ρ(x, y)), dla x, y ∈ Y oraz k ∈ I ,

σ = inf{pks (x)} > 0.

(3)
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. Istnieją stałe L ­ 1, α ∈ R oraz lq > 0, lλ > 0 takie, że

N∑
s=1

pks (y)ρ(Ss (t, x), Ss (t, y)) ¬ Leαt
ρ(x, y), dla x, y ∈ Y (4)

.

||q(x, ·)− q(y , ·)||L1(κ) ¬ lqρ(x, y), dla x, y ∈ Y (5)

oraz
.

|λ(x)− λ(y)| ¬ lλρ(x, y), dla x, y ∈ Y ,

λ = inf
x∈Y

λ(x) > 0,

λ = sup
x∈Y

λ(x) <∞.
(6)
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Twierdzenie

Załóżmy, że (1)-(6) są spełnione. Niech

Llqλ+ α < λ. (7)

Wówczas operator P ma miarę niezmienniczą.
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Twierdzenie

Załóżmy, że (1)-(7) są spełnione. Załóżmy dodatkowo, że dla α z punktu (4)
spełniony jest jeden z warunków

1 α < 0 i istnieje θ0 ∈ Θ takie że,

κ(θ0) > 0,

2 α ­ 0 i dla każdego θ ∈ Θ
κ(θ) > 0.

Wówczas operator P jest asymptotycznie stabilny.
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Dziękuję za uwagę.
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Zakładamy, że dla każdego n ∈ N zmienna ηn+1 jest niezależna od un, zmienna ξn+1
jest warunkowo niezależna od un, przy warunku xn+1 = x i ξn = i , gdzie
u0 = (x0, ξ0) oraz un = (x0, t1, ..., tn, η1, ..., ηn, ξ0, ..., ξn). Dodatkowo zakładamy, że
tn+1 − tn, ηn+1 oraz ξn+1 są warunkowo wzajemnie niezależne przy warunkuun oraz
tn+1 − tn, jest niezależne od un.
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