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Praca Zrédfowa

Wyniki zawarte w pracy:

ﬁ D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewédka
A useful version of the central limit theorem for a general class of Markov
Chains,
wystana w 2018 r. do:
Journal of Mathematical Analysis and Applications.
arXiv: 1804.09220.
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Notacja i podstawowe pojecia




Oznaczenia

Majac zadang przestrzen metryczng (E, d), definiujemy:

m B(E) = o-ciato borelowskich podzbioréw przestrzeni E;
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Oznaczenia

Majac zadang przestrzen metryczng (E, d), definiujemy:
m B(E) = o-ciato borelowskich podzbioréw przestrzeni E;

m BM(E)={f: E — R: f jest ograniczona i borelowska} z norma
1l = sup|f(x)I, f e BM(E);

x€E
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Oznaczenia

Majac zadang przestrzen metryczng (E, d), definiujemy:
m B(E) = o-ciato borelowskich podzbioréw przestrzeni E;

m BM(E)={f: E — R: f jest ograniczona i borelowska} z norma
1l = sup|f(x)I, f e BM(E);

x€E

m BC(E)={f € BM(E) : f jest ciagta};
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Oznaczenia

Majac zadang przestrzen metryczng (E, d), definiujemy:
m B(E) = o-ciato borelowskich podzbioréw przestrzeni E;

m BM(E)={f: E — R: f jest ograniczona i borelowska} z norma
1l = sup|f(x)I, f e BM(E);

x€E

m BC(E)={f € BM(E) : f jest ciagta};
m BL(E)={f € BM(E): f jest lipschitzowska} z norma

[fllg, = max(|Ifllo » [fleie),  f € BL(E),

gdzie |f|Lj, oznacza minimalng stata Lipschitza dla funkcji f.
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Oznaczenia

Majac zadang przestrzen metryczng (E, d), definiujemy:
m B(E) = o-ciato borelowskich podzbioréw przestrzeni E;
m BM(E)={f: E — R: f jest ograniczona i borelowska} z norma
1l = sup|f(x)I, f e BM(E);

x€E

m BC(E)={f € BM(E) : f jest ciagta};
m BL(E)={f € BM(E): f jest lipschitzowska} z norma
fllg. = max(Ifll , [flein), f € BL(E),
gdzie |f|Lj, oznacza minimalng stata Lipschitza dla funkcji f.
(A= fE f du dla kazdej borelowskiej i ograniczonej z dotu funkgji

f : E — R oraz znakozmiennej miary borelowskiej p : B(E) — R.
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Oznaczenia

m P(E) = zbiér wszystkich miar probabilistycznych na B(E), rozpatrywany z
metryka Fortet—Mouriera, zadana wzorem

dem(p,v) ==sup{|(f,u—v)|: f € BL(E), ||f|lg, <1}, u,ve P(E).
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Oznaczenia

m P(E) = zbiér wszystkich miar probabilistycznych na B(E), rozpatrywany z
metryka Fortet—Mouriera, zadana wzorem

dem(p,v) ==sup{|(f,u—v)|: f € BL(E), ||f|lg, <1}, u,ve P(E).

n PY(E)={ueP(E): (V',u) < oo} dla danej funkgji borelowskiej
V:E —[0,00) oraz r € {1,2}.
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Oznaczenia

m P(E) = zbiér wszystkich miar probabilistycznych na B(E), rozpatrywany z
metryka Fortet—Mouriera, zadana wzorem

dem(p,v) ==sup{|(f,u—v)|: f € BL(E), ||f|lg, <1}, u,ve P(E).

n PY(E)={ueP(E): (V',u) < oo} dla danej funkgji borelowskiej
V:E —[0,00) oraz r € {1,2}.

Jezeli E jest przestrzenia polska, to dla dowolnego ciggu miar {un}nen C P(E)
oraz p € P(E) mamy

dema(pns 1) — 0 & pin = 1 &
< (f, un) — (f,p) dla wszystkich f € CB(E).

Fakt 2.

Jezeli E jest przestrzenia polska, to (P(E), dem) réwniez jest przestrzenia
polska.

| A

A
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Jadra (sub)stochastyczne

Odwzorowanie P : E x B(E) — [0, 1] nazywamy jadrem
(sub)stochastycznym, gdy

e x — P(x, A) jest funkcja borelowska dla kazdego A € B(E),
e A P(x,A) jest miara (sub)probabilistyczna dla kazdego x € E.
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Jadra (sub)stochastyczne

Odwzorowanie P : E x B(E) — [0, 1] nazywamy jadrem
(sub)stochastycznym, gdy

e x — P(x, A) jest funkcja borelowska dla kazdego A € B(E),
e A P(x,A) jest miara (sub)probabilistyczna dla kazdego x € E.

Dla zadanego jadra (sub)stochastycznego P, definiujemy réwniez:

P'(x, A) := P(x, A),

P"i(x, A) = / P"(y.A)Px,dy). x € E, AcB(E), neN.
X
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Operatory Markowa

Dla kazdego jadra (sub)stochastycznego P mozemy okresli¢ dwa operatory:

()P:P(E) = P(E), pP= / P(x;-) p(dx), e P(E), (1)

P(:) : BM(E) — BM(E), Pf= / f(y) P(-,dy), feBM(E). (2)

Oczywiscie

(f,uP)y = (Pf,u) dla wszystkich f € BM(E), u € P(E).
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Operatory Markowa

Dla kazdego jadra (sub)stochastycznego P mozemy okresli¢ dwa operatory:

()P:P(E) = P(E), pP= / P(x;-) p(dx), e P(E), (1)

P(:) : BM(E) — BM(E), Pf= / f(y) P(-,dy), feBM(E). (2)

Oczywiscie
(f,uP)y = (Pf,u) dla wszystkich f € BM(E), u € P(E).

Jezeli P jest jadrem stochastycznym, to operator (1) nazywamy (regularnym)
operatorem Markowa, a (2) jego operatorem dualnym.
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Operatory Markowa

Dla kazdego jadra (sub)stochastycznego P mozemy okresli¢ dwa operatory:
(P :P(E)~PE). wP= [ PlcIua), nePE. ()
E

P(:) : BM(E) — BM(E), Pf= / f(y) P(-,dy), feBM(E). (2)

Oczywiscie
(f,uP)y = (Pf,u) dla wszystkich f € BM(E), u € P(E).

Jezeli P jest jadrem stochastycznym, to operator (1) nazywamy (regularnym)
operatorem Markowa, a (2) jego operatorem dualnym.

e Operator Markowa P nazywamy fellerowskim, gdy Pf € CB(E) dla
kazdej funkeji f € CB(E).

e Miare . € P(E) nazywamy niezmieniczg dla operatora P, gdy
,U*P: s -
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Kanoniczny tancuch Markowa

Zatézmy, ze E jest przestrzenig osrodkowa oraz rozwazmy
Q:=EY = {(wo,w1,...): wo,wr,... € E}

z topologia produktows i o-algebra F := B(£2). Nastepnie, dla kazdego n € Ny,
zdefiniujmy rzutowanie ®, : Q — E wzorem

dp(w) :=wp dla w=(wo,wr,...) €N
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Kanoniczny tancuch Markowa

Zatézmy, ze E jest przestrzenig osrodkowa oraz rozwazmy
Q:=EY = {(wo,w1,...): wo,wr,... € E}

z topologia produktows i o-algebra F := B(£2). Nastepnie, dla kazdego n € Ny,
zdefiniujmy rzutowanie ®, : Q — E wzorem

dp(w) :=wp dla w=(wo,wr,...) €N

Dla kazdego jadra stochastycznego P : E x B(E) — [0, 1] oraz miary u € P(E)
istnieje takie prawdopodobiefistwo P, na F, ze

IP’N(F)—/AO /A/A_ P(%n—1, An)P(xn—2, d¥n—1) P(x0, dx1 ) (dx0)

dla kazdego zbioru postaci
F=Aox...A;xXx...={Pg € Ag,...,d, € Ay}, gdzie Aq, ..., A, € B(E).

v
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Kanoniczny tancuch Markowa

Woéwczas {®,}nen, jest jednorodnym fancuchem Markowa na przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P,) o funkcji przejscia P i rozktadzie poczatkowym
u, tj.

P.(®o € A) = u(A), Pu(Pni1 € A|®, =x) = P(x,A), x€X,AcB(E).
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Kanoniczny tancuch Markowa

Woéwczas {®,}nen, jest jednorodnym fancuchem Markowa na przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P,) o funkcji przejscia P i rozktadzie poczatkowym
u, tj.

P.(®o € A) = u(A), Pu(Pni1 € A|®, =x) = P(x,A), x€X,AcB(E).

Operator Markowa (-)P : P(E) — P(E) jest operatorem przejscia dla
taficucha {®,}neng, tzn. jedli &, ma rozktad p, to ®,y1 ma rozkiad jest pP.
Tej samej nazwy bedziemy réwniez uzywac odnoszac sie do operatora dualnego
P(-) : BM(E) — BM(E).
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Kanoniczny tancuch Markowa

Woéwczas {®,}nen, jest jednorodnym fancuchem Markowa na przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P,) o funkcji przejscia P i rozktadzie poczatkowym
o, tj.

Pu(®o € A) = u(A), Pu(Pnp1 € Ald, =x) = P(x,A), x€ X, AecB(E).
Operator Markowa (-)P : P(E) — P(E) jest operatorem przejscia dla
taficucha {®,}neng, tzn. jedli &, ma rozktad p, to ®,y1 ma rozkiad jest pP.

Tej samej nazwy bedziemy réwniez uzywac odnoszac sie do operatora dualnego
P(:): BM(E) — BM(E).

Jezeli rozktad ®q jest miarg niezmiennicza dla P, to tafcuch {®,}nen,
nazywamy stacjonarnym.
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Kanoniczny tancuch Markowa

Woéwczas {®,}nen, jest jednorodnym fancuchem Markowa na przestrzeni
probabilistycznej (2, F,P,) o funkcji przejscia P i rozktadzie poczatkowym
o, tj.

Pu(®o € A) = u(A), Pu(Pnp1 € Ald, =x) = P(x,A), x€ X, AecB(E).
Operator Markowa (-)P : P(E) — P(E) jest operatorem przejscia dla
taficucha {®,}neng, tzn. jedli &, ma rozktad p, to ®,y1 ma rozkiad jest pP.

Tej samej nazwy bedziemy réwniez uzywac odnoszac sie do operatora dualnego
P(:): BM(E) — BM(E).

Jezeli rozktad ®q jest miarg niezmiennicza dla P, to tafcuch {®,}nen,
nazywamy stacjonarnym.

Bedziemy stosowaé oznaczania:
P, :=Pu(-|Po=x), x€X,
Py "(dxi X ... X dx;) = Py(®1 € dxi,..., P, €Edx,), x€E, neN.
Oczywiscie

IP’H(F):/IE”X(F),u(dx)7 F e F.
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Sprzeganie (coupling)

Niech {®,}nen, bedzie tanicuchem Markowa o przestrzeni fazowej E i funkgji
przejscia P. Lancuch Markowa {(¢£,1),¢f72))},,€N0 przyjmujacy wartosci w E2
nazywamy faricuchem sprzegajacym (ang. coupling) dla {®,},cn,, gdy jego
funkcja przejécia B : E? x B(E?) — [0, 1] spetnia warunek

B((x,y),Ax E) = P(x,A) oraz B((x,y),E x A) = P(y,A)

dla wszystkich (x,y) € E? oraz A € B(E). Dla prostoty, samo jadro B
bedziemy réwniez okresla¢ mianem couplingu dla P.
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Sprzeganie (coupling)

Niech {®,}nen, bedzie tanicuchem Markowa o przestrzeni fazowej E i funkgji
przejscia P. Lancuch Markowa {(¢E,1),¢(n2))},,€N0 przyjmujacy wartosci w E2
nazywamy faricuchem sprzegajacym (ang. coupling) dla {®,},cn,, gdy jego
funkcja przejécia B : E? x B(E?) — [0, 1] spetnia warunek

B((x,y),Ax E) = P(x,A) oraz B((x,y),E x A) = P(y,A)

dla wszystkich (x,y) € E? oraz A € B(E). Dla prostoty, samo jadro B
bedziemy réwniez okresla¢ mianem couplingu dla P.

Uwaga

Jezeli Q : E?> x B(E?) — [0, 1] jest jadrem substochastycznym spetniajacym
warunek:

Q((x,y),Ax E) < P(x,A) oraz Q((x,y),E x A) < P(y,A) (*)

dla wszystkich (x,y) € E? oraz A € B(E), to istnieje takie jadro
substochastyczne R na E? x B(E?), ze

B:=Q+R

stanowi coupling dla P.
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Funkcja Lyapunova

Funkcjg Lapunowa nazwiemy dowolne, ciagte odzworowanie V : E — [0, o0)
spetniajace warunki:

e V jest funkcja ograniczong na zbiorach ograniczonych;

o lim,(x x)—oo V(x) = 0o dla pewnego xo € E (o ile E jest przestrzenia
nieograniczon3).

Przyktadem funkcji Lyapunowa jest odwzorowanie x — p(xo, x), gdzie xo jest
ustalonym punktem przestrzeni E.
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Zatozenia




Warunki Lapunowa

Niech (X, p) bedzie przestrzen polska, a ® := {®,}ncn, fellerowskim
tancuchem Markowa o przestrzeni fazowej X i funkcji przejscia
P: X x B(X)—[0,1].
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Warunki Lapunowa

Niech (X, p) bedzie przestrzen polska, a ® := {®,}ncn, fellerowskim
tancuchem Markowa o przestrzeni fazowej X i funkgcji przejscia
P: X x B(X)—[0,1].

Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

m P spetnia warunek:

(L) Istnieje taka funkcja Lapunowa V : X — [0, 00), ze dla pewnych statych
€ (0,1) i b € (0,00) zachodzi:

PV(x) < aV(x)+ b dla wszystkich x € X.

lub (dowodzac CTG) jego silniejsza wersje:

(L") Istnieje taka funkcja Lapunowa V : X — [0, 00), ze dla pewnych statych
€ (0,1) i b € (0, ) zachodzi:

PV?(x) < (aV(x) + b)> dla wszystkich x € X.
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Warunki Lapunowa

Niech (X, p) bedzie przestrzen polska, a ® := {®,}ncn, fellerowskim
tancuchem Markowa o przestrzeni fazowej X i funkgcji przejscia
P: X x B(X)—[0,1].

Przyjmujemy nastepujace zatozenia:

m P spetnia warunek:

(L) Istnieje taka funkcja Lapunowa V : X — [0, 00), ze dla pewnych statych
€ (0,1) i b € (0,00) zachodzi:

PV(x) < aV(x)+ b dla wszystkich x € X.

lub (dowodzac CTG) jego silniejsza wersje:

(L") Istnieje taka funkcja Lapunowa V : X — [0, 00), ze dla pewnych statych
€ (0,1) i b € (0, ) zachodzi:

PV?(x) < (aV(x) + b)> dla wszystkich x € X.

m Istnieje jadro substochastyczne @ : X? x B(X?) — [0, 1] o whasnosci (x)
(z E = X), ktére dla pewnego zbioru F C X? spetnia warunki:
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Whsnotcijadra @

(BO) supp Q((x,y),-) C F dla wszystkich (x,y) € F.




WHtasnosci jadra @

(BO) supp Q((x,y),-) C F dla wszystkich (x,y) € F.
(B1) Istnieje taka stata g € (0,1), ze Qp(x,y) < gp(x,y) dla (x,y) € F.
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Witasnosci jadra Q

(B0) supp Q((x,y),) C F dla wszystkich (x,y) € F.
(B1) Istnieje taka stata g € (0,1), ze Qp(x,y) < gp(x,y) dla (x,y) € F.
(B2) Przyjmujac Uy(x,y) == {(u,v) € F : p(u,v) < gp(x,y)} dla (x,y) € X3,
mamy
inf Q((X7y)> UQ(X7y)) > 0.

(x.y)EF
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Witasnosci jadra Q

(B0) supp Q((x,y),-) C F dla wszystkich (x,y) € F.
(B1) Istnieje taka stata g € (0,1), ze Qp(x,y) < gp(x,y) dla (x,y) € F.

(B2) Przyjmujac Uy(x,y) :={(u,v) € F : p(u,v) < gp(x,y)} dla (x,y) € X?,
mamy

inf Q((x,y), Uq(x,y)) > 0.

(x.y)EF

(B3) Istnieja takie state ¥ € (0,1] i / > 0, ze

Q ((x,y),X2) >1—1o"(x,y) dla (x,y)€F.
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Witasnosci jadra Q

(B0) supp Q((x,y),-) C F dla wszystkich (x,y) € F.
(B1) Istnieje taka stata g € (0,1), ze Qp(x,y) < gp(x,y) dla (x,y) € F.

(B2) Przyjmujac Ug(x,y) = {(u,v) € F : p(u,v) < qp(x,y)} dla (x,y) € X2,
mamy

inf Q((x,y), Uy(x, > 0.
ot ((x,), Ug(x,y))
(B3) Istnieja takie state ¥ € (0,1] i / > 0, ze
Q((X,y),X2) 217/Q19(X7y) dla (Xv.y)e F.

(B4) Istnieje coupling {(®%", ®P)} e, dla farcucha ® o funkcji przejécia
B > Q oraz taka stata ' > 0, ze dla

pryv i=inf{neN: (0 0P) e F, V(o)) + v(oP) <T}
oraz pewnych statych v € (0,1) i ¢, > 0 mamy

Ecy(v 77Y)< ¢y gdy V(x)+ V(y) <4b(l—a)~".
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Witasnosci jadra Q

Warunek (B0) spetniony jest zawsze dla F := X?. W tym przypadku, jezeli P
spetnia warunek (L), tzn. PV < aV + b dla pewnej funkcji Lapunowa V oraz
statych a € (0,1) i b > 0, to dowolny coupling dla P spetnia warunek (B4).
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Witasnosci jadra Q

Warunek (B0) spetniony jest zawsze dla F := X?. W tym przypadku, jezeli P
spetnia warunek (L), tzn. PV < aV + b dla pewnej funkcji Lapunowa V oraz
statych a € (0,1) i b > 0, to dowolny coupling dla P spetnia warunek (B4).

Powyzszy fakt jest konsekwencja obserwacji, iz dla \7(x,y) = V(x)+ V(y),
B\7(x,y) < a\7(x,y) +4b dla xe X

(przy zatozeniu (L)) oraz nastepujacego lematu:

Lemat (Kapica & Sleczka)

Niech {®,}nen, bedzie jednorodnym taficuchem Markowa, ktérego operator
przejScia P spetnia warunek (L). Wéwczas istnieja takie state & € (0, 1) oraz
CEeR, zedla
pv :=inf{neN: V(d,) <2b/(1 - a)},
mamy
Pe(pv > n) < Ca"(V(x)+1) dla x€ X, neN.

W szczegdlnosci, istnieja takie state a € (0,1) oraz C € R, ze

Ex(a ?V) < C(V(x)+1) dla x e X.
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Ergodycznos¢ i wtasnosci couplingu




Zrédta

Stosowane metody dowodu (oparte gtéwnie na asymptotycznych wiasnosciach
tancucha sprzegajacego) bazuja na pracach:

@ M. Hairer
Exponential Mixing Properties of Stochastic PDEs Through Asymptotic
Coupling
Probab. Theory Related Fields 124 (2002), 345-380.

@ R. Kapica and M. Sleczka
Random iterations with place dependent probabilities
arXiv:1107.0707 (2012)

@ D. Czapla
A criterion on asymptotic stability for partially equicontinuous Markov

operators.
Stochastic Processes and their Applicatons (2018), in press
doi: 10.1016/j.spa.2017.12.006
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Konstrukcja couplingu

Przypusémy, ze operator P ma wtasno$¢ (L) oraz zatézmy, ze istnieje jadro
substochastyczne Q : X2 x B(X?) — [0, 1] spetniajace warunki (B0)-(B4), dla
ktérego zachodzi (x).
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Konstrukcja couplingu

Przypusémy, ze operator P ma wtasno$¢ (L) oraz zatézmy, ze istnieje jadro
substochastyczne Q : X2 x B(X?) — [0, 1] spetniajace warunki (B0)-(B4), dla
ktérego zachodzi (x).
m Rozwazmy coupling B : X? x B(X?) — [0, 1] (odpowiadajacy P), dla
ktérego zachodzi warunek (B4). W szczegélnosci, B > Q.
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Konstrukcja couplingu

Przypusémy, ze operator P ma wtasno$¢ (L) oraz zatézmy, ze istnieje jadro
substochastyczne Q : X2 x B(X?) — [0, 1] spetniajace warunki (B0)-(B4), dla
ktérego zachodzi (x).
m Rozwazmy coupling B : X? x B(X?) — [0, 1] (odpowiadajacy P), dla
ktérego zachodzi warunek (B4). W szczegélnosci, B > Q.
m Zapiszmy B w postaci B = Q + R, gdzie R := B — Q.
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Konstrukcja couplingu

Przypusémy, ze operator P ma wtasno$¢ (L) oraz zatézmy, ze istnieje jadro
substochastyczne Q : X2 x B(X?) — [0, 1] spetniajace warunki (B0)-(B4), dla
ktérego zachodzi (x).
m Rozwazmy coupling B : X? x B(X?) — [0, 1] (odpowiadajacy P), dla
ktérego zachodzi warunek (B4). W szczegélnosci, B > Q.
m Zapiszmy B w postaci B = Q + R, gdzie R := B — Q.
m Zdefiniujmy X2 = X2 x {0,1}. Oznaczywszy X3 := X* x {1} oraz
X3 := X? x {0}, mamy

X2=X3UX3 oraz X3NX*=0.
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Konstrukcja couplingu

Przypusémy, ze operator P ma wtasno$¢ (L) oraz zatézmy, ze istnieje jadro
substochastyczne Q : X2 x B(X?) — [0, 1] spetniajace warunki (B0)-(B4), dla
ktérego zachodzi (x).
m Rozwazmy coupling B : X? x B(X?) — [0, 1] (odpowiadajacy P), dla
ktérego zachodzi warunek (B4). W szczegélnosci, B > Q.
m Zapiszmy B w postaci B = Q + R, gdzie R := B — Q.
m Zdefiniujmy X2 = X2 x {0,1}. Oznaczywszy X3 := X* x {1} oraz
X3 := X? x {0}, mamy

X2=X3UX3 oraz X3NX*=0.

m Rozwazmy kanoniczny taficuch Markowa ® = {(d)f,l),d)gz),@,,)},,eNo
o wartosciach w przestrzeni X2 i funkcji przejscia
B((X7yv 6)7 D) i (51 &® Q(Xay7 ))(D) oy (60 ® R(X ))(D)7

’,y?
okreslony na kanonicznej przestrzeni probabilistycznej ((AZ,]?, I/P?)
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Konstrukcja couplingu

Przypusémy, ze operator P ma wtasno$¢ (L) oraz zatézmy, ze istnieje jadro
substochastyczne Q : X2 x B(X?) — [0, 1] spetniajace warunki (B0)-(B4), dla
ktérego zachodzi (x).
m Rozwazmy coupling B : X? x B(X?) — [0, 1] (odpowiadajacy P), dla
ktérego zachodzi warunek (B4). W szczegélnosci, B > Q.
m Zapiszmy B w postaci B = Q + R, gdzie R := B — Q.
m Zdefiniujmy X2 = X2 x {0,1}. Oznaczywszy X3 := X* x {1} oraz
X3 := X? x {0}, mamy
X2=X3UX2 oraz X3nX2=0.

m Rozwazmy kanoniczny taficuch Markowa ® = {( M o® g, ) Fneng

o wartosciach w przestrzeni X2 funkcji przejscia
B((x,¥,0), D) := (81 ® Q(x,¥,-))(D) + (6 @ R(x, y,))(D),
okreslony na kanonicznej przestrzeni probabilistycznej ((AZ,]? I/P?) Woéwczas
P(®,41 € C x {1} |, = (x,y,0)) = Q(x,y, C)
B(®,11 € C x {0}|®, = (x,y,0)) = R(x,y, C)
dla dowolnych (x,y,6) € B, Gic B(X?) oraz n € Ny.

Dawid Czapla Hanna Wojewédka Katarzyna Horbacz CTG dla pewnej ogdlnej klasy tancuchéw Markowa



Estymacja sredniej odlegtosci miedzy kopiami tancucha

Oznaczmy Py, := P(- | ®o = (x,y,1)) dla (x,y) € X2 oraz zdefiniujmy
zmienne losowe:

P =inf{n>m: (60, 0P) e F, V(o) + v(eP) <T},

T::inf{nEN: ®, € X3 dla k>n}:inf{n€N: 6y =1 dla k > n}.
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Estymacja sredniej odlegtosci miedzy kopiami tancucha

Oznaczmy Py, := P(- | ®o = (x,y,1)) dla (x,y) € X2 oraz zdefiniujmy
zmienne losowe:

P =inf{n>m: (60, 0P) e F, V(o) + v(eP) <T},
T::inf{nEN: ®, € X3 dla k>n}:inf{n€N: 6y =1 dla k > n}.

Woéwczas, dla dowolnych f € BL(X), (x,y) € X oraz n > M > N mamy

B, [F(60)  £(6)] = / () = (V)] B"(x, ), du x dv)

X2
< /X o, V) Pyl (o, <} (65, 6P) € du x dv)

+20/fll By (P2 > M) +21/fllo Bey (7 > W),

gdzie Spn = ﬂ;:N{Qj = 1}; oczywiscie ﬁI\DX,y(S,iN) < @X,y(r > N).
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Estymacja sredniej odlegtosci miedzy kopiami tancucha

Zatbézmy, ze operator przejécia P taficucha ® spetnia warunek (L) oraz, ze
istnieje jadro substochastyczne @ spetniajace warunki (%) oraz (B0)-(B4).
Woéweczas istnieja takie state v € (0,1) oraz C € R, ze

Egey) [F(®5) = (@) < ClIfllg, 7" (1 + V(x) + V(¥))

dla wszystkich (x,y) € X?, f € BL(X) oraz n € N,
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Estymacja sredniej odlegtosci miedzy kopiami tancucha

Zatbézmy, ze operator przejécia P taficucha ® spetnia warunek (L) oraz, ze
istnieje jadro substochastyczne @ spetniajace warunki (%) oraz (B0)-(B4).
Woéweczas istnieja takie state v € (0,1) oraz C € R, ze

Egey) [F(®5) = (@) < ClIfllg, 7" (1 + V(x) + V(¥))

dla wszystkich (x,y) € X?, f € BL(X) oraz n € N,

Korzystajac z powyzszego lematu oraz zupetnosci przestrzeni (P(X), dem),
otrzymujemy:

Twierdzenie (Wyktadnicza ergodycznoéé w drw; Kapica & Sleczka)

Zatézmy, ze operator P jest fellerowski. Wéwczas, przy zatozeniach powyzszego
lematu, operator ten posiada dokfadnie jedna niezmiennicza miare u. w P(X).
Ponadto, . € P/ (X) oraz istnieja takie state v € (0,1) i C € R, ze

dem(pP”, pe) < CY'((V, e+ pa) +1)

dla dowolnych u € PY(X) oraz n € N.

UWAGA: Przynalezno$¢ pi. do Py (X) wynika z warunku (L).
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Centralne twierdzenie graniczne




M. Maxwell, M. Woodroofe
Central limit theorems for additive functionals of Markov chains
The Annals of Probability 28 (2000), 713-724.



Oznaczenia

Jak dotychczas, rozwazmy fellerowski tancuch Markowa ® := {®,},cn, 0
wartosciach w przestrzeni polskiej (X, p) i funkgji przejscia P.
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Oznaczenia

Jak dotychczas, rozwazmy fellerowski tancuch Markowa ® := {®,},cn, 0
wartosciach w przestrzeni polskiej (X, p) i funkgji przejscia P.

Dla kazdej funkcji borelowskiej f : X — R oraz n € N definiujemy zmienne
losowe s,(f) : Q2 — R i Sy(f) : Q — D([0, 1]), gdzie D([0, 1]) oznacza
przestrzen Skorochoda, przyjmujac:

n

sa(f) =D F(dx),

[nt]
Sa(F)(t) = D _F(®)) dla t€[0,1), So(F)(1) :=Sa(F)(1-).
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Oznaczenia

Jak dotychczas, rozwazmy fellerowski tancuch Markowa ® := {®,},cn, 0
wartosciach w przestrzeni polskiej (X, p) i funkgji przejscia P.

Dla kazdej funkcji borelowskiej f : X — R oraz n € N definiujemy zmienne
losowe s,(f) : Q2 — R i Sy(f) : Q — D([0, 1]), gdzie D([0, 1]) oznacza
przestrzen Skorochoda, przyjmujac:

n

sa(f) =D F(dx),

[nt]
Sa(F)(t) = D _F(®)) dla t€[0,1), So(F)(1) :=Sa(F)(1-).

W przypadku, gdy istnieje jedyna miare niezmiennicza . € P(X) dla P,
przyjmujemy:

Fi=Ff—(f ),
o*(f) = lim n'E,, (s2(F)), o(f) := \/o?(f).

Dawid Czapla Hanna Wojewédka Katarzyna Horbacz CTG dla pewnej ogdlnej klasy tancuchéw Markowa



Okreslenie tezy CTG

Przypusé¢my, ze P ma dokfadnie jedna niezmiennicza miare probabilistyczna i
oraz ustalmy funkcje borelowska f : X — R.
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Okreslenie tezy CTG

Przypusé¢my, ze P ma dokfadnie jedna niezmiennicza miare probabilistyczna i
oraz ustalmy funkcje borelowska f : X — R.

Powiemy, ze taficuch Markowa {f(®,)}nen,

e spetnia teze CTG, gdy °(f) < oo oraz

Sn('?) d 207\,
" — N(0,0°(f));
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Okreslenie tezy CTG

Przypusé¢my, ze P ma dokfadnie jedna niezmiennicza miare probabilistyczna i
oraz ustalmy funkcje borelowska f : X — R.

Powiemy, ze taficuch Markowa {f(®,)}nen,

e spetnia teze CTG, gdy °(f) < oo oraz

20 2 0.0

e zasade Donskera (funkcjonalne CTG), gdy o%(f) < oo oraz

gdzie B : Q — D([0, 1]) jest standardowym ruchem Browna na odcinku
czasu [0, 1].
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CTG dla tancuchéw stacjonarnych

UWAGA: Jezeli yi. jest miarg niezmiennicza dla P oraz f € £'(u.), to
Pf(x) = [ f(v) P(x, dy)

jest poprawnie okreslone (i skoficzone) dla . - p.w. x € X.

Dawid Czapla Hanna Wojewédka Katarzyna Horbacz CTG dla pewnej ogélnej klasy tancuchéw Markowa



CTG dla tancuchéw stacjonarnych

UWAGA: Jezeli yi. jest miarg niezmiennicza dla P oraz f € £'(u.), to
Pf(x) = [ f(y) P(x,dy)

jest poprawnie okreslone (i skoficzone) dla . - p.w. x € X.

Twierdzenie (Maxwell & Woodroofe)

Przypusémy, ze operator P posiada doktadnie jedna miare niezmiennicza
i« € P(X). Dalej, zatézmy, ze dla pewnej funkcji f € £2(p.) istnieja takie
state « < 1/2ic>0o0raz m €N, ze

zn: P*f
k=1

Woéwczas, jezeli P(®g € dx) = ps(dx), to
> {f(®n)}nen, spetnia teze CTG.

> Jezeli f € L7 (p«) dla pewnego r > 2, to {f(®Pn)}nen, spetnia zasade
Donskera.

«
<cn®™ dla n > ng.

L2(px)

@ M. Maxwell, M. Woodroofe
Central limit theorems for additive functionals of Markov chains
The Annals of Probability 28 (2000), 713-724.
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CTG dla tancuchéw niestacjonarnych w rozwazanej klasie

Przypomnijmy:

(L’) Istnieje taka funkcja Lapunowa V : X — [0, 00), ze dla pewnych statych
€ (0,1) i b € (0,00) zachodzi:

PV?(x) < (aV(x) + b)> dla wszystkich x € X.
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CTG dla tancuchéw niestacjonarnych w rozwazanej klasie

Przypomnijmy:

(L’) Istnieje taka funkcja Lapunowa V : X — [0, 00), ze dla pewnych statych
€ (0,1) i b € (0,00) zachodzi:

PV?(x) < (aV(x) + b)> dla wszystkich x € X.

y

Twierdzenie (D.C., HW. & K.H)

Przypusémy, ze operator przejscia P fancucha @ jest fellerowski oraz spetnia
warunek (L’). Ponadto, zatézmy, ze istnieje jadro substochastyczne

Q : X? x B(X?) — [0, 1] spetniajace (x) (wzgledem P) oraz posiadajace
wtasnosci (B0)-(B4). Wéwczas P posiada dokfadnie jedng miare
probabilistyczng s, taka ze p. € Py (X), oraz

> dla kazdej roktadu poczatkowego i € Py (X) taficucha ® oraz funkgji
f € BL(X) ciag {f(®n)}nen, spetnia teze CTG.

> jezeli P(Po € dx) = p«(dx), to {f(Pn)}nen, spetnia zasade Donskera.

@ D. Czapla, K. Horbacz, H. Wojewddka
A useful version of the central limit theorem for a general class of Markov
Chains, arXiv: 1804.09220 (2018).
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Szkic dowodu

Na mocy twierdzenia K. & S. operator P ma doktadnie jedna miare
niezmiennicza . € Py (X) oraz uP" % p. dla dowolnej miary p € P1(X).
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Szkic dowodu

Na mocy twierdzenia K. & S. operator P ma doktadnie jedna miare
niezmiennicza . € Py (X) oraz uP" % p. dla dowolnej miary p € P1(X).
Korzystajac z warunku (L’), pokazujemy, ze

P V2 . a V25t pll T a) FVELBa(1.—a°) " " -+ 2ab (L ama) it DG
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Szkic dowodu

Na mocy twierdzenia K. & S. operator P ma doktadnie jedna miare
niezmiennicza . € Py (X) oraz uP" % p. dla dowolnej miary p € P1(X).

Korzystajac z warunku (L’), pokazujemy, ze

P V2 . a V25t pll T a) FVELBa(1.—a°) " " -+ 2ab (L ama) it DG

Stosujac H oraz Bl wnioskujemy, ze u. € Py (X).

Dawid Czapla Hanna Wojewédka Katarzyna Horbacz CTG dla pewnej ogélnej klasy tancuchéw Markowa



Szkic dowodu

Na mocy twierdzenia K. & S. operator P ma doktadnie jedna miare
niezmiennicza . € Py (X) oraz uP" % p. dla dowolnej miary p € P1(X).

Korzystajac z warunku (L’), pokazujemy, ze
P V2 . a V25t pll T a) FVELBa(1.—a°) " " -+ 2ab (L ama) it DG

Stosujac H oraz Bl wnioskujemy, ze u. € Py (X).
B Wykorzystujac oszacowanie

|P"f(x) = P*f(y)I < ClIfllg.7"(1 + V(x) + V(¥))

oraz rezultat HE pokazujemy, ze sup,y ||ZZ:1 PkFHLZ(M e 2o
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Szkic dowodu

Na mocy twierdzenia K. & S. operator P ma doktadnie jedna miare
niezmiennicza . € Py (X) oraz uP" % p. dla dowolnej miary p € P1(X).
Korzystajac z warunku (L), pokazujemy, ze

P V2 . a V25t pll T a) FVELBa(1.—a°) " " -+ 2ab (L ama) it DG

Stosujac H oraz Bl wnioskujemy, ze u. € Py (X).
Wykorzystujac oszacowanie

|P"f(x) = P*f(y)I < ClIfllg.7"(1 + V(x) + V(¥))
oraz rezultat HE pokazujemy, ze sup,y ||Z::1 PkFHLZ(M < oo.

)
Z twierdzenia Maxwella & Woodroofa wnioskujemy, ze teza CTG zachodzi

dla faicucha stacjonarnego (o rozktadzie poczatkowym pi.).
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Szkic dowodu

Na mocy twierdzenia K. & S. operator P ma doktadnie jedna miare
niezmiennicza . € Py (X) oraz uP" % p. dla dowolnej miary p € P1(X).
Korzystajac z warunku (L), pokazujemy, ze

P V2 . a V25t pll T a) FVELBa(1.—a°) " " -+ 2ab (L ama) it DG

Stosujac H oraz Bl wnioskujemy, ze u. € Py (X).
Wykorzystujac oszacowanie

|P"f(x) = P"f(y)I < ClIfllg. 7" (1 + V(x) + V(y))
oraz rezultat HE pokazujemy, ze sup,y ||Z::1 PkFHE < oo.

2(px)
Z twierdzenia Maxwella & Woodroofa wnioskujemy, ze teza CTG zachodzi

dla faicucha stacjonarnego (o rozktadzie poczatkowym pi.).
Stosujac lemat dot. oszacowania $redniej odlegtosci miedzy kopiami
tancucha, otrzymujemy

|Ex [¢ (Sn(f)"‘”)] —E [g (s:(F)n 7]

=172 ZE

<C@1- W)flnfl/z 1llg (V(x) + V(y) +1)
dla wszystkich g € BL(X) takich, ze ||g|lg <1

~ £(o)
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Przyktad zastosowania: model dla ekspresji genu z uwzglednieniem
autoregulacji J
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Zrédto

Prezentowany model zostat opisany w pracy

8 s.C. Hille, K. Horbacz and T. Szarek,
Existence of a unique invariant measure for a class of equicontinuous

Markov operators with application to a stochastic model for
an autoregulated gene

Ann. Math. Blaise Pascal 23(2), 345-380 (2016).
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Konstrukcja modelu

m (H,|]|) — osrodkowa przestrzen Banacha, X C H — domkniety;
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Konstrukcja modelu

m (H,|]|) — osrodkowa przestrzen Banacha, X C H — domkniety;
m T=[0,T], gdzie T > 0;
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Konstrukcja modelu

m (H,||-||) — oSrodkowa przestrzen Banacha, X C H — domkniety;
m T=[0,T], gdzie T > 0;

B W: T x X — X — odwzorowanie ciagte wzgledem kazdej zmiennej, o tej
wtasnosci, ze dla pewnego £* > 0

W(t,x)+ h € X dla wszystkich t € T, x € X oraz h € By(0,e");
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Konstrukcja modelu

(H,]I-]l) — osrodkowa przestrzen Banacha, X C H — domkniety;
T=10,T], gdzie T > 0;

B W: T x X — X — odwzorowanie ciagte wzgledem kazdej zmiennej, o tej
wtasnosci, ze dla pewnego €* > 0

W(t,x)+ h € X dla wszystkich t € T, x € X oraz h € By(0,e");

€ € [0,e"]; ve € P(H) — rozktad skupiony na By(0, ¢);
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Konstrukcja modelu

(H,]I-]l) — osrodkowa przestrzen Banacha, X C H — domkniety;
T=10,T], gdzie T > 0;

B W: T x X — X — odwzorowanie ciagte wzgledem kazdej zmiennej, o tej
wtasnosci, ze dla pewnego €* > 0

W(t,x)+ h € X dla wszystkich t € T, x € X oraz h € By(0,e");

€ € [0,e"]; ve € P(H) — rozktad skupiony na By(0, ¢);

p: T x X — [0,00) — funkcja mierzalna i ciagta wzgledem drugiej
zmiennej, o tej wiasnosci, ze

/p(t7x)dt:1 dla x e X.
4
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Konstrukcja modelu

m Rozwazamy proces {X,}nen, (0 wartoSciach w X) zadany wzorem:

Xn+1 S W(A'rn-l-h Xn) + §n+17 ne NO:

gdzie
» 0=:719 <7 <...< T —czasy losowe o przyrostach ATp+1 := Tph41 — Th,
posiadajacych rozktady warunkowe postaci

t
1P’(ATn+1<t|Xn:X):/p(s,x)ds, t>0, x€ X,
0

> &1,&2,... —zmienne losowe o wartosciach w H i jednakowym rozktadzie v,.
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Konstrukcja modelu

m Rozwazamy proces {X,}nen, (0 wartoSciach w X) zadany wzorem:

Xn+1 S W(A'rn-l-h Xn) + §n+17 ne NO:

gdzie
» 0=:719 <7 <...< T —czasy losowe o przyrostach AT,y1 := Tht1 — Tn
posiadajacych rozktady warunkowe postaci

t
P(AThy1 S t| Xn=x) = / p(s,x)ds, t>0, x € X,
0
> £1,&2,... — zmienne losowe o wartosciach w H i jednakowym rozktadzie v,.

m {X,}nen, jest fellerowskim tancuchem Markowa o funkcji przejscia

P(x, A) / / 2 W(t,x)+h)p(t,x)v°(dh)dt, x € X, A € B(X).
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Zatozenia dla modelu

(A1) Istnieje funkcja borelowska A : T x X — R i taka stata g € (0,1), ze

IW(t,x) = W(t,y)ll < A(x,t)||x —y| forall x,y e X, teT,

.
/ A*(t,x)p(t,x) dt < §.
0
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Zatozenia dla modelu

(A1) Istnieje funkcja borelowska A : T x X — R i taka stata g € (0,1), ze

IW(t,x) = W(t,y)ll < A(x,t)||x —y| forall x,y e X, teT,

.
/ N*(t, x)p(t, x) dt < §.
0

(A2) lIstnieje taka stata L, > 0, ze

-
/ Ip(t,x) — p(t,y)|dt < Lp||x —y| forall x,y € X;
0
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Zatozenia dla modelu

(A1) Istnieje funkcja borelowska A : T x X — R i taka stata g € (0,1), ze

IW(t, x) = W(t, )| S A(x, t) |[|x —y| forall x,ye X, teT,

.
/ N*(t, x)p(t, x) dt < §.
0

(A2) lIstnieje taka stata L, > 0, ze

-
/ Ip(t,x) — p(t,y)|dt < Lp||x —y| forall x,y € X;
0

(A3) Istnieje taka stata , > 0, ze
/ min{p(t, %), p(t, ¥)} dt > 5,
T ()

gdzie T, (x) :={t € T: A(x,t) <~}
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Weryfikacja zatozen CTG

m Zatozenie (L’) wynika z warunku (A1). Doktadniej méwiac, dla

V(x) = |x—X||, a:=+/G oraz b:= \/sup [W(t, %) — =|° + €,
teT

gdzie X € X, otrzymujemy
PV3(x) < (aV(x) + b)*, x € X.
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Weryfikacja zatozen CTG

m Zatozenie (L’) wynika z warunku (A1). Doktadniej méwiac, dla

V(x) = |x—X||, a:=+/G oraz b:= \/sup [W(t, %) — =|° + €,
teT

gdzie X € X, otrzymujemy
PV3(x) < (aV(x) + b)*, x € X.
m Zatozenia (B0)-(B4) sprawdzamy dla F = X? oraz

Q((x,y), /T/BHOE) W(t,x) + h, W(t,y) + h) p(t,x, y) v°(dh) dt,

gdzie p(t, x, y) := min(p(x, t), p(y, t)).
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Weryfikacja zatozen CTG

m Zatozenie (L’) wynika z warunku (A1). Doktadniej méwiac, dla

V(x) = |x—X||, a:=+/G oraz b:= \/sup [W(t, %) — =|° + €,
teT

gdzie X € X, otrzymujemy
PV3(x) < (aV(x) + b)*, x € X.
m Zatozenia (B0)-(B4) sprawdzamy dla F = X? oraz

Q((x,y), /T/BHOE) W(t,x) + h, W(t,y) + h) p(t,x, y) v°(dh) dt,

gdzie p(t, x, y) := min(p(x, t), p(y, t)).

(A1) = (B1) (dla q:=+/3)
(A1) oraz (A3) = (B2)
(A1) oraz (A2) = (B3)
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CTG dla modelu

Twierdzenie

Zatézmy, ze funkcje W i p spetniaja warunki (A1)-(A3) oraz rozwazmy
tancuch Markowa

XI"+1 = W(ATH+17 Xn) T £n+17 ne NO:

z dowolnym rozktadem poczatkowym p € 731‘/(X). Woéweczas, dla kazdej funkgji
f € BL(X), ciag {f(Xn)}nen, spetnia teze CTG. W przypadku gdy {X,}nen,
jest tancuchem stacjonarnym, dla wspomnianego ciagu zachodzi réwniez
zasada Donskera.
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