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Pierscien catkowity R nazywamy pierscieniem Dedekinda, jesli
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R — pierscien Dedekinda
O<R
@ O jest pierscieniem noetherowskim,
e dim O =1 (kazdy niezerowy ideat pierwszy jest maksymalny),
@ R jest pierscieniem catkowicie domknietym (R jest catkowitym
domknieciem R w ciele utamkéw R),
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R — pierscien Dedekinda
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R — pierscien Dedekinda

O<R
@ O jest pierscieniem noetherowskim,
e dim O =1 (kazdy niezerowy ideat pierwszy jest maksymalny),
@ R jest catkowitym domknieciem O w ciele utamkéw O,

@ R jest skonczenie generowanym (O-modutem
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R — pierscien Dedekinda
O<R

@ O jest pierscieniem noetherowskim,

e dim O =1 (kazdy niezerowy ideat pierwszy jest maksymalny),
@ R jest catkowitym domknieciem O w ciele utamkéw O,
°

R jest skonczenie generowanym O-modutem

O nazywamy ordynkiem (w pierscieniu R).

Pierscien Dedekinda R jest ordynkiem i nazywamy go ordynkiem
maksymalnym.
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A. Geroldinger and F. Halter-Koch and J. Kaczorowski,
Non-unique factorizations in orders of global fields, J. Reine
Angew. Math. 459 (1995), 89-118.

Niech R bedzie pierscieniem Dedekinda. Ordynkiem w R nazywamy
taki podpierscien O pierscienia R, ze O-modut ilorazowy R/O jest
skoniczenie generowanym O-modutem torsyjnym.
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K — ciato liczbowe (skonczone rozszerzenie Q)
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K — ciato liczbowe (skonczone rozszerzenie Q)

R — pierscien wszystkich liczb algebraicznych catkowitych w K

J. Neukirch, Algebraic Number Theory, Springer-Verlag, New
York, Berlin, Heidelberg, 1999.

Ordynkiem O w ciele K nazywamy podpierscieri pierscienia R,
ktory jest wolna grupa abelowa rangi [K : Q).
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Przyktady ordynkéw

K = Q(Vd), gdzie d # 1 jest bezkwadratowa liczba catkowita
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Przyktady ordynkéw

K = Q(Vd), gdzie d # 1 jest bezkwadratowa liczba catkowita
Wtedy R = Z|w], gdzie

Vd, gdy d #1 (mod 4)
w =
l%ﬁ, gdyd=1 (mod 4).
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Przyktady ordynkéw

K = Q(Vd), gdzie d # 1 jest bezkwadratowa liczba catkowita
Wtedy R = Z|w], gdzie

Vd, gdy d #1 (mod 4)
w =
l%ﬁ, gdyd=1 (mod 4).

Kazdy ordynek w K jest postaci O = Z[fw] dla pewnej liczby
naturalnej f.
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Przyktad zastosowania ordynkéw
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Przyktad zastosowania ordynkéw

Poszukiwanie kryteriéw rozwiazalnosci réwnan diofantycznych
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Przyktad zastosowania ordynkéw

Poszukiwanie kryteriéw rozwigzalnosci réwnan diofantycznych, na
przyktad:

D. Cox, Primes of the form x? + ny?: Fermat, class field
theory, and complex multiplication, John Wiley & Sons, 1989.

Niech n € N. Uzywajac ordynka O = Z[\/—n] w ciele K = Q(+/—n)

(O=R, gdy n#3 (mod 4) i O:Z[2I+T\/j"}, gdy
n=3 (mod 4)),

Cox sformutowat kryterium rozwiazalnosci réwnania
x> +ny’=p nadZ,

gdzie p jest nieparzysta liczba pierwsza.
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Twierdzenie

Istnieje unormowany, nierozktadalny wielomian F,, € Z[X] taki, ze
Jjesli p nie dzieli n i nie dzieli wyréznika F,, to réwnanie
x? 4+ ny? = p jest rozwiazalne nad 7. wtedy i tylko wtedy, gdy

© —n jest kwadratem modulo p,

@ rownanie Fp(x) = 0 jest rozwigzalne nad Z,.
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Twierdzenie

Istnieje unormowany, nierozktadalny wielomian F,, € Z[X] taki, ze
Jjesli p nie dzieli n i nie dzieli wyréznika F,, to réwnanie
x? 4+ ny? = p jest rozwiazalne nad 7. wtedy i tylko wtedy, gdy

© —n jest kwadratem modulo p,

@ rownanie Fp(x) = 0 jest rozwigzalne nad Z,.

Uogédlnienie (inne artykuty):

kryterium rozwiazalnosci x> + ny? = p nad ordynkiem
maksymalnym R w dowolnym ciele liczbowym K
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Kiedy ordynek w ciele liczbowym jest ordynkiem maksymalnym?
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Kiedy ordynek w ciele liczbowym jest ordynkiem maksymalnym?

K — ciato liczbowe

O — ordynek w K

C(O) — grupa dywizoréw Cartiera (multyplikatywna grupa
generowana przez wszystkie ideaty odwracalne w O)
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Kiedy ordynek w ciele liczbowym jest ordynkiem maksymalnym?

K — ciato liczbowe

O — ordynek w K

C(O) — grupa dywizoréw Cartiera (multyplikatywna grupa
generowana przez wszystkie ideaty odwracalne w O)

Oczywiscie C(R) — grupa wszystkich ideatéw utamkowych K
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Uk — grupa jednosci K (grupa elementéw odwracalnych w R)
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Uk — grupa jednosci K (grupa elementéw odwracalnych w R), na
przyktad:

K =Q(i), to Uy = {£1,+i}
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Uk — grupa jednosci K (grupa elementéw odwracalnych w R), na
przyktad:

K=Q(i) to Ux = {+1,+i}
K=Q(/—n),neN, n#1,3,to Uxk=1{1,-1}
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Uk — grupa jednosci K (grupa elementéw odwracalnych w R), na
przyktad:

K =Q(i), to Uk = {+1,+i}
K=Q(/—n),neN, n#1,3,to Uxk=1{1,-1}
K = Q(v/=3), to Uk = {11, %}

Beata Rothkegel O ordynkach



Uk — grupa jednosci K (grupa elementéw odwracalnych w R), na
przyktad:

K =Q(i), to Ux = {+1,+i}
K=Q(/—n),neN, n#1,3,to Uxk=1{1,-1}
K = Q(v/=3), to Uk = {11, %}

Twierdzenie

Niech K bedzie ciatem liczbowym i O bedzie ordynkiem w K.
Wowczas O jest ordynkiem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy

© C(O) jest grupa beztorsyjna,
Q@ Uk CO.
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P(O) — podgrupa C(Q) ztozona ze wszystkich dywizoréw gtéwnych
a0, 0#£a€ckK
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P(O) — podgrupa C(Q) ztozona ze wszystkich dywizoréw gtéwnych
a0, 0#£a€ckK

Pic(O) := C(0)/P(O) - grupa Picarda,
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P(O) — podgrupa C(Q) ztozona ze wszystkich dywizoréw gtéwnych
a0, 0#£a€ckK

Pic(O) := C(0)/P(0O) - grupa Picarda, skonczona
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P(O) — podgrupa C(Q) ztozona ze wszystkich dywizoréw gtéwnych
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P(O) — podgrupa C(Q) ztozona ze wszystkich dywizoréw gtéwnych
a0, 0#£a€ckK

Pic(O) := C(0)/P(0O) - grupa Picarda, skonczona
Pic(R) — grupa klas ideatéw ciata K
hk = #Pic(R) — liczba klas ciata K
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P(O) — podgrupa C(Q) ztozona ze wszystkich dywizoréw gtéwnych
a0, 0#£a€ckK

Pic(O) := C(0)/P(0O) - grupa Picarda, skonczona
Pic(R) — grupa klas ideatéw ciata K
hk = #Pic(R) — liczba klas ciata K

Twierdzenie

Niech K bedzie ciatem liczcbowym i O bedzie ordynkiem w K.
Woéwczas O jest ordynkiem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy

Q@ #Pic(0) = hk,
Q@ Uk CO.

Beata Rothkegel O ordynkach



hk #U(R/F)
(Uk/U(O))#U(O/7)

#Pic(O) = 7
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hk #U(R/F)
(Uk/U(O))#U(O/7)

#Pic(O) = 7

f — konduktor O (najwiekszy ideat R zawarty w O)

Beata Rothkegel O ordynkach



hk #U(R/F)
(Uk/U(O))#U(O/7)

#Pic(O) = 7

f — konduktor O (najwigkszy ideat R zawarty w O), na przyktad:
K =Q(Vd), O=1Z[fw], to f=TfR.

Vd, gdy d Z1 (mod 4)
w =
%, gdy d =1 (mod 4).
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K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)
O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N
Wtedy R = Z[v/—],
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)
O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N
Wtedy R = Z[v/—n], f=fR
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R = Z[v/—n], f=fR, Ug = {1,-1} C O
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hki#U(O/f)

Beata Rothkegel O ordynkach



Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hki#U(O/f)

Zalozmy, ze f # 1.
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz

b FUR/D
#U(O/f)

#Pic(0) =

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hkm

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1.
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hkm

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1. Stad

—nx +§f=1+f,
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hkm

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1. Stad

—nx+§f=14+f, czyli (V—-n+f)(/—nx+f)=1+F.
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hkm

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1. Stad

—nx+§f=14+f, czyli (V—-n+f)(/—nx+f)=1+F.
Ostatecznie v/—n + f € U(R/T).
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hkm

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1. Stad
—nx+f=1+47f, czyli (V—n+§)(vV—nx—+§)=1+F.

Ostatecznie v/—n +f € U(R/).
Przypusémy, ze /—n + f € U(O/f).
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz
#U(R/T)

#Pic(0) = hkm

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1. Stad

—nx+§f=14+f, czyli (V—-n+f)(/—nx+f)=1+F.

Ostatecznie v/—n +f € U(R/).
Przypusémy, ze /—n + f € U(O/f). Wtedy istnieje b € O
taki, ze /—n+f=b+1.
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Przyktad

K=Q(v/—n), 1#neN, n#3 (mod 4)

O = Z[fv/—n] dla pewnego f € N

Wtedy R =Z[/—n], f=1fR, Ux ={1,—1} C O oraz

. #UR/)

“HU(O/F)

#Pic(0) =

Zalozmy, ze f # 1.
(1) NWD(n,f) =1
Istnieja x, y € Z takie, ze —nx + fy = 1. Stad

—nx+§f=14+f, czyli (V—-n+f)(/—nx+f)=1+F.

Ostatecznie v/—n + f € U(R/S).

Przypusémy, ze \/—n + § € U(O/f). Wtedy istnieje b € O
taki, ze /—n+f= b+ §. Ale /—n = b+ f; dla pewnego
fi €fC O, czyli v/—n € O, sprzecznosé.
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Przyktad (cd)
(2) p jest liczba pierwsza taka, ze p | nip|f

Beata Rothkegel O ordynkach



Przyktad (cd)
(2) p jest liczba pierwsza taka, ze p | nip|f
= (1+£v=n) +fe UR/M\ UO/)
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Przyktad (cd)

(2) p jest liczba pierwsza taka, ze p | nip|f
= (1+£v=n) +fe UR/M\ UO/)

Zatem #Pic(O) # hg.
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Przyktad (cd)

(2) p jest liczba pierwsza taka, ze p | nip|f
= (1+£v=n) +fe UR/M\ UO/)

Zatem #Pic(O) # hg.

O maksymalny < #Pic(O) = hk
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Dziekuje za uwage!
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