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- Wprowadzenie
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Wyniki prezentowane w referacie pochodzg z pracy:

A. Olbrys, Zs. Péles, Support theorems in abstract settings, Publ.
Math. Debrecen 93 (2018), no. 1-2, 215-240. J

Bezposrednig motywacjg byta praca:

A. Olbrys, A support theorem for delta (s,t)-convex mappings,
Aequationes Math. 89 (2015), no. 3, 937-948. J
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- Wprowadzenie

Niech (X, - 11), (E, | - ||) beda rzeczywistymi przestrzeniami Banacha,
D c X zbiorem wypuktym, s, t € (0, 1) ustalonymi liczbami.
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Wprowadzenie

Niech (X, - 11), (E, | - ||) beda rzeczywistymi przestrzeniami Banacha,
D c X zbiorem wypuktym, s, t € (0, 1) ustalonymi liczbami.

Definicja
Mowimy, ze odwzorowanie F : D — E jest delta (s, t)-wypukte z kontrolng
funkcja f : D — R, jezeli dla wszelkich X, y € D spetniona jest nieréwnoS¢:

ItF(x) + (1 = )F(y) =F(sx + (1 = s)y)|
< t(x) + (1 = Of(y) — f(sx + (1 = s)y).

Jezeli s = t, to méwimy, ze F jest delta {-wypukta. W przypadku, gdy t = 2,
to F nazywamy delta wypukta w sensie Jensena z kontrolna funkcja f. Jezeli
powyzsza nier6wnosc jest spetniona dla wszelkich t € (0, 1) to méwimy, ze
F jest delta-wypukta z kontrolna funkcja f. )
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Wprowadzenie

Definicja odwzorowan (s, t)-afinicznych

Niech D C X bedzie zbiorem wypuktym. Odwzorowanie A: D — E
nazywamy (s, t)-afinicznym, jezeli spetnia rownanie funkcyjne
Alsx+ (1 —s)y) =tA(x)+ (1 — HA(y), x,yeD.
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Wprowadzenie

Definicja odwzorowan (s, t)-afinicznych

Niech D C X bedzie zbiorem wypuktym. Odwzorowanie A: D — E
nazywamy (s, t)-afinicznym, jezeli spetnia rownanie funkcyjne
Alsx+ (1 —s)y) =tA(x)+ (1 — HA(y), x,yeD.

Twierdzenie. [A.O. 2015]

Niech D C X bedzie zbiorem otwartym i wypuktym. Woéwczas
odwzorowanie F : D — E jest delta (s, t)-wypukte z kontrolng funkcja
f: D — R wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu y € D istnieja
takie odwzorowania (s, t)-afiniczne A, : D — E oraz a, : D — R, ze

|F(x) — Ay(x)|| < f(x) —ay(x) dlaxeD

oraz

A. Olbry$ Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Dla rzeczywistej przestrzeni unormowanej (E, || - ||) rozpatrzmy
przestrzen liniowg E := E x R z dziataniami dodawania i mnozenia
przez skalary po wspotrzednych. Przypomnijmy, ze dla ustalonej liczby
e > 0 zbior postaci:

K.:={(x,y e E: ¢|x| < t}

nazywamy stozkiem Lorentza.
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Dla rzeczywistej przestrzeni unormowanej (E, || - ||) rozpatrzmy
przestrzen liniowg E := E x R z dziataniami dodawania i mnozenia
przez skalary po wspotrzednych. Przypomnijmy, ze dla ustalonej liczby
e > 0 zbior postaci:

K.:={(x,y e E: ¢|x| < t}

nazywamy stozkiem Lorentza. Stozek ten indukuje w E czeéciowy
porzadek, w nastepujacy sposob:

(X1, 1) 2k (X2, B) & ellxo — x¢|| < b — 1.

Porzadek ten jest zgodny ze strukturg liniowg przestrzeni E, tzn.
@ X=x.Y=>x+2z=x.y+z dax,y,zcE,
@ X=x.y=ax=x.ay dax,yecE, a>0.
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Zauwazmy, ze okre$lajac dla danych funkcji F : D — Eoraz f: D - R
odwzorowanie F : D — E wzorem:

F(x) = (F(x),f(x)), xeD,

mozemy przepisac¢ nierownos¢ definiujaca funkcje delta (s, t)-wypukte
w postaci:

F(sx+(1—58)y) =k, tF(x)+ (1 — )F(y), x,y€D.
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Niech X bedzie niepustym zbiorem, m € N. Symbolem P™(X)
oznaczac¢ bedziemy rodzine takich par (o, s), ze o : X — X jest
funkcja, ponadto istniejg sy € R oraz takie sy, ..., Sy, € [0, 00), ze
s : R™ — R jest funkcjg afiniczng postaci:

S(y1,...,ym) =S t+tS1Y1+...+Sm¥Ym-
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Niech X bedzie niepustym zbiorem, m € N. Symbolem P™(X)
oznaczac¢ bedziemy rodzine takich par (o, s), ze o : X — X jest
funkcja, ponadto istniejg sy € R oraz takie sy, ..., Sy, € [0, 00), ze
s : R™ — R jest funkcjg afiniczng postaci:

S(y1,...,ym) =S t+tS1Y1+...+Sm¥Ym-

Niech P(X) := UmenP™(X) oraz niech N c P(X) bedzie ustalonym
podzbiorem. Oznaczmy symbolem

nm:=nnpP"X), meN.
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Twierdzenie Rode

Definicja
Powiemy, ze rodzina I1 jest komutujgca, jezeli dla dowolnych
m,n €N, (o,8) € N (7,u) € N" mamy:

o(r(X], ..., x)), . (T X))
=7(o(x}, ..., x"),...,o(x}, ..., x™)

dla wszelkich x/ € X, i=1,...,n, j=1,...,moraz

S(U(y117"'7yr17)7"' ) U(y1mv7yr,7n))
=u(s(Yi, . Y 8- YD)

dIawszeIkichy{eR,i:1,...,n,j:1,...,m.
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 Twierdzenie Rodé

Definicja
Powiemy, ze funkcja f : X — [—o0, 00) jest MN-wypukia, jezeli

f(o(X1,...,Xm)) < 8o+ S1f(x1) + ... + Smf(Xm),

dla wszelkich m € N, (0,8) € N oraz Xy, ..., Xm € X, f jest N-wklesta
jezeli funkcja —f jest M-wypukta. Jezeli f jest jednoczesnie IN-wypukta i
N-wklgsta, to méwimy, ze jest [-afiniczna.
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Twierdzenie Rode

Definicja

Powiemy, ze funkcja f : X — [—o00, 00) jest MN-wypukia, jezeli
f(o(X1,...,Xm)) < 8o+ S1f(x1) + ... + Smf(Xm),

dla wszelkich m € N, (0,8) € N oraz Xy, ..., Xm € X, f jest N-wklesta
jezeli funkcja —f jest M-wypukta. Jezeli f jest jednoczesnie IN-wypukta i
N-wklgsta, to méwimy, ze jest [-afiniczna.

Twierdzenie (Rodé, 1978)
Niech M C P(X) bedzie rodzing komutujaca, f : X — R bedzie funkcja
M-wypuktg oraz

MM, f):={g: X — [—o0,0) | g jest M-wklgsta oraz g < f}.

Woéwczas kazdy element maksymalny rodziny M(I, f) jest funkcja
M-afiniczna.
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Niech I oraz X beda niepustymi zbiorami, n: I — N dang funkcja.
Zatézmy, ze mamy dang rodzine w operacji okreslonych na zbiorze X:

w={w,: X" 5 X |~yeTl}.
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Niech I oraz X beda niepustymi zbiorami, n: I — N dang funkcja.
Zatézmy, ze mamy dang rodzine w operacji okreslonych na zbiorze X:

w={w,: X" 5 X |~yeTl}.

Definicja
Powiemy, ze zbior E C X jest w-wypukty, jesli

w,(E"™)c E dlayerT,

tzn. dla wszelkichy € T, x1, ..., Xp(,) € E warto$€ w(xy, ..., Xyy)) € E.
Rodzine wszystkich w-wypuktych podzbioréw zbioru X oznaczamy
symbolem C,(X).
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Definicja
Mowimy, ze zbiér E C X jest w-ekstremalny, jezeli

w,'(E)c E" dlayerT,

tzn. dla wszelkich v € T, x1,. .., X, € X takich, ze
W(Xq,. .-, Xn(y)) € Emamy x; € Edlai=1,...,n(y). Rodzing
wszystkich w-ekstremalnych podzbioréw zbioru X oznaczamy
symbolem &, (X)
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Definicja
Mowimy, ze zbiér E C X jest w-ekstremalny, jezeli

w,'(E)c E" dlayerT,

tzn. dla wszelkich v € T, x1,. .., X, € X takich, ze
W(Xq,. .-, Xn(y)) € Emamy x; € Edlai=1,...,n(y). Rodzing
wszystkich w-ekstremalnych podzbioréw zbioru X oznaczamy
symbolem &, (X)

Przyktady

1) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = *5*. Wowczas

Ew(X) = {97 {0}7 {1 }, {07 1 }7 [0, 1]}
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Definicja
Mowimy, ze zbiér E C X jest w-ekstremalny, jezeli

w,'(E)c E" dlayerT,

tzn. dla wszelkich v € T, x1,. .., X, € X takich, ze
W(Xq,. .-, Xn(y)) € Emamy x; € Edlai=1,...,n(y). Rodzing
wszystkich w-ekstremalnych podzbioréw zbioru X oznaczamy
symbolem &, (X)

Przyktady
1) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = *5*. Wowczas
€u(X) = {0,{0},{1},{0,1},[0, 1]}.
2) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = xy. Wéwczas
e(X)= U {lp. 11 (p, 11}

p<l0,1]
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w-ekstremalna otoczka

Dla dowolnego zbioru H C X w-ekstremalng otoczke zbioru H,
oznaczamy symbolem ext,,(H). Jest to najmniejszy (w sensie inkluzji)
zbiér w-ekstremalny zawierajgcy H:

ext,(H) := [ J{E € &,(X) | H C E}.
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w-ekstremalna otoczka

Dla dowolnego zbioru H C X w-ekstremalng otoczke zbioru H,
oznaczamy symbolem ext,,(H). Jest to najmniejszy (w sensie inkluzji)
zbiér w-ekstremalny zawierajgcy H:

ext,(H) := [ J{E € &,(X) | H C E}.

Przyktady
1) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = *3*. Wowczas

ext,({0}) = {0}, ext,({1})={1}, ext,({p})=10,1] (p€(0,1)).
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w-ekstremalna otoczka

Dla dowolnego zbioru H C X w-ekstremalng otoczke zbioru H,
oznaczamy symbolem ext,,(H). Jest to najmniejszy (w sensie inkluzji)
zbiér w-ekstremalny zawierajgcy H:

ext,(H) := [ J{E € &,(X) | H C E}.

Przyktady
1) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = *3*. Wowczas
ext,({0}) = {0}, ext,({1})={1}, ext.({p})=[0,1] (p<(0,1)).
2) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = xy. Woéwczas
ext.({p}) = [p. 1] (P <€[0,1]).
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w-algebraiczne wnetrze

Méwimy, ze punkt p € X jest punktem w-wewnetrznym zbioru X, jezeli
ext,({p}) = X. Zbiér wszystkich w-wewnetrznych punktéw zbioru X
nazywamy w-wnetrzem zbioru X i oznaczamy symbolem int,(X).

Dopetnienie zbioru int,(X) nazywamy w-brzegiem zbioru X i
oznaczamy symbolem:

0u(X) == X \ inty(X).
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w-algebraiczne wnetrze

Méwimy, ze punkt p € X jest punktem w-wewnetrznym zbioru X, jezeli
ext,({p}) = X. Zbiér wszystkich w-wewnetrznych punktéw zbioru X
nazywamy w-wnetrzem zbioru X i oznaczamy symbolem int,(X).
Dopetnienie zbioru int,(X) nazywamy w-brzegiem zbioru X i
oznaczamy symbolem:

0u(X) == X \ inty(X).

Przyktady

1) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = *5~. Woéwczas p € X jest punktem
w-wewnetrznym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < p < 1.
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w-algebraiczne wnetrze

Méwimy, ze punkt p € X jest punktem w-wewnetrznym zbioru X, jezeli
ext,({p}) = X. Zbiér wszystkich w-wewnetrznych punktéw zbioru X
nazywamy w-wnetrzem zbioru X i oznaczamy symbolem int,(X).
Dopetnienie zbioru int,(X) nazywamy w-brzegiem zbioru X i
oznaczamy symbolem:

8,(X) = X\ int,(X).

Przyktady

1) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = *5~. Woéwczas p € X jest punktem
w-wewnetrznym wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < p < 1.

2) Niech X := [0, 1] oraz w(x, y) = xy. Wowczas p € X jest punktem
w-wewnetrznym wtedy i tylko wtedy, gdy p = 0.
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Dystrybutywnos$¢ rodziny operacji

Mowimy, ze rodzina odwzorowan {w- | v € '} jest parami
dystrybutywna, jezeli dla dowolnych v, 5 € ', k € {1,2,...,n(v)} oraz
wszelkich X1, ..., Xk_1, Xk415 -+ Xn(y)s Y15+ Yn(p) € X mamy:

Wy (X1 5o s Xkt W (V15 -+ -5 Yn(B))s Xk15 - - Xn(y))
= wa( Wy (X1, -+ s Xk—1, Y1, Xk 155 Xn(9) ) - - -5
Wy (X155 Xk—15 Yn(8)s Xk415 - - Xn(4)))-
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Dystrybutywnos$¢ rodziny operacji

Mowimy, ze rodzina odwzorowan {w- | v € '} jest parami
dystrybutywna, jezeli dla dowolnych v, 5 € ', k € {1,2,...,n(v)} oraz
wszelkich X1, ..., Xk_1, Xk415 -+ Xn(y)s Y15+ Yn(p) € X mamy:

Wy (X1 5o s Xkt W (V15 -+ -5 Yn(B))s Xk15 - - Xn(y))
= wa( Wy (X1, -+ s Xk—1, Y1, Xk 155 Xn(9) ) - - -5
Wy (X155 Xk—15 Yn(8)s Xk415 - - Xn(4)))-

Refleksywno$¢ operacii
Niech w : X" — X. Mowimy, ze w jest refleksywna jezeli dla wszelkich

xeX,
w(Xx,...,x)=x.
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Zbiory czesciowo-uporzadkowane z witasnoscig Icc

Niech (Y, <) bedzie zbiorem czg$ciowo-uporzgdkowanym. Zbior
L C Y nazywamy tancuchem, jezeli dla wszelkich x,y € Y, x < y lub
y < X.
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Zbiory czesciowo-uporzadkowane z witasnoscig Icc

Niech (Y, <) bedzie zbiorem czg$ciowo-uporzgdkowanym. Zbior

L C Y nazywamy tancuchem, jezeli dla wszelkich x,y € Y, x < y lub
y < X.

Powiemy, ze (Y, <) ma wiasno$c¢ Icc (lower chain complete), jesli
dowolny niepusty i ograniczony z dotu tancuch L C Y posiada kres
dolny.
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Zbiory czesciowo-uporzadkowane z witasnoscig Icc

Niech (Y, <) bedzie zbiorem czg$ciowo-uporzgdkowanym. Zbior

L C Y nazywamy tancuchem, jezeli dla wszelkich x,y € Y, x < y lub
y < X.

Powiemy, ze (Y, <) ma wiasno$c¢ Icc (lower chain complete), jesli
dowolny niepusty i ograniczony z dotu tancuch L C Y posiada kres
dolny.

Automorfizm porzadkowy

Niech (Y, <) bedzie zbiorem czesciowo-uporzgdkowanym. Méwimy,
Zze odwzorowanie ¢ : Y — Y jest automorfizmem porzadkowym zbioru
Y, jesli ¢ jest bijekcjg oraz dla wszelkich x, y € Y nieréwnosé x < y
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(x) < ¢(y).
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Niech (Y, +) bedzie grupg abelowg. Kazda podpotgrupa S grupy Y
spetniajgca warunki: 0 € Soraz SN (—S) C {0} indukuje czeSciowy
porzadek <g w Y w nastepujacy sposob:

XxX<gy&y—xeS.
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Niech (Y, +) bedzie grupg abelowg. Kazda podpotgrupa S grupy Y
spetniajgca warunki: 0 € Soraz SN (—S) C {0} indukuje czeSciowy
porzadek <g w Y w nastepujacy sposob:

XxX<gy&y—xeS.

Tak zdefiniowany porzadek jest zgodny z algebraiczng strukturg grupy
Y, tzn. jezeli x <g y,t0o x+ z <g y + z dla dowolnego z € S.

Trojke (Y, +, d) nazywamy grupg z metryka, jesli (Y, +) jest grupa,
(Y, d) przestrzenig metryczna, przy czym metryka d jest
niezmiennicza na przesuniecia, tzn.

dx+z,y+z)=d(x,y) dax,y,zeY.
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Niech (Y, +) bedzie grupg abelowg. Kazda podpotgrupa S grupy Y
spetniajgca warunki: 0 € Soraz SN (—S) C {0} indukuje czeSciowy
porzadek <g w Y w nastepujacy sposob:

XxX<gy&y—xeS.

Tak zdefiniowany porzadek jest zgodny z algebraiczng strukturg grupy
Y, tzn. jezeli x <g y,t0o x+ z <g y + z dla dowolnego z € S.

Trojke (Y, +, d) nazywamy grupg z metryka, jesli (Y, +) jest grupa,
(Y, d) przestrzenig metryczna, przy czym metryka d jest
niezmiennicza na przesuniecia, tzn.

dx+z,y+z)=d(x,y) dax,y,zeY.

Metryka taka indukuje w naturalny sposéb pseudonorme

Il -1l : Y — R4 zadang wzorem || x||4 := d(x,0). Wazng klasa potgrup,
ktére majg wtasnos¢ Icc stanowig tzw. potgrupy addytywnie
kontrolowane.
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Definicja

Niech (Y, +, d) bedzie grupg abelowg z metrykg. Méwimy, ze
podpétgrupa S grupy Y jest addytywnie kontrolowana, jesli istnieje
taka funkcja addytywna a: Y — R, ze

lyll¢ < aly), yeS.
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Definicja

Niech (Y, +, d) bedzie grupg abelowg z metrykg. Méwimy, ze
podpétgrupa S grupy Y jest addytywnie kontrolowana, jesli istnieje
taka funkcja addytywna a: Y — R, ze

lyll¢ < aly), yeS.

Twierdzenie

Niech (Y, +, d) bedzie grupg abelowg z metrykg zupetng oraz niech S
bedzie takg addytywnie kontrolowana, domknigtg podpotgrupa grupy
Y,ze 0 € S. Wéwczas (Y, <g) ma wtasnosc¢ lcc.
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Definicja

Niech (Y, +, d) bedzie grupg abelowg z metrykg. Méwimy, ze
podpétgrupa S grupy Y jest addytywnie kontrolowana, jesli istnieje
taka funkcja addytywna a: Y — R, ze

lyll¢ < aly), yeS.

Twierdzenie

Niech (Y, +, d) bedzie grupg abelowg z metrykg zupetng oraz niech S
bedzie takg addytywnie kontrolowana, domknigtg podpotgrupa grupy
Y,ze 0 € S. Wéwczas (Y, <g) ma wtasnosc¢ lcc.

Niech K bedzie stozkiem w przestrzeni unormowanej Y. Ze stozkiem
tym zwigzany jest tzw. stozek sprzezony okre$lony nastepujaco:

K°:={pe Y :4(y) >0, y € L}.
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Definicja
Niech Y bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowang. Stozek £ C Y
nazywamy ostrym, jezeli int(K°) # 0.

A. Olbry$ Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Definicja
Niech Y bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowang. Stozek £ C Y
nazywamy ostrym, jezeli int(K°) # 0.

Whniosek

Niech (Y, <x) bedzie zbiorem czesciowo-uporzadkowanym, gdzie Y
jest przestrzenig Banacha, a <x porzadkiem generowanym przez
ostry, domkniety i wypukly stozek K. Wowczas (Y, <x) ma wtasnos¢
lcc.

A. Olbry$ Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Definicja
Niech Y bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowang. Stozek £ C Y
nazywamy ostrym, jezeli int(K°) # 0.

Whniosek

Niech (Y, <x) bedzie zbiorem czesciowo-uporzadkowanym, gdzie Y
jest przestrzenig Banacha, a <x porzadkiem generowanym przez
ostry, domkniety i wypukly stozek K. Wowczas (Y, <x) ma wtasnos¢
lcc.

Przyktady

@ w przestrzeni skonczenie wymiarowej dowolny domkniety,
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Definicja
Niech Y bedzie rzeczywistg przestrzenig unormowang. Stozek £ C Y
nazywamy ostrym, jezeli int(K°) # 0.

Whniosek

Niech (Y, <x) bedzie zbiorem czesciowo-uporzadkowanym, gdzie Y
jest przestrzenig Banacha, a <x porzadkiem generowanym przez
ostry, domkniety i wypukly stozek K. Wowczas (Y, <x) ma wtasnos¢
lcc.

Przyktady

@ w przestrzeni skonczenie wymiarowej dowolny domkniety,
wypukly taki stozek K, ze KN (—K) C {0} jest ostry;
@ dla dowolnego ¢ > 0 stozek Lorentza

Ke:={(x,t) e Y xR: ¢|x| <t}

jest domkniety, ostry i wypukty w Y x R.
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(w, Q)-wypuktos¢ i (w, 2)-afinicznosé
Zatbzmy, ze
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(w, Q2)-wypuktos€ i (w, 2)-afinicznose
Zatbzmy, ze
() w={w, : XM 5 X|yeT}orazQ={Q,: YO =5 Y|yeTl}
sg danymi rodzinami operacji.
(i) X jest niepustym zbiorem w-wypuktym oraz (Y, <) jest zbiorem
czesciowo-uporzadkowanym;
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czesciowo-uporzadkowanym;
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flwy(Xt, .- Xn()) < (F(X1), - (X)), Y ET: X150, Xn(y) € X.
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sg danymi rodzinami operacji.
(i) X jest niepustym zbiorem w-wypuktym oraz (Y, <) jest zbiorem
czesciowo-uporzadkowanym;
Mowimy, ze funkcja f : X — Y jest (w, Q)-wypukia, jezeli spetnia
nierdbwnos¢
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(w, Q2)-wypuktos€ i (w, 2)-afinicznose
Zatbzmy, ze
() w={w, : XM 5 X|yeT}orazQ={Q,: YO =5 Y|yeTl}
sg danymi rodzinami operacji.
(i) X jest niepustym zbiorem w-wypuktym oraz (Y, <) jest zbiorem
czesciowo-uporzadkowanym;

Mowimy, ze funkcja f : X — Y jest (w, Q)-wypukia, jezeli spetnia
nierdbwnos¢

flwy(Xt, .- Xn()) < (F(X1), - (X)), Y ET: X150, Xn(y) € X.
Mowimy, ze funkcja h: X — Y jest (w, Q)-wklesta, jezel

h(wv(x1 ey Xn(,y))) > Qv(h(X1), ceey h(Xn(,y))), yeTl; x,... » Xn(v) € X.
Funkcje g : X — Y nazywamy (w. Q)-afiniczng jezeli spetnia rbwnanie
funkcyjne

9wy (X1, Xn(y))) = 2 (9(X1), - 9(Xn)))s Y E T X150, Xny) € X./
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—(s, t)-wypuktos¢

X-wypukty podzbidr rzeczywistej przestrzeni liniowej, Y = R,
f: X =R T={1}, n(1)=2,w={w}, Q= {Q}, gdzie w; : X2 — X,
Q4 : R? - R dane sg wzorami:

wi(xy)=tx+(1-ty, Q(xy)=sx+(1-3s)y.
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—(s, t)-wypuktos¢

X-wypukty podzbidr rzeczywistej przestrzeni liniowej, Y = R,
f: X =R T={1}, n(1)=2,w={w}, Q= {Q}, gdzie w; : X2 — X,
Q4 : R? - R dane sg wzorami:

wi(X,y)=tx+(1 -1y,  uxy)=sx+(1-3s)y.
—klasyczna wypuktos¢
Y=R,f: X->RT=[0,1], n(v) =2, vel, w={wy,: ve€[0,1]},

Q={Q,: v€[0,1]}, gdzie w, : X2 = X, 2, : R2 » R dane sa
wzorami:

wy(X,Y)=x+(1 =)y, Qxy)=yx+1 -7y
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—(s, t)-wypuktos¢

X-wypukty podzbidr rzeczywistej przestrzeni liniowej, Y = R,
f: X =R T={1}, n(1)=2,w={w}, Q= {Q}, gdzie w; : X2 — X,
Q4 : R? - R dane sg wzorami:

wi(xy)=tx+(1-ty, Q(xy)=sx+(1-3s)y.

—klasyczna wypuktos¢

Y=R,f: X->RT=[0,1], n(v) =2, vel, w={wy,: ve€[0,1]},
Q={Q,: v€[0,1]}, gdzie w, : X2 = X, 2, : R2 » R dane sa
wzorami:

wy(X,Y)=x+(1 =)y, Qxy)=yx+1 -7y

—podaddytywnos¢
(X,+)-pbtgrupa, Y =R, f: X - R, T ={1}, n(1) =2, w = {w1},
Q = {Q}, gdzie wy : X% = X, Q; : R? — R dane sg wzorami:

W1(XaY):X+ya Q1(X,y):X+y.
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(H) Niech X bedzie niepustym zbiorem, (Y, <) przestrzenig czgsciowo
uporzadkowana, I # 0, n: T = N,aw = {w, : X" = X |y T}
oraz Q = {Q, : Y™ — Y | 4 € T'} rodzinami operacji.
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(H) Niech X bedzie niepustym zbiorem, (Y, <) przestrzenig czgsciowo
uporzadkowana, I # 0, n: T = N,aw = {w, : X" = X |y T}
oraz Q = {Q, : Y™ — Y | 4 € T'} rodzinami operacji.

Twierdzenie [Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha]
Zatézmy (H) oraz ze spetnione sg nastepujgce warunki:
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(H) Niech X bedzie niepustym zbiorem, (Y, <) przestrzenig czgsciowo
uporzadkowana, I # 0, n: T = N,aw = {w, : X" = X |y T}
oraz Q = {Q, : Y™ — Y | 4 € T'} rodzinami operacji.

Twierdzenie [Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha]
Zatézmy (H) oraz ze spetnione sg nastepujgce warunki:

(H1) (Y, <) jest zbiorem czg$ciowo uporzgdkowanym z wtasnoscig
Icc;

(H2) rodzina w sktada sie z operacji parami dystrybutywnych;

(H3) rodzina Q2 sktada sie z takich operacji parami dystrybutywnych,
ze dla dowolnego v € I operacja 2, jest automorfizmem
porzadkowym wzgledem kazdej zmiennej.
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(H) Niech X bedzie niepustym zbiorem, (Y, <) przestrzenig czgsciowo
uporzadkowana, I # 0, n: T = N,aw = {w, : X" = X |y T}
oraz Q = {Q, : Y™ — Y | 4 € T'} rodzinami operacji.

Twierdzenie [Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha]

Zatézmy (H) oraz ze spetnione sg nastepujgce warunki:

(H1) (Y, <) jest zbiorem czg$ciowo uporzgdkowanym z wtasnoscig
Icc;

(H2) rodzina w sktada sie z operacji parami dystrybutywnych;

(H3) rodzina Q2 sktada sie z takich operacji parami dystrybutywnych,
ze dla dowolnego v € I operacja 2, jest automorfizmem
porzadkowym wzgledem kazdej zmiennej.

Niech f : X — Y bedzie funkcjg (w, Q2)-wypukta, D niech bedzie takim

niepustym, w-wypuktym podzbiorem zbioru X, ze ext, (D) = X oraz f|p

jest (w, Q)-afiniczna. Wéwczas istnieje taka funkcja (w, Q2)-afiniczna

g:X— Y, zeg<forazg|p = f|p.
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Twierdzenie [Abstrakcyjna wersja twierdzenia o podpieraniul]
Zatézmy (H) oraz ze spetnione sg nastepujgce warunki:
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lcc;
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Twierdzenie [Abstrakcyjna wersja twierdzenia o podpieraniul]
Zatézmy (H) oraz ze spetnione sg nastepujgce warunki:
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(w, Q)-afiniczna funkcja g : X — Y, ze g < foraz g(p) = f(p).
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Twierdzenie [Abstrakcyjna wersja twierdzenia o podpieraniul]

Zatézmy (H) oraz ze spetnione sg nastepujgce warunki:

(H1+) (Y, <) jest zbiorem czesSciowo uporzadkowanym z wtasnoscig
lcc;

(H2+) rodzina w sktada sie z operacji refleksywnych i parami
dystrybutywnych;

(H3+) rodzina Q2 sktada sie z takich operacji refleksywnych i parami
dystrybutywnych, ze dla dowolnego v € I operacja €2, jest
automorfizmem porzadkowym wzgledem kazdej zmiennej.

Niech f : X — Y bedzie funkcja (w, Q2)-wypukig. Woéwczas dla

dowolnego w-wewnetrznego punktu p € X istnieje taka

(w, Q)-afiniczna funkcja g : X — Y, ze g < foraz g(p) = f(p).

Whiosek
Funkcja f: X — Y jest (w, Q)-wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka rodzina {g, : X — Y | v € '} funkcji (w, 2)-afinicznych, ze

f(x) =sup{g,(x):yeTl} dlaxelX.

A. Olbry$ Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Twierdzenie. [A.O. 2015]

Niech D bedzie otwartym i wypuktym podzbiorem rzeczywistej
przestrzeni unormowanej. Wowczas odwzorowanie F : D — E jest
delta (s, t)-wypukte z kontrolng funkcjg f : D — R wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego punktu y € D istniejg takie odwzorowania

(s, t)-afiniczne A, : D — Eoraz ay : D — R, ze

IF(x) — Ay(x)|| < f(x) —ay(x) dlaxeD

oraz

A. Olbry$ Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Szkic dowodu

@ Potozmy X := D oraz Y := E x R zdefiniujmy odwzorowanie
F: X — Y wzorem F(x) = (F(x), f(x)), x € X

A. Olbry$ Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Szkic dowodu
@ Potozmy X := D oraz Y := E x R zdefiniujmy odwzorowanie
F : X — Y wzorem F(x) = (F(x), f(x)), x € X
@ Porzadek czesciowy jest generowany przez stozek Lorentza K4,
ktory jak wiemy jest ostry.
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w={w}, wi:D? =D, wi(x,y)=sx+(1-9)y,
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w={w}, wi:D? =D, wi(x,y)=sx+(1-9)y,
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@ Operacje wq oraz 21 sg autodystrybutywne, refleksywne oraz 1
jest automorfizmem porzadkowym ze wzgledu na kazdg ze
zmiennych.
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ktory jak wiemy jest ostry.
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Szkic dowodu

) E’o+62my X :=Doraz Y := E x R zdefiniujmy odwzorowanie
F : X — Y wzorem F(x) = (F(x), f(x)), x € X

@ Porzadek czesciowy jest generowany przez stozek Lorentza K4,
ktory jak wiemy jest ostry.

@ Rozpatrzmy rodziny operaciji:
w={w}, wi:D? =D, wi(x,y)=sx+(1-9)y,
Q={Q}, Q:Y2=Y, Q(x,y) =tx+(1-1)y.

@ Operacje wq oraz Q4 sg autodystrybutywne, refleksywne oraz Q1
jest automorfizmem porzadkowym ze wzgledu na kazdg ze
zmiennych.

@ Z wypuktosci zbioru D wnosimy, ze jest on zbiorem w-wypuktym.
@ Kazdy punkt otwartego zbioru D jest punktem w-wewnetrznym.

@ Ostatecznie wystaczy zastosowac abstrakcyjng wersje
twierdzenia o podpieraniu do nieréwnosci:

Flwi(x.y)) <k, u(F(x)), F(y)).  (x,y € D).
Abstrakcyjna wersja twierdzenia Hahna-Banacha



Whiosek [Twierdzenie o podpieraniu dla odwzorowan
podaddytywnych]

Niech (X, +) bedzie pétgrupa abelowa, Y grupa abelowg z metrykag
zupetna, czesciowo-uporzgdkowang przez relacje <g generowang
przez takg addytywnie kontrolowang pofgrupe S C Y, ze 0 € S. Niech
f: X — Y bedzie odwzorowaniem podaddytywnym, ij.

f(x+y)<sf(x)+f(y) dax,yeX.
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Whiosek [Twierdzenie o podpieraniu dla odwzorowan
podaddytywnych]

Niech (X, +) bedzie pétgrupa abelowa, Y grupa abelowg z metrykag
zupetna, czesciowo-uporzgdkowang przez relacje <g generowang
przez takg addytywnie kontrolowang pofgrupe S C Y, ze 0 € S. Niech
f: X — Y bedzie odwzorowaniem podaddytywnym, ij.

f(x+y)<sf(x)+f(y) dax,yeX.

Zatézmy ponadto, ze p € X oraz
(i) f(np)=nf(p) dla wszelkich n € N,
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Whiosek [Twierdzenie o podpieraniu dla odwzorowan
podaddytywnych]

Niech (X, +) bedzie pétgrupa abelowa, Y grupa abelowg z metrykag
zupetna, czesciowo-uporzgdkowang przez relacje <g generowang
przez takg addytywnie kontrolowang pofgrupe S C Y, ze 0 € S. Niech
f: X — Y bedzie odwzorowaniem podaddytywnym, ij.

f(x+y)<sf(x)+f(y) dax,yeX.

Zatézmy ponadto, ze p € X oraz
(i) f(np)=nf(p) dla wszelkich n € N,

(ii) dla dowolnego x € X istniejg y € X oraz takie n € N, ze
X+ y = np.
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Whiosek [Twierdzenie o podpieraniu dla odwzorowan
podaddytywnych]

Niech (X, +) bedzie pétgrupa abelowa, Y grupa abelowg z metrykag
zupetna, czesciowo-uporzgdkowang przez relacje <g generowang
przez takg addytywnie kontrolowang pofgrupe S C Y, ze 0 € S. Niech
f: X — Y bedzie odwzorowaniem podaddytywnym, ij.

f(x+y)<sf(x)+f(y) dax,yeX.

Zatézmy ponadto, ze p € X oraz
(i) f(np)=nf(p) dla wszelkich n € N,

(ii) dla dowolnego x € X istniejg y € X oraz takie n € N, ze
X+ y = np.
Wodwczas istnieje takie odwzorowanie addytywne g : X — Y, ze

9<sf oraz g(p)=f(p).
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