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Zbiér liczb wymiernych

Zbior liczb wymiernych

Fakt 1

Przestrzen N liczb naturalnych z topologig dziedziczong ze zbioru R
liczb rzeczywistych jest dyskretna, bo kazdy jej punkt jest izolowany,
tzn. traktowany jako zbior jednopunktowy jest zbiorem otwartym.

Twierdzenie 1 (Sierpinski 1920)

Kazda przeliczalna przestrzen metryzowalna bez punktéw izolowanych
jest homeomorficzna z przestrzenig Q wszystkich liczb wymiernych.

Lemma 1 (Cantor 1895)

Kazdy przeliczalny zbidr liniowo uporzgdkowany w sposob gesty bez
elementu najwiekszego i najmniejszego jest izomorficzny z Q.
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Zbiér liczb wymiernych

Szkic dowodu twierdzenia Sierpinskiego.

W przeliczalnej i w sobie gestej przestrzeni metrycznej X ustalmy baze
{Vh: n € N}. Mozemy zaktadac¢, ze zbiory V), sg domknigto-otwarte.
Poniewaz kazdy zbiér zwarty w sobie gesty jest nieprzeliczalny, to
kazdy zbiér domknieto-otwarty w X jest sumg nieskonczenie wielu
(niepustych) zbioréw domknieto-otwartych parami roztgcznych. Mozna
przy tym zaktadac, ze kazdy z nich jest zawarty lub roztgczny z
ustalonym zbiorem V). Dla kazdego ne€ Noraz iy,...,ih € Z
wybierzmy zbiér domknigto-otwarty U;, ;, € X tak aby

U{Ui: i€ Z} = X oraz

(@ Ui € Valub Uy, j, N V= 0;
(b) jeéli k =£ /, to Ui1,..‘,i,,,k N Ui1,...,in,/ = 0;

() HUi. . ink: keZ}=U,  ;dlaneN.

]
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c.d.

Dla kazdego x € X istnieje doktadnie jeden taki cigg i(x) = (in)72

liczb catkowitych, ze x € Uj, _; dla kazdego n € N. Zatem rodzina

B(x) = {Uj....i,
szczegoInosci mamy i(x) # i(y) jesli tylko x # y. Dla dowolnych
x,y € X, jeslii(x) = (in)o4 oraz i(y) = (jn)721 to przyjmujemy

n(x,y) =min{n € N: i, # ja}.
Porzadek w zbiorze X okreslamy wzorem:
x <y jesliin < jn, gdzie n= n(x,y).
Okazuije sie, ze jest to porzadek liniowy zgodny z porzadkiem
leksykograficznym w ZY, ktéry na mocy twierdzenie Cantora (czyli

lematu) jest izomorficzny z Q. Pozostaje sprawdzi¢, ze topologia
wyznaczona przez porzadek < jest identyczna z topologig na X.

:neNi(in)sy = x} jest bazg lokalng w punkcie x. W

Ol
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Zbiér liczb wymiernych

c.d.
To z kolei wynika z nastepujacych rownosci:

(%) = U k < ib UUJ{UAUi o k < i} : neN}

i analogicznie

(%, =) = Utk k> i} UUJ{UA Ui, o k> i} : ne N}

dla kazdego x € X.

Whniosek 1

W przestrzeni metrycznej bez punktow izolowanych kazdy podzbior
przeliczalny gesty jest homeomorficzny z Q.
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Zbiér liczb wymiernych

Definicja 1

Przestrzen Furstenberga jest to zbior Z z topologia generowang przez
nieskoriczone postepy arytmetyczne, czyli zbiory postaci
Uap={x€Z: (3n€ Z)(x = a+ nb)},

przy czym a, b € 7 oraz b # 0.

Zbiory U, p sg domknigto-otwarte. Przestrzen Furstenberga jest wiec
zero-wymiarowa typu T i ma baze przeliczalng, a wigc jest
metryzowalna. Jest w sobie gesta, bo zbiory U, sg nieskonczone i

Z\A{=1,1} =U{Uop: p jest liczbg pierwszg}.

Whniosek 2
Liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

Whiosek 3
Przestrzen Furstenberga jest homeomorficzna z Q.
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Zbiér liczb niewymiernych

Zbior liczb niewymiernych

Twierdzenie 2 (Aleksandrow — Urysohn 1928)

Kazda metryzowalna w sposob zupetny zero-wymiarowa przestrzen
osrodkowa bez punktdw izolowanych, w ktdrej zbiory zwarte majg
puste wnetrza, jest homeomorficzna z R \ Q.

Szkic dowodu.

Niech {P,: n € N} bedzie ciggiem nieskonczonych pokry¢ ztozonym z
parami roztgcznych zbiorow domknieto-otwartych przestrzeni X, przy
czym $rednice elementéw pokrycia P, s3 nie wieksze niz n—'.
Ponadto niech {U,: n € N} bedzie bazg w X. Indukcyjnie
konstruujemy ciag {RRn: n € N} nieskonczonych pokry¢ ztozonym z
parami roztgcznych zbiorow domknieto—otwartych tak aby spetnione
byly nastepujgce warunki: O
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Zbiér liczb niewymiernych

c.d.
(a) dla kazdego V € R, istnieje takie W € Pp, ze V C W;
(b) dla kazdego V € R4 istnieje takie W € Rp, ze V C W,
(c) dla kazdego V € R, istnieje taka rodzina nieskoniczona
QCRp1,26 V=UQ;
(d) dlakazdego V € Ry, V C U, lub VN U, = 0.
Elementy rodziny R4 numerujemy dowolnie liczbami naturalnym, a

elementy rodziny R, elementami zbioru {(i,...,ip): jj € N} tak aby
Ui C U;, .. dla kazdego n € N. Gdy rodziny R, sg juz

It yeeslnyinir = Yy,

skonstruowane, to definiujemy homeomorfizm h: NN — X wzorem
h((in)321) = X <= {x} = N{Uy..;: n € N}.

Whniosek 4
Przestrzeri R \ Q jest homeomorficzna z przestrzenig NN,
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Zbior Cantora

Definicja 2
Zbidr Cantora, to ogot tych punktéw odcinka [0, 1], ktére w zapisie
tréjkowym nie majg jedynki.

Fakt 2

Zbior Cantora jest przestrzenig metryczna zwartg zero-wymiarowg i
nie ma punktow izolowanych.

Lemma 2

Kazde dwie podprzestrzenie przestrzeni R, ktore sg zwarte
zero-wymiarowe i nie majg punktow izolowanych sg homeomorficzne.
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Szkic dowodu.
Jesli X, Y C R spetniajg zatozenie, to

R\X=|JPorazR\Y =R,

przy czym P oraz R sg rodzinami parami roztgcznych przedziatéw
otwartych uporzgdkowanych przez relacje

U< V<<= (YxelU)(VyeV)(x<y).

Poniewaz zbiory X oraz Y sg zwarte, nie zawieraja przedziatéw i nie
majg punktow izolowanych, to zaréwno P jak i R spetniajg zatozenia
twierdzenia Cantora, tzn. lematu 1. Istnieje wigec izomorfizm h: P — R.
Dla kazdego U € P ustalamy homeomorfizm fy: U — h(U). Funkcje
f: UP — UR okreslamy wzorem f = J{fy: U € P}, a homeomorfizm
g: R — R wzorem

g(x) =sup{f(a): a< xoraz ac |JP}. O
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Lemma 3

Kazda zero—wymiarowa przestrzen metryczna zwarta jest
homeomorficzna z podprzestrzenig przestrzeni R.

Szkic dowodu.

Jesli {U,: n € N} jest bazg w przestrzeni zwartej X ztozong ze
zbiorow domknigto—otwartych, a f, dla kazdego n € N jest funkcja
charakterystyczng zbioru Uj, to funkcja f: X — R dana wzorem

=1
f(x) = Z @fn(x)
n=1
jest homeomorfizmem X na f[X] C R. O
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Twierdzenie 3 (Brouwer 1910)

Kazda zero—wymiarowa przestrzen metryczna zwarta bez punktow
izolowanych jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora.

Whiosek 5
Przestrzen {0, 1}~ jest homeomorficzna ze zbiorem Cantora.

Whniosek 6

Kazda przestrzen metryczna zwarta X jest obrazem ciggtym zbioru
Cantora.

Dowadd.

Wystarczy rozwazy¢ rzutowanie z X x {0, 1} na X i zauwazy¢, ze
X x {0,1}* jest homeomorficzne ze zbiorem Cantora.

Ol
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Przestrzenie R, S! oraz [0, 1]

Przestrzenie R, S oraz [0, 1]

Definicja 3

Przestrzen X jest spojna gdy jej jedynymi podzbiorami
domknigto-otwartymi sg X oraz (). Przestrzen zwartg i spojng
nazywamy kontinuum gdy ma wiecej niz jeden punkt.

Definicja 4

Zbior A C X rozspaja przestrzen spdjng X jesli X\ A= UU V, przy
czym U i V sg otwarte, roztgczne niepuste. Punkt x € X rozspaja gdy
zbior jednopunktowy {x} rozspaja.

Twierdzenie 4 (Moore 1920)
Kazde kontinuum ma przynajmniej dwa punkty, ktére nie rozspajaja.
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Przestrzenie R, S! oraz [0, 1]

Twierdzenie 5 (Sierpinski 1917, Moore 1920)

Kontinuum metryczne osrodkowe, w ktérym doktadnie dwa punkty nie
rozspajaja jest homeomorficzne z [0, 1].

Twierdzenie 6 (Moore 1920)

Kontinuum metryczne, w ktorym Zaden punkt nie rozspaja ale kazdy
zbiér dwupunktowy rozspaja jest homeomorficzne z okregiem S*.

Twierdzenie 7

Lokalnie zwarta przestrzen metryczna spdjna i osrodkowa, w ktorej
kazdy punkt rozspaja jest homeomorficzna z R.
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Przestrzen BN

Przestrzen SN

Definicja 5

Zbior p C P(N) nazywamy ultrafiltrem gdy spetnione sg warunki:
(@) Xeporazh ¢ p,

(b) Ae porazB € p pocigga AN B € p,

(c) Ae poraz A C B pociaga B € p,

(d) AUB € ppociggaA € plubB € p.

Twierdzenie 8 (Tarski)

Jesli F C P(N) i dla dowolnych Fy, ..., F, € F zachodzi
Fin...N F, # 0, to istnieje taki ultrafiltr p C P(N), ktory zawiera F.

v
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Przestrzen BN

Definicja 6

Rozszerzenie Cecha—Stone’a zbioru liczb naturalnych jest to zbior
AN =NU{p C P(N): p jest ultrafiltrem oraz (| p = 0}

Z topologia generowang przez zbiory postaci

Uu{pe pN\N: U e p}.

Twierdzenie 9
Przestrzen (N jest zwarta, zero-wymiarowa i zawiera N jako podzbior
gesty.

Twierdzenie 10

Jesli przestrzen zwarta X zawiera przeliczalny i gesty zbior punktow
izolowanych, a zbiory roztgczne otwarte w X majg domknigecia
roztgczne, to X jest homeomorficzna z BN.
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Przestrzen BN

Hipoteza Jefimowa: kazda nieskonczona przestrzen zwarta zawiera
nietrywialny cigg zbiezny lub gN.

Twierdzenie 11 (Parovichenko 1963)

Zatézmy hipoteze continuum. Jesli przestrzen X zwarta
zero-wymiarowa wagi continuum nie ma punktow izolowanych, jej
niepuste podzbiory typu Gs maja niepuste wnetrza, a roztgczne zbiory
otwarte typu Fo majg domkniecia rozigczne, to X jest
homeomorficzne z N \ N.

Uwaga 1

W definicji rozszerzenia Cecha—Stone’a zbiér N mozna zastapic
dowolnym zbiorem nieskonczonym S, tzn.

BS = SU{p C P(S): p jest ultrafiltrem oraz (p = 0}

z topologia generowang przez zbiory postaci UU {p € 3S\ S: U € p}.
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Przestrzen BN

Uwaga 2

Jesli S jest zbiorem nieskonczonym, to S\ S jest zero-wymiarowg
przestrzenig zwartg bez punktow izolowanych, w ktorej niepuste
podzbiory typu Gs majg niepuste wnetrza, a roztaczne zbiory otwarte
typu Fo majg domkniecia roztgczne.

Problem katowicki: Czy to prawda, ze jesli 3S; \ S1 i1 3S2\ S sa
homeomorficzne, to Sy i S» sg réwnoliczne? Jedli 2% > 2% to
odpowiedz jest negatywna.

Uwaga 3

Dla kazdej permutacji f: S — S istnieje taki homeomorfizm
Bf: BS — S, ze pf | S = f oraz pf[3S\ S] = S\ S.
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Przestrzen BN

Twierdzenie 12 (Chodounsky — Dow — Hart — de Vries 2018)

Jesli|S| = Ny, a przestrzenie 5N \ N i S\ S sg homeomorficzne, to
istnieje nietrywialny homeomorfizm na ON \ N, tzn. taki, ktory nie jest
wyznaczony przez zadng permutacje na N.

Uwaga 4

Istnienie homeomorfizméw na OGN \ N, ktdre nie sg wyznaczone przez
Zadng permutacje na N jest niesprzeczne z aksjomatami ZFC.
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Zastosowania

Zastosowania

Definicja 7

Jesli X jest przestrzenig zwartg, a G jest podgrupa grupy Hom(X)
wszystkich homeomorfizmdw z X na X (z dziataniem sktadania), to
pare (X, G) nazywamy minimalnym uktadem dynamicznym gdy dla
kazdego x € X zbior {g(x): g € G} jest gesty w X.

Lemma 4

Jesli X jest zwarte, a G C Hom(X) jest grupa, to istnieje taka
podprzestrzen zwarta Y C X, Zze g[Y] = Y dla kazdego g € G oraz
(Y,{g | Y: g€ G}) jest minimalnym uktadem dynamicznym.

Przyktad: Jesli X = 5Z, a G = {ga: a € Z}, gdzie ga(x) = a+ x, to
przestrzen Y, o ktérej méwi lemat jest koabsolutna z kostkg Cantora
wagi continuum (Balcar + A.B.)
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Zastosowania

Twierdzenie 13 (A.B. + Plewik + Turek)
Jesli (X, G) jest minimalnym uktadem dynamicznym, to dla dowolnych

g1,...,9x € G idowolnego zbioru otwartego niepustego U C X istnieje
takien e N, ze

gllulN...ngRlu] # 0.

Whniosek 7 (Wielowymiarowe twierdzenie van der Waerdena)

JesliN' = Ay U...U A, gdzie r > 1, to istnigje takie i < k, Zze dla
kazdego zbioru skonczonego F C N’ istnieje takie a € N" j takien € N,
zZea+ nF C A,.

Whniosek 8 (Twierdzenie van der Waerdena)

Jesli zbior liczb naturalnych podzielimy na skoriczenie wiele czegsci, to
jedna z nich bedzie zawierata postepy arytmetyczne dowolnej dtugosci.
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