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Obliczalno$é: Idee

D. Hilbert
» X Problem — Entscheidungsproblem, 1900.
~problem decyzyjny”

» Program Hilberta — Neubegriindung der Mathematik,
“Abhandlungen aus dem math. Seminar der Hamburgischen
Univ.", 1922.

.finitystyczne procedury dowodowe”



Obliczalno$¢: Trzy drogi

» funkcje rekurencyjne — K. Godel, J. Herbrand 1930;
» “a-machine”, automatic machine — A. Turing, 1936;
» rachunek lambda — A. Church, 1936.



Funkcje rekurencyjne

Klasa funkcji rekurencyjnych R jest najmniejsza klasa, ktéra
zawiera

> zero,
> nastepnik,
> rzutowania
i jest domknieta na:
> ztozenia,
» schemat rekurs;ji,

> operacje minimum.



Arytmetyka a funkcje rekurencyjne

Twierdzenie
Wszystkie funkcje rekurencyjne sa reprezentowalne w Arytmetyce
Peano.



Maszyny Turinga

Wond’rous Machine!

A Turing machine is a theoretical generalized
computer, composed of a tape on which symbols
representing instructions are imprinted. The tape
can move backwards and forwards in the machine,
which can read the intructions and write the result-
ant output back onto the tape.

Symbols on tape

Moving tape

Zrédto: http://www.storyofmathematics. com



Maszyny Turinga a funkcje rekurencyjne

Twierdzenie
Klasa funkcji obliczalnych przez (uniwersalng) maszyne Turinga
pokrywa sie z klasa funkgji rekurencyjnych.



Rachunek lambda

A-termy:

> zmienne: X, y,Z,...
> \-abstrakcja: Ax.M
» aplikacja: (MN)

(B-redukcja:
» (AXM)N —3 M[x := N]



Rachunek lambda

= Ax.X
= AXAy.x
AXAy Az . xz(yz)

€ n X -
I

= AX.Xxx



(-redukcja

IKz = ((Mxx)K)z
—5 x[x:=K]z
—g Kz = (AyAx.y)z

—g AX.Z.



(-redukcja

ww = (Axxx)(Ax.xx)
—5  (xx)[x == Ax.xx]
—g  (x[x = Ax.xx])(x[x = Ax.xx])
(

—g  (Axxx)(Ax.xx) = ww .



Twierdzenie Churcha-Rossera

Twierdzenie
Dla dowolnych A-terméw M, My, M, takich, ze

M -3 Ml oraz M -3 M2
istnieje A-term N taki, ze

My —g N oraz My —g N.



Posta¢ normalna \-termu

Term N jest w postaci normalnej, gdy nie istnieje A-term Ny taki,
ze Ny # N oraz N —g Nj.



Arytmetyka w rachunku lambda

= AMAIx.x
1 = MMx.fx
= M Ax.f(fx)

n = MMXx.f"(x)

S = AnAfax.f(nfx)
A = AmAn\fAx.mf(nfx)



Arytmetyka w rachunku lambda

52 = (AnAfAx.f(nfx))(AfAx.f(fx))
—g A F((AMAx.f(fx))Fx)
—g A F((Ax.f(fx))x)
—g A f(f())
= 3



A-definiowalnosé

Dla dowolnej czesciowej funkcji rekurencyjnej f istnieje A-term F
taki, ze
> jezeli f(ny,...,nk) =m, to Fny...nx —g m,
> jezeli f(ny,...,nK) = m nie istnieje, to term Fny...nx —g m
nie ma postaci normalne;.



Rachunek lambda a funkcje rekurencyjne

Twierdzenie
Wszystkie (czesciowe) funkcje rekurencyjne s3 definiowalne w
rachunku lambda.



Obliczalno$¢ a funkcje rekurencyjne

Teza Churcha
Zbiér funkeji typu N¥ — N obliczalnych w intuicyjnym sensie
pokrywa sie ze zbiorem

» funkcji rekurencyjnych,
» funkcji obliczalnych przez Maszyny Turinga,

» funkcji definiowalnych w rachunku lambda.



Rachunek lambda z typami prostymi, A_,

Typy:
» Typy atomowe: p,q,r,....

> Jezeli o i T s3 typami, to typem jest réwniez wyrazenie 0 — T.

NB Zbiér typéw pokrywa sie ze zbiorem czysto implikacyjnych
formut logiki zdaniowej.



Rachunek lambda z typami prostymi, A_,

Otoczenie typowe:

» skonczony zbiér par postaci
{x1:71,...,Xn: Tn}

gdzie x; s3 parami réznymi A-zmiennymi, a 7; s typami.



Rachunek lambda z typami prostymi, A_,

Asercja:
> tréjka postaci
r=m:r

gdzie I jest otoczeniem typowym, M jest A-termem oraz 7
jest typem.



Rachunek lambda z typami prostymi, A_,

Reguty systemu A\_,:




Jednoznacznosé

Twierdzenie
Jezeli
r=M:o, TEN:7 oraz M=gN,

too=r.



Silna normalizacja

Twierdzenie
Jezeli ' = M : o, to istnieje skonczony ciag [-redukcji

M—gM; —g---—g M, —g N

taki, ze N jest w postaci normalnej.



Przyktady

Fl:io—o
FK:o— (1 — o)

FS:(o—=(r—=p) = (e —=7)=(0—p)

H. Curry, 1958
Istnieje Scisty zwigzek miedzy logika intuicjonistyczna i logika
kombinatoréw.



Minimalna Logika Implikacyjna, L_.




A versus L,

(Var)

(Abs)

Mx:7kx:71

Nx:0cFM:T

Fr=(AxM):o—r

IrN-M:0—171 FrM=-N:o

(App)

[ (MN): 7



A versus L,




L.

Nie istnieje domkniety A-term typu ((p — q) — p) — p.

Prawo Peirce’a, ((p — q) — p) — p, nie jest dowodliwe w L_,.



L.

Nie istnieje domkniety A-term typu ((p — q) — p) — p.

Prawo Peirce’a, ((p — q) — p) — p, nie jest dowodliwe w L_,.

L, CCPL.



L.

Interpretacja klasyczna implikacji ¢ — -

> nie zachodzi ¢ lub zachodzi .

Interpretacja intuicjonistyczna (BHK) implikacji ¢ — #:
> kazdy dowdd formuty ¢ mozna przeksztatci¢ w dowodd
formuty .



L.

Interpretacja klasyczna implikacji ¢ — -

> nie zachodzi ¢ lub zachodzi .
Interpretacja intuicjonistyczna (BHK) implikacji ¢ — #:

> kazdy dowdd formuty ¢ mozna przeksztatci¢ w dowodd
formuty .

L, =IPL_,.



|Izomorfizm Curry’ego-Howarda

Dla dowolnego otoczenia typowego I':

T :={re€L_:(x:7)eTl, dla pewnego x}

Twierdzenie (W.A. Howard, 1969)
Jezeli ' M : ¢ w systemie A_,, to || F ¢ w systemie L_,.

Jezeli ' = ¢ w systemie L_., to istnieje takie otoczenie typowe A i
A-term M, ze |A| =T, oraz A+ M : ¢ w systemie A_..



|lzomorfizm Curry’ego-Howarda, nieformalnie

IPL_ -formuty = A_,-typy

dowody w IPL_, = A-termy =2 programy



|lzomorfizm Curry’ego-Howarda, nieformalnie

IPL_ -formuty = A_,-typy

dowody w IPL_, = A-termy =2 programy

Program wykonuje to, co opisuje zwigzany z nim dowdd.

Dowdéd opisuje to, co wykonuje zwigzany z nim program.



v

v

v

v

Rozszerzenia Izomorfizmu Curry’ego-Howarda

Petny jezyk logiki intuicjonistyczne;j.
Jezykowe rozszerzenia logiki intuicjonistycznej.
Logika intuicjonistyczna wyzszych rzedéw.

Potaczenia logiki intuicjonistycznej z logika klasyczna.



