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Wstęp ICL Fragment negacyjny Złożoność Badania IPC

Intuicjonistyczna logika zdaniowa (IPC)

Język:

- atomy

- spójniki: ∧,∨,→

- stałe: > (verum) oraz 0 (falsum)

I interpretacja spójników oparta na pojęciu konstrukcji
(Brouwer-Heyting-Kolmogorow)

I semantyka: algebraiczna, topologiczna

I semantyka Kripkego - skończone drzewa

I IPC jest rozstrzygalna

I IPC jest PSPACE-zupełna (Statman, 1979)
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Intuitionistyczna Logika Kontrolna (ICL)

I izomorfizm Curry’ego-Howarda

I operatory kontrolne w programowaniu funkcyjnym

I połączenie logiki intuicjonistycznej i logiki klasycznej
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Wstęp ICL Fragment negacyjny Złożoność Semantyka

ICL
Język:

- atomy

- spójniki: ∧,∨,→

- stałe: >, 0,⊥

Negacja intuicjonistyczna: ∼A = A→ 0

Negacja „klasyczna”: ¬A = A→⊥

Twierdzenie (Ekstensjonalność)
Dla każdej formuły A(p̄, s) oraz dla wszystkich formuł B,C
jeżeli ` B↔ C, to

` A(p̄,B/s)↔ A(p̄,C/s).
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Semantyka kripkowska dla ICL

Model Kripkego oparty na skończonym drzewie (r-model):

〈W, r,�,〉

gdzie
I W niepusty zbiór światów
I � częściowy porządek na W
I r ∈W korzeń drzewa (r � u dla każdego u ∈W)
I  przyporządkowuje światom zbiory formuł atomowych
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Wstęp ICL Fragment negacyjny Złożoność Semantyka

Relacja forsowania 

 jest monotoniczna: dla każdego u, v ∈W oraz atomu a

jeżeli u � v, to u  a pociąga v  a

I u  >; u 1 0
I u  A ∧ B iff u  A oraz u  B
I u  A ∨ B iff u  A lub u  B
I u  A→ B iff dla każdego v � u, v 1 A lub v  B
I r 1⊥
I q ⊥ dla każdego q � r

Falsum ⊥ jest forsowane w każdym świecie powyżej korzenia r
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Własności negacji

∼A = A→ 0 ¬A = A→⊥

∼∼∼A ≡ ∼A ¬¬¬A ≡ ¬A

6|= ∼∼A→ A 6|= ¬¬A→ A

6|= A ∨ ∼A |= A ∨ ¬A

r  ∼A ⇐⇒ ∀u r(u  A) r  ¬A ⇐⇒ r 1 A

i  ¬A,∀i � r
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Monadyczny fragment negacyjny ICL

I Język:

- zmienna p

- negacje ∼, ¬

I model Kripkego 〈W, r,�,〉

I interpretacja negacji:

- u  ∼A wtw w 1 A, dla wszystkich w � u

- u  ¬A wtw w 1 A lub u � r, dla wszystkich w � u
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p ∼p ∼∼p ∼∼∼p ∼∼∼∼p ∼∼∼∼∼p . . .
¬p ∼¬p ∼∼¬p ∼∼∼¬p ∼∼∼∼¬p

¬∼p ∼¬∼p ∼∼¬∼p ∼∼∼¬∼p
¬¬p ∼¬¬p ∼∼¬¬p ∼∼∼¬¬p

¬∼∼p ∼¬∼∼p ∼∼¬∼∼p
¬∼¬p ∼¬∼¬p ∼∼¬∼¬p
¬¬∼p ∼¬¬∼p ∼∼¬¬∼p
¬¬¬p ∼¬¬¬p ∼∼¬¬¬p

¬∼∼∼p ∼¬∼∼∼p
¬∼∼¬p ∼¬∼∼¬p
¬∼¬∼p ∼¬∼¬∼p
¬∼¬¬p ∼¬∼¬¬p
¬¬∼∼p ∼¬¬∼∼p
¬¬∼¬p ∼¬¬∼¬p
¬¬¬∼p ∼¬¬¬∼p
¬¬¬¬p ∼¬¬¬¬p

. . .
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Monadyczny fragment negacyjny ICL

I Formuły postaci Nkp, gdzie Nk są wszystkimi możliwymi
ciągami długości k o wyrazach ∼,¬

I A . B wtw istnieje model M taki, że M 6|= A→ B lub
M 6|= B→ A
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Możliwe modele Kripkego

Wysokości 1:

◦ r 1 p • r  p

Wysokości 2:

◦ i 1 p

◦ r 1 p

• i  p

◦ r 1 p

• i  p

• r  p

◦ i 1 p

KKKKKKKKKK • j  p

ssssssssss

◦ r 1 p
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Monadyczny fragment negacyjny ICL

I Formuły postaci Nkp, gdzie Nk są wszystkimi możliwymi
ciągami długości k o wyrazach ∼,¬

I A . B wtw istnieje model M taki, że M 6|= A→ B lub
M 6|= B→ A

I Istnieje 6 możliwych kontrmodeli dla formuł postaci

Nkp→ Nmp

I Istnieje co najwyżej 25 nierównoważnych formuł
negacyjnych

I Wystarczy sprawdzić tylko 322 formuł typu Nkp→ Nmp...
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Budowa kontrmodelu

0 Nkp→ Nmp wtw istnieje model M taki, że M 6|= Nkp→ Nmp

wtw r 1 Nkp→ Nmp

wtw ∃u > r(u  Nkp oraz u 1 Nmp)

` Nkp→ Nmp wtw S+(Nkp) ⊆ S+(Nmp),
gdzie S+(A) jest zbiorem modeli dla danej formuły.
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Modele dla formuł negacyjnych — przykłady

◦ • � � � V

p - + - - + -

∼∼p - + - + + -

∼¬p - + - - - -

¬∼p - + - + + +

¬¬p - + - - + -
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Przykład 1

◦ • � � � V

p - + - - + -

∼∼p - + - + + -

|= p→ ∼∼p

6|= ∼∼p→ p

Kontrmodel: �

Anna Glenszczyk Uniwersytet Śląski w Katowicach



Wstęp ICL Fragment negacyjny Złożoność Wstęp Modele Własności

Przykład 2

◦ • � � � V

p - + - - + -

¬¬p - + - - + -

|= p→ ¬¬p

6|= ¬¬p→ p
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Przykład 2

◦ • � � � V

p - + - - + -

¬¬p - + - - + -

|= p→ ¬¬p
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Pseudopodmodele

M 6|= ¬¬p→ p ⇐⇒ r 1 ¬¬p→ p

⇐⇒ ∃u > r(u  ¬¬p oraz u 1 p)

⇐⇒ ∃u > r(∀u′ > u(u′ 1 ¬p lub u′ ⊥) oraz u 1 p)

⇐⇒ ∃u > r(∀u′ > u((u′ = r oraz u′  p) lub u′ ⊥) oraz
u 1 p)

◦ i 1 p

.

• i  p

.
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Przykład 2

◦ • � � � V i(◦) i(•)

p - + - - + - - +

¬¬p - + - - + - + +

|= p→ ¬¬p

6|= ¬¬p→ p

Kontrmodele: �, V
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Własności formuł negacyjnych

Dla dowolnego k ∈N zachodzi:

1. ∼¬N2kp ≡ ∼¬p,

2. ∼¬N2k+1p ≡ ∼¬¬p,

3. ∼¬p→ N2mp,

4. ∼¬¬p→ N2m+1p,

5. N2kp→ ∼∼¬¬p,

6. N2k+1p→ ∼∼¬p,
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¬¬∼¬p ∼¬¬∼¬p
((((¬¬¬∼p ((((

(∼¬¬¬∼p
((((¬¬¬¬p (((

((∼¬¬¬¬p
. . .
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Nieskracalne, nierównoważne formuły negacyjne
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Lemat
Każda formuła negacyjna N6p jest redukowalna do pewnej
formuły negacyjnej Nkp, gdzie k 6 4.

Twierdzenie
Każda formuła negacyjna Nkp, gdzie k > 6 jest redukowalna do
pewnej formuły negacyjnej długości m 6 5.
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Twierdzenie
Następujące implikacje formuł negacyjnych długości parzystej
są prawdziwe:

1. ∼¬p→ p

2. p→ ¬¬p

3. ¬¬p→ ¬¬∼∼p

4. ¬¬∼∼p→ ¬∼p

5. ¬∼p→ ∼∼¬¬p

6. ∼¬p→ ¬∼∼¬p

7. ¬∼∼¬p→ ¬¬p

8. p→ ∼∼p

9. ∼∼p→ ¬¬∼∼p
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Twierdzenie
Następujące implikacje formuł negacyjnych długości
nieparzystej są prawdziwe:

1. ∼¬¬p→ ∼p

2. ∼p→ ¬¬∼p

3. ¬¬∼p→ ¬∼∼p

4. ¬∼∼p→ ¬p

5. ¬p→ ∼∼¬p

6. ∼¬¬p→ ¬∼∼¬¬p

7. ¬∼∼¬¬p→ ¬¬∼p
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Poset (N ∗ ∪ {0,⊥, 1},�)
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Wstęp ICL Fragment negacyjny Złożoność Pełność i rozstrzygalność Algorytm

Pełność ICL względem semantyki Kripkego

Twierdzenie (Liang, Miller)
Formuła jest dowodliwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prawdziwa w klasie wszystkich r-modeli.

Wniosek
Fragment zdaniowy ICL jest rozstrzygalny.
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Hipoteza

Fragment zdaniowy ICL jest PSPACE-zupełny
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Algorytm dla ICL

Procedura budowania korzenia modelu ICL:

ICL-R(T ,F , T̃ , T̃→, F̃→,L)

Procedura budowania nowego świata modelu ICL:

ICL-W(T ,F , T̃ , T̃→, F̃→,L)

gdzie
I T ,F , T̃ zbiory formuł
I T̃→ zbiór par formuł
I F̃→ ciąg par formuł
I L ciąg znaczników
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Algorytm dla ICL

procedure ICL-R(T ,F , T̃ , T̃→, F̃→,L) :
begin
if T ∪ F * VAR then

begin
1. choose A ∈ (T ∪ F )− VAR;
2. if A = 0 and A ∈ T then return false;
3. if A = 0 and A ∈ F then return

ICL-R(T ,F − {A}, T̃ , T̃→, F̃→,L);
4. if A =⊥ and A ∈ T then return false;
5. if A =⊥ and A ∈ F then return

ICL-R(T ,F − {A}, T̃ , T̃→, F̃→,L);
6. if A = > and A ∈ T then return

ICL-R(T − {A},F , T̃ , T̃→, F̃→,L);
7. if A = > and A ∈ F then return false;
...
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Algorytm dla ICL

8. if A = B ∧ C and A ∈ T then return
ICL-R((T ∪ {B,C}) − {A},F , T̃ , T̃→, F̃→,L);

9. if A = B ∧ C and A ∈ F then return
ICL-R(T , (F ∪ {B}) − {A}, T̃ , T̃→, F̃→,L) ∨
ICL-R(T , (F ∪ {C}) − {A}, T̃ , T̃→, F̃→,L) ;

10. if A = B ∨ C and A ∈ T then return
ICL-R((T ∪ {B}) − {A},F , T̃ , T̃→, F̃→,L) ∨
ICL-R((T ∪ {C}) − {A},F , T̃ , T̃→, F̃→,L) ;

11. if A = B ∨ C and A ∈ F then return
ICL-R(T , (F ∪ {B,C}) − {A}, T̃ , T̃→, F̃→,L);

...

Anna Glenszczyk Uniwersytet Śląski w Katowicach



Wstęp ICL Fragment negacyjny Złożoność

Plany na przyszłość

I Fragment (0, 1,⊥,p,→) ICL

I Szczegóły dowodu pełności procedury

I Algorytm dla PIL

I Dowód pełności procedury dla PIL
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P i O

Dziękuję za uwagę!
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