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Badania IPC

Intuicjonistyczna logika zdaniowa (IPC)

Jezyk:
- atomy
- spojniki: A, V, —
- stale: T (verum) oraz 0 (falsum)

> interpretacja spdjnikéw oparta na pojeciu konstrukcji
(Brouwer-Heyting-Kolmogorow)
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Badania IPC

Intuicjonistyczna logika zdaniowa (IPC)

Jezyk:

atomy
spojniki: A, V, —

state: T (verum) oraz 0 (falsum)

interpretacja spdjnikéw oparta na pojeciu konstrukcji
(Brouwer-Heyting-Kolmogorow)

semantyka: algebraiczna, topologiczna
semantyka Kripkego - skoficzone drzewa
IPC jest rozstrzygalna

IPC jest PSPACE-zupelna (Statman, 1979)
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Semantyka

Intuitionistyczna Logika Kontrolna (ICL)

» izomorfizm Curry’ego-Howarda
» operatory kontrolne w programowaniu funkcyjnym

» polaczenie logiki intuicjonistycznej i logiki klasycznej
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ICL Semantyka

ICL
Jezyk:

- atomy
- spéjniki: A,V, —
- stale: T,0, L
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Jezyk:

- atomy
- spéjniki: A,V, —
- stale: T,0, L
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ICL Semantyka

ICL
Jezyk:

- atomy
- spéjniki: A,V, —
- stale: T,0, L

Negacja intuicjonistyczna: ~A = A — 0

Negacja ,klasyczna”’: —A = A —» L

Twierdzenie (Ekstensjonalnosé)

Dla kazdej formuly A(p,s) oraz dla wszystkich formut B, C
jezeli F B & C, to

FA(D,B/s) & A(p, C/s).
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ICL Semantyka

Semantyka kripkowska dla ICL

Model Kripkego oparty na skonczonym drzewie (r-model):
(W,r, 5, 1)

gdzie
» W niepusty zbiér swiatow
» < czeSciowy porzadek na W
» r € W korzen drzewa (r < u dla kazdego u € W)

> I przyporzadkowuje Swiatom zbiory formul atomowych
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ICL Semantyka

Relacja forsowania IF

I jest monotoniczna: dla kazdego u,v € W oraz atomu a

jezeli u < v, to u - a pociaga v I a

»ul-T;uk0

ukFAABiffur Aorazuir B
ukAVBiffurAluburB

ul- A — Biff dla kazdego v = u, v A lub v - B
> Tkl

v

\4

v

v

q IFL dla kazdego q > r
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ICL Semantyka

Relacja forsowania IF

I jest monotoniczna: dla kazdego u,v € W oraz atomu a

jezeli u < v, to u - a pociaga v I a

»ul-T;uk0

ukFAABiffur Aorazuir B
ukAVBiffurAluburB

ul- A — Biff dla kazdego v = u, v A lub v - B
> Tkl

v

\4

v

v

q FL dla kazdego q > r

Falsum L jest forsowane w kazdym S$wiecie powyzej korzenia r
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ICL Semantyka

Wtasnosci negacji

~A=A->0

“A=A—>1

A = ~A
e ~~A o A
AV ~A

ri-~A & Vu r(ulr A)

—-——A =-A

E-—-A - A

EAV-A
rF—A & rkA

iF=A,VYi>r
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Monadyczny fragment negacyjny ICL

> Jezyk:
- zmienna p

- negacje ~, —

» model Kripkego (W, r, <, IF)

> interpretacja negacji:
- ulk~A wtw w k¥ A, dla wszystkich w > u

- ulk —A wtw w ¥ A lub u > r, dla wszystkich w > u
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~~p
~—|p
—~p

_|_|p

~~~p

~~=p
~2~p
~—7p
—~~p
—|~—|p
—=~p

—|—|—|p

Anna Gler

Modele Wtasnoéci

~r~r~~D ~r~~~D
~~=~D ~r~~~D
~=~~D ~~=~~D
~=1~=p ~~=1~=D
~=1=~p ~~=1m~D
~—|—|—|p ~~—|—|—|p
—~~~D ~Ti~~~D
—~~=p ~=i~~=p
-~ p ~=1T~p
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~~p
~—|p
—~p

_|_|p

Modele Wtasnosci

~A~ A

~ A~ A~

~ A~ A~




Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Monadyczny fragment negacyjny ICL

» Formuly postaci Nyp, gdzie Ny sg wszystkimi mozliwymi
ciagami dtugosci k o wyrazach ~, —
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Monadyczny fragment negacyjny ICL

» Formuly postaci Nyp, gdzie Ny sg wszystkimi mozliwymi
ciagami dtugosci k o wyrazach ~, —

» A # B wtw istnieje model M taki, ze M= A — B lub
MEB— A
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Fragment neg jny Wstep Modele Wtasnosci

Mozliwe modele Kripkego

Wysokosci 1:

orkp
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Mozliwe modele Kripkego

Wysokosci 1:

ork¥p e rip

towicach



cp Modele Wtasnosc

Mozliwe modele Kripkego

Wysokosci 1:

ork¥p e rip
Wysokosci 2:

oikp

orkp
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Mozliwe modele Kripkego

Wysokosci 1:

ork¥p e rip
Wysokosci 2:

oikp eilFp

ork¥p ork¥p
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Mozliwe modele Kripkego

Wysokosci 1:

ork¥p e rip
Wysokosci 2:

oikp eilFp eilFp

or¥p or¥p erkp
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Fragment negacyjny

Mozliwe modele Kripkego

Wysokosci 1:

ork¥p
Wysokosci 2:
oikp eilFp eilFp
ork¥p ork¥p erip

Anna Glenszczyk

Wstep Modele Wtasnosci

e rip
oik¥p ejlFp

orkp
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Monadyczny fragment negacyjny ICL

» Formuly postaci Nyp, gdzie Ny sa wszystkimi mozliwymi
ciagami dtugosci k o wyrazach ~, =

» A # B wtw istnieje model M taki, ze M= A — B lub
MEB— A

» Istnieje 6 mozliwych kontrmodeli dla formul postaci

Ngp = Nup
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Monadyczny fragment negacyjny ICL

» Formuly postaci Nyp, gdzie Ny sa wszystkimi mozliwymi
ciagami dtugosci k o wyrazach ~, =

» A # B wtw istnieje model M taki, ze M= A — B lub
MEB— A

» Istnieje 6 mozliwych kontrmodeli dla formul postaci

Ngp = Nup

» Istnieje co najwyzej 2° nieréwnowaznych formut
negacyjnych
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Monadyczny fragment negacyjny ICL

>

Formuly postaci Nyxp, gdzie Ny sa wszystkimi mozliwymi
ciagami dtugosci k o wyrazach ~, =

A # B wtw istnieje model M taki, ze M} A — B lub
MEB— A

Istnieje 6 mozliwych kontrmodeli dla formut postaci

Ngp = Nup

Istnieje co najwyzej 2° nieréwnowaznych formut
negacyjnych

Wystarczy sprawdzié tylko 322 formut typu Nyp — Np...
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Mozliwe modele Kripkego

oTrTkKDp e rikp
oikp eilFp eilFp ocikp ejlFp
ork¥p OTrkKp eilFp Or¥Fp
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Budowa kontrmodelu

¥ Nxp — Npp wtw istnieje model M taki, ze M = Nxp — Nyp
wtw 1 ¥ Nxp = Nup
wtw Ju > r(u - Ngp oraz u ¥ Ny,p)

F Nkp = Npp wtw ST(Nykp) € ST(Nwp),
gdzie ST(A) jest zbiorem modeli dla danej formuly.
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Modele dla formut negacyjnych — przyktady
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Fragment negacyjny

Przyktad 1

Kontrmodel: I

Wstep

Modele Wtasnosci

p + - -+ -
~~p + -+ |+ -
FEp—~p
~~p—p

ki w Katowicach



gment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Przyktad 2

-—p |-+ |-|-]|+]-
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Fragment neg jny Wstep Modele Wtasnosci

Przyktad 2

-—p |-+ |-|-]|+]-
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Fragment neg jny Wstep Modele Wtasnosci

Pseudopodmodele

MPE-—p—o>p & r¥-—p—op

& Ju>r(u ——p oraz u ¥ p)
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Pseudopodmodele

Ml;&ﬂﬂp—)p & rk-p-—op
& Ju>r(u ——p oraz u ¥ p)

& Ju>r(Vu’ > u(u’ ¥ —-p lub v’ 1) oraz u ¥ p)
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Pseudopodmodele

Ml;&ﬂﬂp—)p & rk-p-—op
& Ju>r(u ——p oraz u ¥ p)
& Ju>r(Vu’ > u(u’ ¥ —-p lub v’ 1) oraz u ¥ p)

& Ju>r(Yu’ >u((v =roraz v’ I p) lub v’ IFL) oraz
u k¥ p)

Anna Glenszczyk
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Pseudopodmodele

MPE-=p—-op & r¥--p-op

& Ju>r(uk ——p oraz u k¥ p)

& Ju>r(Yu' > u(u ¥ -p lub v’ L) oraz u ¥ p)
& Ju>r(Yu’ >u((v =roraz v’ I p) lub v’ IFL) oraz

u ¥ p)

oikp eilkp
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Uniwersytet Slqski w Katowicach



cp Modele Wtasnosc

Przyktad 2

p |-+ |-]-]+]-] - +
-=p|-|+|-|-|+|-|+ | +
Ep—-p
-—-p—>p

Kontrmodele: I, A%
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Wtasnosci formul negacyjnych

Dla dowolnego k € IN zachodzi:
1. ~=Nokp = ~—p,

2_ ~—|N2k+1p = ~=7p,
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Wtasnosci formul negacyjnych

Dla dowolnego k € IN zachodzi:
1. ~=Nokp = ~-p,
2. ~=Nakq1p = ~=p,
3. ~=p = Noup,
4

. ~==p = Nop1p,
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Wtasnosci formul negacyjnych

Dla dowolnego k € IN zachodzi:

1.

~=Nokp = ~—p,
~=Nok41p = ~=-p,
~=p = Nomp,
~==p = Nomt1p,
Nokp — ~~==p,

Noky1p = ~~=p,
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~~p
~—|p
-~p

_|_|p

Wstep Modele Wtasnosci

~A~ A

~ A~ A~

~ A~ A~




Fragment neg

~p
-p

~~p
~—|p
=~p
_|_|p

~=7p
“I~~D

—|~—|p

—|—|~p

Wstep Modele Wtasnosci

~A~ A

~ A~ A~

~ A~ A~




Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Nieskracalne, nieréwnowazne formuty negacyjne

p ~p ~~p ~~=p ~~=171p i~~Tp

—~p —~~Dp —m~~D

—|—|p —|—|~p

Anna Glenszczyk Uniwersytet Slqski w Katowicach



ecp Modele Wtasnosci

Lemat
Kazda formuta negacyjna Ngp jest redukowalna do pewnej
formuty negacyjnej Nxp, gdzie k < 4.
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Fragment negacyjny Wstep Modele Wtasnosci

Lemat
Kazda formuta negacyjna Ngp jest redukowalna do pewnej
formuty negacyjnej Nxp, gdzie k < 4.

Twierdzenie
Kazda formuta negacyjna Nxp, gdzie k > 6 jest redukowalna do
pewnej formuty negacyjnej dtugosci m < 5.
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Twierdzenie

Nastepujace implikacje formul negacyjnych dlugosci parzystej

sg prawdziwe:

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

~=p > p
p— —-p
S—p — —o~~D
—~~p — ~p
—~p — ~~=71p
~=p — =~~=p
~~=p — Tp
p — ~~p

cp Modele

Uniwersytet

Wtasnosci

<i w Katowicach



cp Modele Wtasnosci

Twierdzenie
Nastepujace implikacje formut negacyjnych dlugosci
nieparzystej sa prawdziwe:

1. ~==p —> ~p
~p = 7"7~p
—=~p > S~~D
—~~p — =p

2
3
4
5. =p = ~~=p
6
7

—|~~—|—|p — —|—|~p
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Wstep Modele Wtasnosci




Ztozonosé Pelnos¢ i rozstrzygalnosé Algorytm

Pelo$é¢ ICL wzgledem semantyki Kripkego

Twierdzenie (Liang, Miller)

Formuta jest dowodliwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prawdziwa w klasie wszystkich r-modeli.

Whniosek
Fragment zdaniowy ICL jest rozstrzygalny.
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Ztozonosé Pelnos¢ i rozstrzygalnosé Algorytm

Hipoteza
Fragment zdaniowy ICL jest PSPACE-zupeiny
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Ztozonosé >elnosé i ¢ Algorytm

Algorytm dla ICL

Procedura budowania korzenia modelu ICL:
ICL-R(T, F, 7,9, %, £)

Procedura budowania nowego $wiata modelu ICL:
ICL-W(T,F,7, 9, %, L)

gdzie
- T, F, 7 zbiory formut
> F, zbir par formut
- 7, ciag par formut

» L ciag znacznikéw
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>elnosé i rozstrzygalnosé

Algorytm dla ICL

procedure ICL-R(7, 7, T 9., F, L):
begin

if 7 UF ¢ VAR then

begin

1.
2.
3.

choose A € (7" U ¥)- VAR;

if A=0and A € 7 then return false;
if A=0 and A € ¥ then return
ICL-R(7,F —1{A}, T, T_>,?__>,£)

.if A =1 and A € 7 then return false;
.if A =1 and A € F then return

ICL-R(T,F —{A}L, T, T, F, L);

JfA=Tand A € ‘T then return

ICL-R(T - (A}, F, T, 9, F, £);

.if A= T and A € F then return false;

Algorytm
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0s¢ Algorytm

Algorytm dla ICL

8. if A=BAC and A € 7 then return
ICL-R((7 U (B, C)) — (A}, F, 7,9, 5, L);
9.iff A=BAC and A € F then return
ICL-R(7, (¥ U ({B}) — {A}, T, 7“_>,7:_>,.£)
ICL-R(7, (F U{C}) — {A}, T, T_>,T_>,£) ;
10. if A=BV Cand A € 7 then return
ICL-R((7" U {B}) — {A}, F, T 7:,?2,1:)
ICL-R((7 U {C) —{A}F, T, T, F=, L) ;
11. if A=BVC and A € ¥ then return
ICL-R(T, (F U{B,C}) —{A}, T, T, Fo, L);
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Plany na przysztosc

» Fragment (0,1, L1,p,—) ICL

v

Szczegdty dowodu pelnosci procedury

\4

Algorytm dla PIL

v

Dowdd petnosci procedury dla PIL
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Dziekuje za uwage!
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