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Plan odczytu

m Woprowadzenie poje¢ z logiki rozmyte;.

m Rozdzielno$¢ implikacji rozmytych - co to jest i do czego jest
potrzebne?

m O réwnaniu f(mi(x +y)) = ma(f(x) + f(y)).
m O réwnaniu f(uy + v, Uz + v2) = f(u1, vi) + (w2, va).

m Plany na dalsza prace.
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Implikacja
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Implikacja

X =y
" —":{0,1}% — {0,1}

0—-0=1
0—+1=1
1—-0=0

1-1=1
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Implikacja

" {0,112 = {0,1) 1: 0,17 — [0, 1]
0-0=1 N
0—-1=1
1-0=0

1-1=1
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Implikacja

" —":{0,1}% — {0,1} 1:10,1]?> — [0, 1]
0-0=1 TN 1(0,0) = 1
0—=1=1 10,1)=1
150=0 1(1,0)=0
1-1=1 I(1,1) =1
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Implikacja

" —":{0,1}* = {0,1} [ 10,11~ [0,1]
0-0=1 1(0,0) =1
01 0.1) =1
150=0 (1,0) =0
L1 I(1,1) =1

Funkcja I : [0,1]? — [0, 1] jest nazywana IMPLIKACJA ROZMYTA, jesli
dla kazdego x,y € [0, 1] spetnione sa nastepujace warunki

| /(-,y) jest malejaca,

—

I(x, ) jest rosnaca,
1(0,0) =1
I(1,1) =1,
1(1,0)=0
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Wprowadzenie operatoréow rozmytych - Koniunkcja

X/\_}/ T(X7y)

A" {0,112 {0,1) T:[0.12 - [0,1]
OAOQ=0 N> T(0,0)=0
0A1l=0 T(0,1)=0
1A0=0 T(1,0)=0
1IA1=1 T(1,1)=1

\ |

Definicja 2
Funkcja T : [0,1]2 — [0, 1] jest nazywana NORMA TROJKATNA
(t-norma), jesli dla kazdego x,y, z € [0, 1] spetnione sa nastepujace
warunki
T(xy) = T(y:x),
2 T(X T(.y’ )) - T(T(va)7z)r
T(x,-) jest rosnaca,
T(x,

1) =
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Wprowadzenie operatorow rozmytych - Alternatywa

X\/y S(va)
v":{0,1}*> — {0,1} S:[0,1]> —[0,1]
0vV0=0 TN~ 5(0,0)=0
ovi=1 5(0,1) =1
1v0=1 S(1,0) =1
1vi=1 S(1,1) =1

A function S : [0,1]? — [0, 1] jest nazywana KONORMA TROJKATNA
(t-conorma), jesli dla kazdego x,y,z € [0, 1] spetnione sa nastepujace
warunki
B 5(x,y) = 5(y,x),
2] S(x S(y,z)) = S(5(x,y),2),
S(x,+) jest rosnaca,
5(x,0) =
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Uninorma

Definicja 4

Funkcja U : [0,1]> — [0,1] jest nazywana UNINORMA, jesli istnieje
e € [0,1] taki, ze dla kazdego x, y,z € [0, 1] spetnione s3 nastepujace
warunki

=

U(x,y) = Uly,x),

U(x, Uy, 2)) = U(U(x,y), 2),
U(x,-) jest rosnaca,

A U(x,e) = x.
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Wprowadzenie operatoréw rozmytych - Uninorma

Definicja 4
Funkcja U : [0,1]> — [0,1] jest nazywana UNINORMA, jesli istnieje
e € [0,1] taki, ze dla kazdego x, y,z € [0, 1] spetnione s3 nastepujace
warunki

Ulx,y) = U(y, x),

A U(x, U(y,z)) = U(U(x,y),2),
U(x,-) jest rosnaca,
B U(

X, €e) = x.

| \

Uwaga 1

Dla dowolnej uninormy U mamy U(0,0) =0, U(1,1) =1 oraz
U(0,1) € {0,1}. Jesli U(0,1) = 0, to uninorme nazywamy koniunkcyjna,
a jesli U(0,1) = 1, to uninorme nazywamy alternatywna.

A\
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Rozdzielnoé¢ implikacji rozmytych

Compositional Rule of Inference (CRI)

SISO:

IFxis A, THEN vy is B < R(xy) = I(A(x).B(y))
xis A’
y is B’ ST B=AOR

B'(y) = sup T(A'(RGxy)) = 5up. T(A'(),K(AC).By))

MISO:

antecedent

IF xis AANDyis B, THEN z is C | <— (AR)—>c combne
R(x,y:z) = I(A(x)eB(y).C(z
xis A" AND y is B (xy:2) = I(A(x)oB(y) C(2))

(A'B') ~>A'(x)oB'(y)

ST 0= (A BYO((AR)C)

C'(2)= sup T(A'()°B'(), HAG)<B(Y), C(=))

zisC'




Rozdzielnoé¢ implikacji rozmytych

Compositional Rule of Inference (CRI)

SISO:

IFxis A, THEN vy is B < R(xy) = I(A(x).B(y))

xis A X = Y] =m
‘{s‘,f:;rT"cm:;as‘:‘ch A<F0O, BEFY)
y is B' <= B'zAOR
<= o(m)
B'(y) = sup T(A'(x)Rlx,y)) = sup T(A"(x),L(A(x)B(y))
MISO:
cnle{edent
IF xis AAND Yy is B, THEN z is C | <— (Ap)=>c oo <3 em) /o)

R(xy:2) = I(A(x)eB(y).C(2))

xis A" ANDy is B’

(A'B) A (x)oB'(y) k- miber of s::s
. in anteceden
oo ST C = (A R)O((AR)HC)

C'(2)= sup T(A'()°B'(), HAG)<B(Y), C(=))




Rozdzielnoé¢ implikacji rozmytych

Compositional Rule of Inference (CRI)

Ogdlny schemat wielowarunkowego przyblizonego wnioskowania ma

postac:
Reguta 1: IF X is A1, THEN y is B;
Reguta 2: IF X is Ay, THEN ¥ is B,
Reguta n: IF X is A,, THEN ¥y is B,

Fakt: X is A
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Ogdlny schemat wielowarunkowego przyblizonego wnioskowania ma

postac:
Reguta 1: IF X is A1, THEN y is B;
Reguta 2: IF X is Ay, THEN ¥ is B,
Reguta n: IF X is A,, THEN ¥y is B,
Fakt: Xis A

Whiosek: yis B
B(y) = supjen, suPxex T(A(x), I(Aj(x), B;(y)))

&

O(n'm) /o(nm*)
n number of rules x complexity of

(B — U (A o Rl) ) caleulating 1 rule
i=1
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Rozdzielnos¢ implikacji rozmytych

(xAy)—=z=(x—2)V(y — 2) (T1)
x=(yVz)=(x—y)

<
<

1
X

-
D

I(T(x,y),z) = S(I(x,2),I(y,z)) ~ (D1)
I(X’S(y72)):S(I(Xay)J(X?Z)) (D2)
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Rozdzielnos¢ implikacji rozmytych

(xAy)—=z=(x—2)V(y — 2) (T1)
x=(yVz)=(x—=y)V(x—2) (T2)

~p
~
~p

I(T(x,y),2) = S((x,2), I(y,2)) ~ (D1)
I(x,5(y,2)) = S(I(x, ), I(x, 2)) ~ (D2)
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Rozdzielnos¢ implikacji rozmytych

x—=(yVz)=(x = y)V(x— 2) (T2)

TAUTOLOGIA
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Rozdzielno$¢ implikacji rozmytych

x—=(yVz)=(x = y)V(x— 2) (T2)

TAUTOLOGIA
x|lyl|lz|x=(Vz)| (x—=y)V(x—=2z) | L=R
yVz L |x—=y|x—z|R
0(0|0 0 1 1 1 1 1
0101 1 1 1 1 1 1
0110 1 1 1 1 1 1
11010 0 0 0 0 0 1
0111 1 1 1 1 1 1
1101 1 1 0 1 1 1
11110 1 1 1 0 1 1
1111 1 1 1 1 1 1
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Problem: Kiedy powyzsze réwnanie jest prawdziwe? Dla ktérych
operatoréw S oraz [?
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Rozdzielnos¢ implikacji rozmytych

I(x;5(y,2)) = S(I(x, ), I(x, 2)) ~ (D2)

TAUTOLOGIA?

Problem: Kiedy powyzsze réwnanie jest prawdziwe? Dla ktérych
operatoréw S oraz [?

I(x,51(y: 2)) = S2(I(x, ), I(x, 2))

I(T(z,y),z)=8({(z,z2),I(y,z)) (D1)
Iz, Si(y, 2)) = Sa(I(x, 2),I(y, 2)) (D2)
I(z,Ti(y, 2)) = To(I (z, 2), I{y, 2)) (D3)
I(S(z,y),z) =TI (z, 2), I (y,2)) (D4)
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Historia

W.E.Combs, J.E.Andrews (1998): Combinatorial rule explosion
eliminated by a fuzzy rule configuration,
IEEE Trans. Fuzzy Systems 6, 1-11 (1998)
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Historia

W.E.Combs, J.E.Andrews (1998): Combinatorial rule explosion
eliminated by a fuzzy rule configuration,
IEEE Trans. Fuzzy Systems 6, 1-11 (1998)

S. Dick, A. Kandel (1999): Comments on “Combinatorial rule explosion
eliminated by a fuzzy rule configuration”, IEEE Trans. Fuzzy Syst. 7, 475-477:

,,Future work on this issue will require an examination of the properties of
various combinations of fuzzy unions, intersections and implications.”

J.M. Mendel, Q. Liang (1999): Comments on “Combinatorial rule explosion
eliminated by a fuzzy rule configuration”, IEEE Trans. Fuzzy Syst. 7, 369-371:

,,We think that what this all means is that we have to look past the mathe-
matics of IRC<URC and inquire whether what we are doing when we replace
IRC by URC makes sense.”



Rozdzielnoé¢ implikacji rozmytych

Historia

I(Xvsl()/7z)) = 52(/(X7}/)7 I(sz))

Baczynski, Jayaram (2009):

m Dla 51,5, obu nilpotentnych lub obu $cistych t-conorm znamy
postac implikacji /,

m Dla R-implikacji / wygenerowanej ze Scistej t-normy T powyzsze
réwnanie jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy t-conormy S; = S,
sg P-sprzezone z t-conorma tukasiewicza dla pewnej rosnacej
bijekcji @, ktéra jest multyplikatywnym generatorem Scistej t-normy
T.



O réwnaniu f(my(x + y)) = mo(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

Jesli S jest ciagta i Archimedesowa t-conorma wtedy i tylko wtedy, gdy S
jest postaci

S(x,y) = s} (min(s(x) + s(y),s(1))), x,y €[0,1]

gdzie s : [0,1] — [0, o] jest ciagfa, scisle rosnaca funkcja, taka ze
s(0) = 0.




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

Jesli S jest ciagta i Archimedesowa t-conorma wtedy i tylko wtedy, gdy S
jest postaci

S(x,y) = s} (min(s(x) + s(y),s(1))), x,y €[0,1]

gdzie s : [0,1] — [0, o] jest ciagfa, scisle rosnaca funkcja, taka ze
s(0) = 0.

m S jest Scista t-conorma wtedy i tylko wtedy, gdy s(1) = oo,
m S jest nilpotentng t-conorma wtedy i tylko wtedy, gdy s(1) < co.




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

I(x; 51(y; 2)) = S2(1(x, ), I(x, 2))



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

I(x; 51(y; 2)) = S2(1(x, ), I(x, 2))
1
Lemat 1: S.(x,y) = s, (min(sc(x) + s.(y). s:(1))).

x,y €[0,1]
1
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I(x; 51(y; 2)) = S2(1(x, ), I(x, 2))

1
Lemat 1: S.(x,y) = s, "(min(su(x) + s:(y). sc(1))),  x,v € [0.1]
i}

I(x, sy (min(si(y)+s1(2), 51(1)))) = 55 (min(s2(/(x, y) +s2(/(x, 2), 52(1)))

gx() = s 0 l(x, sfl(-)), dla ustalonego x € [0, 1]
1



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

I(x; 51(y; 2)) = S2(1(x, ), I(x, 2))

1
Lemat 1: S;(x,y) = s;l(min(skix) + sk(y),sk(1))), x,y €1]0,1]

I(x, 51 H(min(s1(y)+s1(2), 51(1)))) = 55 (min(s2(/(x, y)+2(/(x, 2), 52(1)))
gx() = s 0 l(x, sfl(-)), dla ustalonego x € [0, 1]

g(min(si(y) + s1(2), 51(1))) = min(gx(s1(y)) + &x(s1(2)), 2(1))



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

I(x; 51(y; 2)) = S2(1(x, ), I(x, 2))

1
Lemat 1: S.(x,y) = s, "(min(su(x) + s:(y). sc(1))),  x,v € [0.1]
i}

I(x, sy (min(si(y)+s1(2), 51(1)))) = 55 (min(s2(/(x, y) +s2(/(x, 2), 52(1)))

gx() = s 0 l(x, sfl(-)), dla ustalonego x € [0, 1]
1

g(min(si(y) + s1(2), 51(1))) = min(gx(s1(y)) + &x(s1(2)), 2(1))

1
f(min(u+ v, n)) = min(f(u) + f(v), ),

gdzie u,v € [0,n], n:=s(1),rn:=s(1) € (0,00)



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

f(min(u+ v, r)) = min(f(u) + f(v), n),
gdzie u,v € [0, 1], n :=s1(1),rn:=s5(1) € (0,0)



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

f(min(u+ v, r)) = min(f(u) + f(v), n),
gdzie u,v € [0, 1], n :=s1(1),rn:=s5(1) € (0,0)

| F(u+v) = min(f(u) + F(v), ) |

| F(min(u + v, n)) = F(u) + £(v)]

| F(utv) = F(u) +F(v)|




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

f(min(u+ v, n)) = min(f(u) + f(v), n),
gdzie u,v € [0,n], n:=s(1),rn :=s(1) € (0,00)



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Réwnanie I(x, S1(y, z)) = S2(/(x,y), I(x, z))

f(min(u+ v, n)) = min(f(u) + f(v), n),
gdzie u,v € [0,n], n:=s(1),rn :=s(1) € (0,00)

e ) = ) )

gdzie dla ustalonych ri, r, € (0, 00) funkcje
my : [0,2r] — [0, 1], m2 : [0,2r] — [0, ] oraz f : [0, ] — [0, ra].



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Lemat 2 (art. [1])

Niech ri, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami i niech my: [0,2r1] — [0, 1],
my: [0,2r,] — [0, r2] beda danymi funkcjami. Jesli my jest "1-1" oraz
funkcja f: [0, 1] — [0, r2] spetnia réwnanie funkcyjne (1), to

2f<";y) — () + £(), x,y € [0, r].




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Lemat 2 (art. [1])

Niech ri, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami i niech my: [0,2r1] — [0, 1],
my: [0,2r] — [0, r] beda danymi funkcjami. Jesli my jest "1-1" oraz
funkcja f: [0, 1] — [0, r2] spetnia réwnanie funkcyjne (1), to

2f<";y) — () + £(), x,y € [0, r].

Dowdd.

my ' (F(m(x +y)) = f(x) +f(y),  xy€l0,n]




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Lemat 2 (art. [1])

Niech ri, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami i niech my: [0,2r1] — [0, 1],
my: [0,2r] — [0, r] beda danymi funkcjami. Jesli my jest "1-1" oraz
funkcja f: [0, 1] — [0, r2] spetnia réwnanie funkcyjne (1), to

2f<";y) — () + £(), x,y € [0, r].

Dowdd.

my ' (F(m(x +y)) = f(x) +f(y),  xy€l0,n]

i wstawiajac F(t) := m, }(f(my(t))), dla t € [0,2n], otrzymujemy

F(x+y)=f(x)+ f(y), x,y € [0, r].




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Lemat 2 (art. [1])

Niech ri, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami i niech my: [0,2r1] — [0, 1],
my: [0,2r] — [0, r] beda danymi funkcjami. Jesli my jest "1-1" oraz
funkcja f: [0, 1] — [0, r2] spetnia réwnanie funkcyjne (1), to

2f<";y) — () + £(), x,y € [0, r].

Dowdd.

my ' (F(m(x +y)) = f(x) +f(y),  xy€l0,n]

i wstawiajac F(t) := m, }(f(my(t))), dla t € [0,2n], otrzymujemy

F(x+y)=f(x)+ f(y), x,y € [0, r].

=[5+ (7)) - (:3)

M




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Twierdzenie 1 (art. [1])

Niech r1, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami oraz niech

my: [0,2r] — [0, 1], ma: [0,2r] — [0, r2], : [0, 1] — [0, ] beda
danymi funkcjami. Dalej, niech m, bedzie réznowartosciowa. Wtedy
nastepujace zdania sa réwnowazne:




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Twierdzenie 1 (art. [1])

Niech r1, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami oraz niech

my: [0,2r] — [0, 1], ma: [0,2r] — [0, r2], : [0, 1] — [0, ] beda
danymi funkcjami. Dalej, niech m, bedzie réznowartosciowa. Wtedy
nastepujace zdania sa réwnowazne:

Tréjka funkcji my, my, f spetnia réwnanie (1).




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Twierdzenie 1 (art. [1])

Niech r1, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami oraz niech
my: [0,2n] — [0, ], my: [0,2r] — [0, ], f: [0, 1] — [0, rn] beda
danymi funkcjami. Dalej, niech m, bedzie réznowartosciowa. Wtedy
nastepujace zdania sa réwnowazne:

Tréjka funkcji my, my, f spetnia réwnanie (1).

f(x) = ax + b dla pewnych a, b € R.




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Twierdzenie 1 (art. [1])

Niech r1, r, € (0,00) beda pewnymi liczbami oraz niech
my: [0,2[’1] - [Oa rl], my: [0,2[’2] — [07 I’2], i [07 rl] — [Oa r2] b@d‘?
danymi funkcjami. Dalej, niech m, bedzie réznowartosciowa. Wtedy
nastepujace zdania sa réwnowazne:
Tréjka funkcji my, my, f spetnia réwnanie (1).
f(x) = ax + b dla pewnych a, b € R.
Doktadniej:
Albo f = b dla pewnego b € [0, r2] oraz my(2b) = b, albo
f(x) = ax + b dla pewnych a,b € R, a # 0, takich ze

ax + b € [0, n), for all x € [0, r1]

and




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Schemat dowodu

1=2



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Schemat dowodu

1=2
m f spefnia réwnanie Jensena: 2 f(X3X) = f(x) + f(y);



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Schemat dowodu

1=2
m f spefnia réwnanie Jensena: 2 f(X3X) = f(x) + f(y);
m f jest ograniczona = f(x)=ax+b (Kuczma [5])



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - "1-1" [ f(m(x +y)) = my(f(x) + f(y)) ]

Schemat dowodu
1=2
m f spefnia réwnanie Jensena: 2 f(X3X) = f(x) + f(y);

m f jest ograniczona = f(x)=ax+b (Kuczma [5])
m Rozwazmy dwa przypadki: a = 0 oraz a # 0;



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

m2 _ II1_1II

[ F(mu(x +y)) = maf(x) + f(y)) ]

Schemat dowodu

1=2

m f spefnia réwnanie Jensena: 2 f(X3X) = f(x) + f(y);
f(x)=ax+b (Kuczma [5])
m Rozwazmy dwa przypadki: a = 0 oraz a # 0;
2=1

m f jest ograniczona =

m fatwo sprawdzi¢;



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech r1, r» € (0,00) oraz niech funkcje my : [0,2r] — [0, r],

my: [0,2r:] — [0, ] beda ciagte oraz scisle rosnace na pewnych

przedziatach [0, x1], [0, x2], odpowiednio, a nastepnie stale réwne ry, r»,

odpowiednio, gdzie x; < r and x; < r». Dalej, niech my, my spetniaja
m1(0) =0, 2my(x) > x, x € (0,2r)

oraz

my(0) = 0, 2msy(x) > x, x € (0,2r).

Wreszcie niech f bedzie funkcja f: [0, 1] — [0, rp].




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech f, my, my spetniaja powyzsze zatozenia.
Trojka funkcji spetnia réwnanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych przypadkdéw:




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech f, my, my spetniaja powyzsze zatozenia.
Trojka funkcji spetnia réwnanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych przypadkdéw:

f=n;




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech f, my, my spetniaja powyzsze zatozenia.
Trojka funkcji spetnia réwnanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych przypadkdéw:

f=n,

f=0;




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech f, my, my spetniaja powyzsze zatozenia.
Trojka funkcji spetnia réwnanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych przypadkdéw:

f=n,

f=0;

f(0) =0,7(x) =r, for x > 0;




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech f, my, my spetniaja powyzsze zatozenia.
Trojka funkcji spetnia réwnanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych przypadkdéw:

f=n;

f=0;

f(0) =0,7(x) =r, for x > 0;

A istnieje xo € (0, x1] takie, ze

f(x) = min(mg(kmfol(x))7 rn),

gdzie k = i—i oraz myg = My |x<x,-

Ponadto w tym przypadku

kml(x) = mz(kX),

dla x < yo, yo = mfol(xo).




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

my - NIE réznowartosciowa

Twierdzenie 2 (art. [1])

Niech f, my, my spetniaja powyzsze zatozenia.
Trojka funkcji spetnia réwnanie (1) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych przypadkdéw:

f=n;

f=0;

f(0) =0,7(x) =r, for x > 0;

A istnieje xo € (0, x1] takie, ze

f(x) = min(mg(kmfol(x))7 rn),

gdzie k = i—i oraz myg = My |x<x,-

Ponadto w tym przypadku

kml(x) = mz(kX),

dla x < yo, yo = mfol(xo).




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Przyktad 1

Przyktad 1 (art. [2])
Ustalmy ri,rp > 0 oraz a > 1.

m mi(x) = min(ax, rn) dla x € [0,2n]
m my(x) = min(ax, ) dla x € [0, 2r].

W tym przypadku dostajemy nastepujace réwnanie

f(min(a(x +y), n)) = min(a(f(x) + £(y)), r2)-




O réwnaniu f(mq(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Przyktad 1

Przyktad 1 (art. [2])

Ustalmy ri,rp > 0 oraz a > 1.
m mi(x) = min(ax, rn) dla x € [0,2n]
m my(x) = min(ax, ) dla x € [0, 2r].

W tym przypadku dostajemy nastepujace réwnanie
F(min(a(x + y), 1)) = min(a(F(x) + F(y)), r2).

Z Tw. 2 otrzymujemy, Ze jedyne nietrywialne rozwigzanie jest postaci

f(x) = min(kx, r2), gdzie k = 2~

axp ”
m1(x) m2(x) 15 ()
1.5
1

0.5 0.5

ol X, |
“lo 033 067 1 133 167 2 0 1 2 3 0 0.5 1 15




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Przyktad 2

Przyktad 2 (art. [2])
Ustalmy r,rn > 0.
m mi(x) = min(\/nx, n) for x € [0,2n],
m my(x) = min(y/r2x, r2) for x € [0,2r].
W tym przypadku otrzymujemy nastepujace réwnanie

f(min(y/r(x + y), n)) = min(y/ra(F(x) + £(y)), r2) (1)




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Przyktad 2

Przyktad 2 (art. [2])
Ustalmy r,rn > 0.
m mi(x) = min(\/nx, n) for x € [0,2n],
m my(x) = min(y/r2x, r2) for x € [0,2r].
W tym przypadku otrzymujemy nastepujace réwnanie

f(min(y/r(x + y), n)) = min(y/ra(F(x) + £(y)), r2) (1)

Z Tw. 2 otrzymujemy, Ze jedyne nietrywialne rozwigzanie jest postaci
f(x) = 2x.

n




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Przyktad 3

Przyktad 3 (art. [2])
Ustalmy ri,r» > 0 oraz o, 3 > 1. Niech

| n sin(ggx) x€[0,2),
i) = { n x € [2,2n]
mo(x) = r sm(g ﬁx) x €0, 2),
25 = r x € [2,2n)]




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

Przyktad 3

Przyktad 3 (art. [2])
Ustalmy ri,r» > 0 oraz o, 3 > 1. Niech

[ nsin(32x)  xe[0,2),
mi(x) = { r 1 x € [2,2n]

0 g r
_J nsin(32x) x€][0,2),
ma(x) = { r i x € [2,2n)]

Z Tw. 2 otrzymujemy, ze jedyne nietrywialne rozwigzanie jest postaci




O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

PLANOWANA DALSZA PRACA

F(mi(x+y) = m(f(x) + F(¥)| (1),

gdzie dla ustalonych ry, r; € (0, 00) funkcje
my :[0,2r1] = [0, 1], mz : [0,2r2] — [0, r»] oraz f : [0, 1] — [0, ra].



O réwnaniu f(my(x + y)) = ma(f(x) + f(y))

PLANOWANA DALSZA PRACA

F(mi(x+y) = m(f(x) + F(¥)| (1),

gdzie dla ustalonych ry, r; € (0, 00) funkcje
my :[0,2r1] = [0, 1], mz : [0,2r2] — [0, r»] oraz f : [0, 1] — [0, ra].

m my : [0,00] = [0,00], my : [0,2r2] — [0, 1]
m m :[0,2r] — [0, r], mo : [0, 00] — [0, 0]
m my : [0,00] — [0, 00], my : [0, 00] — [0, 0]



O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Uninormy

I(x; 51(y, 2)) = S2(I(x, ), I(x,2)) ~ (D2)



Uninormy




O réwnaniu f(uy + vy, up + vp) = f(ug, v) + f(up, vo)

Uninormy

I(x,51(y,2)) = S2(I(x,y), I(x,2)) ~ (D2)
I
I(x, Ui(y,2)) = Ua(I(x,y),I(x,2))  (DU)

Definicja 5

Uninorme U: [0,1]?> — [0, 1] nazywamy reprezentowalna, gdy istnieje
ciagta, scisle rosngca funkcja h: [0,1] — [—oo, o] taka, ze h(0) = —oo,
h(e) =0, h(1) = oo, ktéra jest okreslona jednoznacznie z doktadnoscia
do dodatniej statej multyplikatywnej i taka, ze dla wszystkich x,y € [0, 1]

) jesti (x, ) € {(0,1), (1,0)},
Ulxy) = { B (h(x) + h(y). wop,

gdy U jest koniunkcyjna, lub

! jesti (x,y) € {(0,1), (1,0)},
Ulxy) = { B (h(x) + h(y)). oy

gdy U jest alternatywna.



O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Uninormy - historia

I(x, Ui(y, 2)) = Ua(I(x,y),I(x,2))  (DU)

Dla uninorm reprezentatywnych:

’ Baczynski, 2010:  f(x +y) = f(x) + f(y), x,y €[00, ] ‘




O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Uninormy - historia

I(x, Ui(y, 2)) = Ua(I(x,y),I(x,2))  (DU)

Dla uninorm reprezentatywnych:

’ Baczynski, 2010:  f(x +y) = f(x) + f(y), x,y €[00, ] ‘

(<o) +00=+/ - oc
00+ (—00) =4/ — o0



O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Przedziatowe zbiory rozmyte

Zdefiniujmy
LI = {(Xl,Xg) S [0, 1]2|X1 < X2}

(x1, %) <p (y1,02) ©x1 < y1, % < yo
El = (LI7 SLI).

| A

Definicja 7

Uninorme U na L' nazywamy rozktadalna, gdy istnieja uninormy U, U,
na ([0, 1], <) takie, ze

U([x1, 2], 1, yal) = [Ur(xa, 1), Va2, 32)], Ixas el [, ye) € L

oraz Uy < U,. Piszemy wtedy U = (Uy, Us).




O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Przedziatowe zbiory rozmyte

M.Baczynski w latach 2010-2014 opublikowat artykuty, w ktérych
rozwigzywane s3 réwnania:

I(X,’T1(y,2)) = ﬁ(z(x,y),z(x, Z))7
Z(S(x,y),z) = T(Z(x,y),Z(x, 2)),

dla rozktadalnych t-norm oraz t-conorm okreslonych na £'.



O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Przedziatowe zbiory rozmyte

M.Baczynski w latach 2010-2014 opublikowat artykuty, w ktérych
rozwigzywane s3 réwnania:

I(x,Tl(y,z)) = ﬁ(I(X,y),I(X, Z))7
Z(S(x,y),z) = T(Z(x,y),Z(x, 2)),

dla rozktadalnych t-norm oraz t-conorm okreslonych na £'.

Zbadane réwnania funkcyjne

fur+ v, 0+ vo) = f(ug, ) + v, v),
g(min(uy + vi, @), min(up + vo, a)) = g(ul, ) + g(vi, v),
h(min(uy + v1, @), min(uz + va, a)) = min(h(u1, up) + h(vi, v2), b),

k(up + vi, up + vo) = min(k(uy, up) + k(va, v2), b),

gdzie a, b € R s3 dodatnimi liczbami, f: L> — [0, 00], g: L? — [0, o¢],
h: L2 — [0, b], k: L> — [0, b] s3 nieznanymi funkcjami oraz

L% = {(u1, u2) € [0,00)* | 11 > 2},

L?= {(U]_, Ll2) € [07 a]2 | up > UZ}-



O réwnaniu f(uy + vy, up + vp) = f(ug, v) + f(up, vo)

M. Baczynski, W. Niemyska

On the distributivity equation I(x,U1(y,z)) = U2(I(x,y),I(x,z)) for
decomposable uninorms (in interval-valued fuzzy sets theory) generated
from conjunctive representable uninorms,

konferencja MDAI 2014

| Z(x,th(y, 2)) = Ua(Z(x,y), Z(x,2)). | (DUU)

dla Uy, U, rozktadalnych uninorm na £/, wygenerowanych z dwéch
koniunkcyjnych reprezentowalnych uninorm oraz nieznanej funkcji Z.



O réwnaniu f(uy + vy, up + vp) = f(ug, v) + f(up, vo)

M. Baczynski, W. Niemyska

On the distributivity equation I(x,U1(y,z)) = U2(I(x,y),I(x,z)) for
decomposable uninorms (in interval-valued fuzzy sets theory) generated

from conjunctive representable uninorms,
konferencja MDAI 2014

| Z(x,th(y, 2)) = Ua(Z(x,y), Z(x,2)). | (DUU)

dla Uy, U, rozktadalnych uninorm na £/, wygenerowanych z dwéch
koniunkcyjnych reprezentowalnych uninorm oraz nieznanej funkcji Z.

v mtv) = Flum) + fww), | (@)

dla (u1, 1), (v1, v2) € L™, gdzie L = {(x1, %) € [-00,]? | x1 < X2},
z zatozeniem (—o0) + 00 = 00 + (—00) = —oco w obu zbiorach dziedziny
oraz przeciwdziedziny funkcji f.



O réwnaniu f(uy + vy, up + vp) = f(uy, v1) + f(up, vp)

Uwaga 3

Dziedzina funkgji f, ktdra jest rozwigzaniem réwnania (2), moze by¢
podzielona na 6 czesci, A1, Az, As, By, By oraz R.

Otrzymalismy, ze f moze przyjac tylko nastepujace wartosci na
poszczegdlnych zbiorach:

m A1, Ax, As: —00, 0 lub oo,

m B —o0, 0, 0o lub c(v);

B By —o0, 0, 0o lub c(u);

m R: —00, 0, 0o, c(u), ¢(v) lub ¢1(u—v)+ a(v);
gdzie c, ¢, ¢ to funkcje addytywne okreslone na R.

2592 mozliwych kombinacji tych wartosci - 33 z nich stanowia
rozwigzania (2).




O réwnaniu f(ug + vy, up + vp) = f(ug, vq)

PLANOWANA DALSZA PRACA

| Z(x,Uh(y.2) = Ue(Z(x,y), Z(x,2)), | (DUV)

dla Uy, Us rozktadalnych uninorm na £', wygenerowanych z dwéch
koniunkcyjnych reprezentowalnych uninorm, z zatozeniem
(=00) + 00 = 00 + (—0) = —c0.



O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

PLANOWANA DALSZA PRACA

| Z(x,Uh(y.2) = Ue(Z(x,y), Z(x,2)), | (DUV)

dla Uy, Us rozktadalnych uninorm na £', wygenerowanych z dwéch
koniunkcyjnych reprezentowalnych uninorm, z zatozeniem
(=00) + 00 = 00 + (—0) = —c0.

m Uy, U, rozktadalne uninormy na £/, wygenerowane z dwéch
alternatywnych reprezentowalnych uninorm;

m Zatozenie (—00) 4+ 00 = 00 + (—00) = 400.



O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Inne prace

M. Baczynski, P. Grzegorzewski, W. Niemyska

Laws of Contraposition and Law of Importation for Probabilistic
Implications and Probabilistic S-implications,
Communications in Computer and Information Science Volume 442,

2014, 158-167.




O réwnaniu f(ug + vy, up + vo) = f(ug, vi) + f(up, vp)

Inne prace

M. Baczynski, P. Grzegorzewski, W. Niemyska

Laws of Contraposition and Law of Importation for Probabilistic
Implications and Probabilistic S-implications,

Communications in Computer and Information Science Volume 442,
2014, 158-167.

Michat Jamréz, Wanda Niemyska, Eric J. Rawdon, Andrzej Stasiak,

Kenneth C. Millett, Piotr Sutkowski, Joanna |. Sutkowska

KnotProt: a database of proteins with knots and slipknots,
przyjete do druku w czasopi$mie "Nucleic Acids Research".




O réwnaniu f(ug + vy, up + v) = f(ug, v) + f(up, vp)

Inne prace

KnotProt: a database of proteins with knots and slipknots

KNOTS
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