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skalarne twierdzenie Radona-Nikodyma

Zatézmy, ze X = (X, .A) jest przestrzenig mierzalng oraz v, 1 sa
miarami okre$lonymi na X.
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skalarne twierdzenie Radona-Nikodyma

Zatézmy, ze X = (X, .A) jest przestrzenig mierzalng oraz v, 1 sa
miarami okre$lonymi na X.

Twierdzenie Radona-Nikodyma méwi, ze v jest bezwzglednie
ciggta wzgledem p (piszemy v <« u) witedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka funkcja mierzalna g: X — [0, +0), ze

/fdu:/(f-g)du

dla wszystkich f € L'(v).
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twierdzenie Radona-Nikodyma dla miar wektorowych

Niech Y bedzie przestrzenig Banacha.
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twierdzenie Radona-Nikodyma dla miar wektorowych

Niech Y bedzie przestrzenig Banacha.

Zatozmy, ze X = (X, .A) jest przestrzenig mierzalna, u jest
miarg, a v jet takg przeliczalnie addytywng miara wektorowg o
ograniczonej wariacji majgca wartosci w Y, ze |v| < p.
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Kazda przestrzen refleksywna ma wtasnos$¢ Radona-Nikodyma.
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twierdzenie Radona-Nikodyma dla miar wektorowych

Niech Y bedzie przestrzenig Banacha.

Zatozmy, ze X = (X, .A) jest przestrzenig mierzalna, u jest
miarg, a v jet takg przeliczalnie addytywng miara wektorowg o
ograniczonej wariacji majgca wartosci w Y, ze |v| < p.
Mowimy, ze przestrzen Banacha Y ma wtasno$¢
Radona-Nikodyma, jesli istnieje taka u-catkowalna funkcja

g: X —Y,ze:

V(E):/gdﬂ, EcA
E
Kazda przestrzen refleksywna ma wtasnos$¢ Radona-Nikodyma.

Istniejg przestrzenie, ktdre nie majg tej wtasnosci, np. ¢, L'(Q),
C(Q), L*>=(9Q).
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Zapis operatorowy

Oznaczmy:

T(f) ::/fdu, V(h) ;:/hdﬂ, 2 ()(x) = f(x) - g(x).
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Zapis operatorowy

Oznaczmy:
T(f) ::/fdu, V(h) ;:/hdﬂ, 2 ()(x) = f(x) - g(x).

T i V to operatory dodatnie okreslone na L'(v) i L'(u),
odpowiednio, a 7 to ortomorfizm L' (v),
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Zapis operatorowy

Oznaczmy:
T(f) ::/fdu, V(h) ;:/hdﬂ, 2 ()(x) = f(x) - g(x).

T i V to operatory dodatnie okreslone na L'(v) i L'(u),
odpowiednio, a 7 to ortomorfizm L'(v), tzn. 7 jest porzadkowo
ograniczonym operatorem, dla ktérego zachodzi implikacja:

f 1 gpocigga nf L g.

Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma

Wiodzimierz Fechner



Zapis operatorowy

Oznaczmy:
T(f) ::/fdu, V(h) ;:/hdﬂ, 2 ()(x) = f(x) - g(x).

T i V to operatory dodatnie okreslone na L'(v) i L'(u),
odpowiednio, a 7 to ortomorfizm L'(v), tzn. 7 jest porzadkowo
ograniczonym operatorem, dla ktérego zachodzi implikacja:

f 1 gpocigga nf L g.
Teza twierdzenia Radona-Nikodyma:

/fdu:/(f-g)du
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Zapis operatorowy

Oznaczmy:
T(f) ::/fdu, V(h) ;:/hdﬂ, 2 ()(x) = f(x) - g(x).

T i V to operatory dodatnie okreslone na L'(v) i L'(u),
odpowiednio, a 7 to ortomorfizm L'(v), tzn. 7 jest porzadkowo
ograniczonym operatorem, dla ktérego zachodzi implikacja:

f 1 gpocigga nf L g.
Teza twierdzenia Radona-Nikodyma:

/fdu:/(f-g)du

moze by¢ zapisana jako:
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Zapis operatorowy

Oznaczmy:
T(f) ::/fdu, V(h) ;:/hdﬂ, 2 ()(x) = f(x) - g(x).

T i V to operatory dodatnie okreslone na L'(v) i L'(u),
odpowiednio, a 7 to ortomorfizm L'(v), tzn. 7 jest porzadkowo
ograniczonym operatorem, dla ktérego zachodzi implikacja:

f 1 gpocigga nf L g.
Teza twierdzenia Radona-Nikodyma:

/fdu:/(f-g)du

moze by€ zapisana jako: T = Vo .
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wyniki D. Maharam i twierdzenie Luxemburga-Schepa

[§ Dorothy Maharam, The representation of abstract integrals,
Trans. Amer. Math. Soc., 75 (1953), 154—184.
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wyniki D. Maharam i twierdzenie Luxemburga-Schepa

[§ Dorothy Maharam, The representation of abstract integrals,
Trans. Amer. Math. Soc., 75 (1953), 154—184.

[§ Dorothy Maharam, On kernel representation of linear
operators, Trans. Amer. Math. Soc., 79 (1955), 229-255.
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wyniki D. Maharam i twierdzenie Luxemburga-Schepa

[§ Dorothy Maharam, The representation of abstract integrals,
Trans. Amer. Math. Soc., 75 (1953), 154—184.

[§ Dorothy Maharam, On kernel representation of linear
operators, Trans. Amer. Math. Soc., 79 (1955), 229-255.

@ W.A.J. Luxemburg, A.R. Schep, A Radon-Nikodym type
theorem for positive operators and a dual, Nederl. Akad.
Wet., Proc. Ser. A, 81 (1978), 357-375.
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witasnos¢ Maharam

Niech F i G bedg przestrzeniami Riesza i niech V: F — G
bedzie dodatnim operatorem liniowym.
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witasnos¢ Maharam

Niech F i G bedg przestrzeniami Riesza i niech V: F — G
bedzie dodatnim operatorem liniowym.

Mowimy, ze V ma wtasnos¢ Maharam jesli dla kazdych f € F i
g € G spetniajacych f > 0 and 0 < g < Vf istnieje takie f; € F,
ze 0 < fiy <fi VA =40,
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witasnos¢ Maharam

Niech F i G bedg przestrzeniami Riesza i niech V: F — G
bedzie dodatnim operatorem liniowym.

Mowimy, ze V ma wtasnos¢ Maharam jesli dla kazdych f € F i
g € G spetniajgcych f > 0 and 0 < g < Vfistnieje takie f; € F,
ze 0 < fy < fi Vfy = g, tzn. dla kazdego dodatniego f € F
przedziat [0, Vf] jest zawarty w zbiorze V/([0, f]).
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twierdzenie Luxemburga-Schepa

Twierdzenie (Luxemburg-Schep)

Zatézmy, ze F i G to zupetne w sensie Dedekinda przestrzenie
Riesza i V: F — G to dodatni operator liniowy porzadkowo
ciggty. Wéwczas operator V posiada wtasnos¢ Maharam wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego operatora T: F — G
spefniajgcego 0 < T < V istnigje taki ortomorfizm © przestrzeni
F,ze0<7<IliT=Von.

<
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Riesza i V: F — G to dodatni operator liniowy porzadkowo
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i tylko wtedy, gdy dla kazdego operatora T: F — G
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twierdzenie Luxemburga-Schepa

Twierdzenie (Luxemburg-Schep)

Zatézmy, ze F i G to zupetne w sensie Dedekinda przestrzenie
Riesza i V: F — G to dodatni operator liniowy porzadkowo
ciggty. Wéwczas operator V posiada wtasnos¢ Maharam wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego operatora T: F — G

spefniajgcego 0 < T < V istnigje taki ortomorfizm © przestrzeni
F,ze0<7<IliT=Von.

<

To jest operatorowa wersja tezy twierdzenia Radona-Nikodyma.
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twierdzenie Luxemburga-Schepa

Twierdzenie (Luxemburg-Schep)

Zatézmy, ze F i G to zupetne w sensie Dedekinda przestrzenie
Riesza i V: F — G to dodatni operator liniowy porzadkowo
ciggty. Wéwczas operator V posiada wtasnos¢ Maharam wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego operatora T: F — G
spefniajgcego 0 < T < V istnigje taki ortomorfizm © przestrzeni
F,ze0<7<IliT=Von.

To jest operatorowa wersja tezy twierdzenia Radona-Nikodyma.

Twierdzenie dualne: warunek dostateczny faktoryzaciji
T=moV.
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Czy z twierdzenia Luxemburga-Schepa wynika

twierdzenie Radona-Nikodyma?

Wiodzimierz Fechner Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma



Czy z twierdzenia Luxemburga-Schepa wynika

twierdzenie Radona-Nikodyma?

Przyktad ortomorfizmu to operator mnozenia przez element:

m(F)(x) = f(x) - 9(x), (1)
z pewng funkcja g
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Czy z twierdzenia Luxemburga-Schepa wynika

twierdzenie Radona-Nikodyma?

Przyktad ortomorfizmu to operator mnozenia przez element:

m(H(x) = f(x) - 9(x), (1)

z pewng funkcjg g (np. jedli dziedzing 7 jest C(X), to g € C(X);
jeslijest L', to g € L™).
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Czy z twierdzenia Luxemburga-Schepa wynika

twierdzenie Radona-Nikodyma?

Przyktad ortomorfizmu to operator mnozenia przez element:
m(H(x) = f(x) - 9(x), (1

z pewng funkcjg g (np. jedli dziedzing 7 jest C(X), to g € C(X);
jeslijest L', to g € L™).

Zeby wywnioskowaé twierdzenie Radona-Nikodyma z
twierdzenia Luxemburga-Schepa potrzebujemy wiedzie¢, ze
kazdy ortomorfizm przestrzeni L' () ma postaé (1) dla pewne;
funkcji g € L> (bedaca pochodng Radona-Nikodyma).
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reprezentacja ortomorfizmow

Bardzo ogolne twierdzenie:
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reprezentacja ortomorfizmow

Bardzo og6lne twierdzenie: kazda archimedesowska
przestrzen Riesza jest izomorficzna do podprzestrzeni C(Q2) dla
pewnej ekstremalnie niespdéjnej (j. domknigcie kazdego zbioru
otwartego jest otwarte) i zwartej przestrzeni Hausforffa Q
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przestrzen Riesza jest izomorficzna do podprzestrzeni C(Q2) dla
pewnej ekstremalnie niespdéjnej (j. domknigcie kazdego zbioru
otwartego jest otwarte) i zwartej przestrzeni Hausforffa Q i
ponadto kazdy ortomorfizm przestrzeni C(2) ma postac (1).
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reprezentacja ortomorfizmow

Bardzo og6lne twierdzenie: kazda archimedesowska
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otwartego jest otwarte) i zwartej przestrzeni Hausforffa Q i
ponadto kazdy ortomorfizm przestrzeni C(£2) ma postac (1).

@ A.Bigard, K. Keimel, Sur les endomorphismes conservant
les polaires d’un groupe réticulé archimédien, Bull. Soc.
Math. Fr. 97 (1969), 381-398.
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Math. 15 (1971), 222-240.
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reprezentacja ortomorfizmow

Bardzo og6lne twierdzenie: kazda archimedesowska
przestrzen Riesza jest izomorficzna do podprzestrzeni C(Q2) dla
pewnej ekstremalnie niespojnej (tj. domknigcie kazdego zbioru
otwartego jest otwarte) i zwartej przestrzeni Hausforffa Q i
ponadto kazdy ortomorfizm przestrzeni C(£2) ma postac (1).

@ A.Bigard, K. Keimel, Sur les endomorphismes conservant
les polaires d’un groupe réticulé archimédien, Bull. Soc.
Math. Fr. 97 (1969), 381-398.

[§ PF Conrad, J.E. Diem, The ring of polar preserving
endomorphisms of an abelian lattice-ordered group, |ll. J.
Math. 15 (1971), 222-240.

Z powyzszego nie wynika, ze kazdy ortomorfizm przestrzeni

wyjsciowej musi by¢ operatorem mnozenia.
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reprezentacja ortomorfizmow

A.C. Zaanen udowodnit w 1975, ze kazdy ortomorfizm
przestrzeni LP(X) dla 0 < p < oo ma postac (1) (réwniez dla
C([a, b]), Cc(R) i innych przestrzeni).
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reprezentacja ortomorfizmow

A.C. Zaanen udowodnit w 1975, ze kazdy ortomorfizm
przestrzeni LP(X) dla 0 < p < oo ma postac (1) (réwniez dla
C([a, b]), Cc(R) i innych przestrzeni).

@ A.C.Zaanen, Examples of orthomorphisms, J. Approx.
Theory, 13 (1975), 194-204.
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twierdzenia faktoryzacyjne W. Arendta

[§ Wolfgang Arendt, Factorization by lattice homomorphisms,
Math. Z., 185 (1984), 567-571.
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twierdzenia faktoryzacyjne W. Arendta

Twierdzenie (Arendt)

Niech E bedzie przestrzenig Riesza zupetng w sensie
Dedekinda, F, G bedag przestrzeniami Rieszai V: F — G
homomorfizmem przestrzeni Riesza. Wéwczas, dla danego
dodatniego operatora liniowego S: G — E, kazdy dodatni
operator liniowy T: F — E spetniajgcy T < So V dopuszcza
faktoryzacje

T=So0V,

gdzie Sy: G — E jest takim operatorem liniowym, Ze
0< S <S.
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twierdzenia faktoryzacyjne W. Arendta

Twierdzenie (Arendt)

Niech E, F i G beda kratami Banacha i zatoZzmy, ze G na norme
porzadkowo ciggta. Niech U: G — F bedzie dodatnim
operatorem liniowym zachowujgcym przedziaty. Wowczas, dla
danego dodatniego operatora liniowego S: E — G, kazdy
dodatni operator liniowy T: E — F spetniajgcy T < Uo S
dopuszcza faktoryzacje

T=UoS,

gdzie Sy : E — G jest takim operatorem liniowym, Ze
0< S5 <SS
E-T-F
Y U

81 G
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zwigzek z twierdzeniem Luxemburga-Schepa

Przyjmujac w drugim twierdzeniu Arendta E=Gi S=1
otrzymujemy teze twierdzenia Luxemburga-Schepa (w kratach
Banacha, dla operatora zachowujgcego przedziaty).
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zwigzek z twierdzeniem Luxemburga-Schepa

Przyjmujac w drugim twierdzeniu Arendta E=Gi S=1
otrzymujemy teze twierdzenia Luxemburga-Schepa (w kratach
Banacha, dla operatora zachowujgcego przedziaty).

Przyjmujgc w pierwszym twierdzeniu Arendta E=Gi S=1
otrzymujemy teze dualnego twierdzenia Luxemburga-Schepa
(dla homomorfizmu przestrzeni Riesza).
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Niech ¢: X — End(G) bedzie reprezentacjg potgrupy X w
potgrupie End(G) endomorfizméw pewnej grupy G.
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Niech ¢: X — End(G) bedzie reprezentacjg potgrupy X w
potgrupie End(G) endomorfizméw pewnej grupy G.
Piszemy & zamiast ®(s) dla s € X.
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Niech ¢: X — End(G) bedzie reprezentacjg potgrupy X w
potgrupie End(G) endomorfizméw pewnej grupy G.
Piszemy & zamiast ®(s) dla s € X. Zatem:

¢St:¢so¢t7 S7t€X
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Niech ¢: X — End(G) bedzie reprezentacjg potgrupy X w
potgrupie End(G) endomorfizméw pewnej grupy G.
Piszemy & zamiast ®(s) dla s € X. Zatem:

¢St:¢so¢t7 S7t€X

Jesli X jest grupa, to ponadto

b= (ds)7", seX;
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Niech ¢: X — End(G) bedzie reprezentacjg potgrupy X w
potgrupie End(G) endomorfizméw pewnej grupy G.
Piszemy & zamiast ®(s) dla s € X. Zatem:

¢St:¢so¢t7 S7t€X

Jesli X jest grupa, to ponadto
b= (ds)7", seX;

w szczegolnosci, kazdy & jest odwracalny.
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Grupa z porzadkiem kratowym zgodnym z dziataniem
grupowym nazywa sie /-grupa.
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Grupa z porzadkiem kratowym zgodnym z dziataniem
grupowym nazywa sie ¢-grupa.

Odwzorowanie f: G — F miedzy ¢-grupami nazywamy
monotonicznym jesli

x <y= f(x) < f(y)

dla wszystkich x, y € G.
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Grupa z porzadkiem kratowym zgodnym z dziataniem
grupowym nazywa sie ¢-grupa.

Odwzorowanie f: G — F miedzy ¢-grupami nazywamy
monotonicznym jesli

x <y= f(x) < f(y)
dla wszystkich x, y € G.

f nazywamy ®-niezmienniczym jesli f o &5 = f dla wszystkich
se X.
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Grupa z porzadkiem kratowym zgodnym z dziataniem
grupowym nazywa sie ¢-grupa.

Odwzorowanie f: G — F miedzy ¢-grupami nazywamy
monotonicznym jesli

x <y= f(x) < f(y)

dla wszystkich x, y € G.

f nazywamy ®-niezmienniczym jesli f o &5 = f dla wszystkich
se X.

Porzadek w zbiorze odwzorowan (np. addytywnych) miedzy
grupami uporzgdkowanymi jest nastepujacy: f < gjeslig — f
jest odwzorowaniem monotonicznym.
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Niech E bedzie przestrzenig Riesza zupetng w sensie
Dedekinda, i niech F, G beda abelowymi ¢-grupami. Oznaczmy
przez End ™ (G) potgrupe monotonicznych endomorfizméw G,
niech X bedzie potgrupa dopuszczajgca Srednig prawostronnie
niezmienniczg i niech ®: X — End*(G) bedzie reprezentacja
X.

Wiodzimierz Fechner Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma



wynik 1

Twierdzenie

Niech V. F — G bedzie takim homomorfizmem (-grup, Ze
dg0 V =V dla wszystkich s € X. Wowczas, dla danego
addytywnego, monotonicznego i ®-niezmienniczego
odwzorowania S: G — E, kazde addytywne, monotoniczne
odwzorowanie T: F — E spetniajgce T < So V dopuszcza
faktoryzacje T = Syo V,

F

X L>End+@ G S

gdzie Sy : G — E jest takim addytywnym i ®-niezmienniczym
odwzorowaniem, ze 0 < S; < S.
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Potézmy Gy := V(F);
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Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
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Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
z zatozenia ®5(Gy) = Gy dla wszystkich s € X.
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Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
z zatozenia ®5(Gy) = Gy dla wszystkich s € X.
Okre$imy Sy: G; — E wzorem:

So(Vx) = T(x), xe€F.
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Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
z zatozenia ®5(Gy) = Gy dla wszystkich s € X.
Okre$imy Sy: G; — E wzorem:

So(Vx) = T(x), xe€F.

So jest dobrze zdefiniowane:

Wiodzimierz Fechner Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma



Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
z zatozenia ®5(Gy) = Gy dla wszystkich s € X.
Okre$imy Sy: G; — E wzorem:

So(Vx) = T(x), xe€F.

Sy jest dobrze zdefiniowane: zatézmy, ze dla pewnych
X1, Xo € F mamy Vx; = Vxo.
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Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
z zatozenia ®5(Gy) = Gy dla wszystkich s € X.
Okre$imy Sy: G; — E wzorem:

So(Vx) = T(x), xe€F.

Sy jest dobrze zdefiniowane: zatézmy, ze dla pewnych
X1, X2 € F mamy Vx; = Vxo. Wéwczas

0 <IT(x) = T(x) = |T(x1 —x)| < T(I¥1 — x2|)
< S(V(Ix1 —x2l)) = S(IVx1 — Vxz|) = 0.
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Potézmy G; := V(F); Gy jest podgrupa grupy G
z zatozenia ®5(Gy) = Gy dla wszystkich s € X.
Okre$imy Sy: G; — E wzorem:

So(Vx) = T(x), xe€F.

Sy jest dobrze zdefiniowane: zatézmy, ze dla pewnych
X1, X2 € F mamy Vx; = Vxo. Wéwczas

0<|T(x) = T(x) = T(x1 = x)| < T(|x1 — xe)

<
< S(V(Ix1 —x2l)) = S(IVx1 — Vxz|) = 0.

Zatem, T(X1) = T(Xg).
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.
So jest monotoniczne:
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.
Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli
y > 0on Gj.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.
Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli
y > 0on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0 on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx =y.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0 on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx =y.

Skoro Vx > 0, wiec Vx = (Vx)™ = V(x™),
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0 on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx =y.

Skoro Vx > 0, wiec Vx = (Vx)™ = V(x™), czyli mozemy
zatozy¢, ze x > 0.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx=y.

Skoro Vx > 0, wiec Vx = (Vx)™ = V(x™), czyli mozemy
zatozy¢, ze x > 0. Mamy

So(y) = So(Vx) = T(x) > 0.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx=y.

Skoro Vx > 0, wiec Vx = (Vx)™ = V(x™), czyli mozemy
zatozy¢, ze x > 0. Mamy

So(y) = So(Vx) = T(x) > 0.

®-niezmienniczos$¢ Sy:

Wiodzimierz Fechner Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma



So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx=y.

Skoro Vx > 0, wiec Vx = (Vx)™ = V(x™), czyli mozemy
zatozy¢, ze x > 0. Mamy

So(y) = So(Vx) = T(x) > 0.

®-niezmienniczo$¢ Sy: ustalmy s € X.
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So jest addytywne: wprost z okreslenia.

Sp jest monotoniczne: wystarczy wykazac, ze Sy(y) > 0 jesli

y > 0on Gj. Ustalmy taki y € Gy, ze y > 0. Ustalmy taki punkt
xeF,ze Vx=y.

Skoro Vx > 0, wiec Vx = (Vx)™ = V(x™), czyli mozemy
zatozy¢, ze x > 0. Mamy

So(y) = So(Vx) = T(x) > 0.

®-niezmienniczo$¢ Sy: ustalmy s € X.
So(Ps(Vx)) = Sp( Vx) dla wszystkich x € F.
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne:
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne: dla ustalonych y4, y» € G mamy
W +y2)t <y +ys
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne: dla ustalonych y4, y» € G mamy
W +ye)" <y +ys.

p(y1 +y2) = S((y1 +y2)") < Sy +¥3)
= S(yi) + S(yz) = p(y1) + p(¥2)-
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne: dla ustalonych y4, y» € G mamy
W +ye)" <y +ys.

p(y1 +y2) = S((y1 +y2)") < Sy +¥3)
= S(yi) + S(yz) = p(y1) + p(¥2)-

p jest monotoniczne:
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne: dla ustalonych y4, y» € G mamy
W +ye)" <y +ys.

p(y1 +y2) = S((y1 +y2)") < Sy +¥3)
= S(yi) + S(yz) = p(y1) + p(¥2)-

p jest monotoniczne: ustalmy takie yy, y» € G, ze y1 < yo.

Wiodzimierz Fechner Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma



Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne: dla ustalonych y4, y» € G mamy
W +ye)" <y +ys.

p(y1 +y2) = S((y1 +y2)") < Sy +¥3)
= S(yi) + S(yz) = p(y1) + p(¥2)-

p jest monotoniczne: ustalmy takie yy, y» € G, ze y1 < yo.
Mamy y;" < 5
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Zdefiniujmy odwzorowanie p: G — E wzorem

py) :=S(y"), yeG

p jest podaddytywne: dla ustalonych y4, y» € G mamy
i+y) <y +ys

p(y1 +y2) = S((y1 +y2)") < Sy +¥3)
= S(yi) + S(yz) = p(y1) + p(¥2)-

p jest monotoniczne: ustalmy takie yy, y» € G, ze y1 < yo.
Mamy y;" < 5

p(y1) = S(yi") < S(y3) = p(y2)-
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p jest -podniezmiennicze:
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p jest ®-podniezmiennicze: ustalmy s € X and y € G.
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p jest ®-podniezmiennicze: ustalmy s € X and y € G. Skoro
(Psy)* < ds(y™), wige
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p jest ®-podniezmiennicze: ustalmy s € X and y € G. Skoro
(Psy)* < ds(y™), wige

p(®s(y)) = S((Psy)") < S(®s(y™)) = S(y™) = p(y).
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p jest ®-podniezmiennicze: ustalmy s € X and y € G. Skoro
(Psy)* < ds(y™), wige

p(®s(y)) = S((Psy)") < S(®s(y™)) = S(y™) = p(y).

Odwzorowanie Sy jest majoryzowane przez p na grupie Gy:
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p jest ®-podniezmiennicze: ustalmy s € X and y € G. Skoro
(Psy)* < ds(y™), wige

p(®s(y)) = S((Psy)") < S(®s(y™)) = S(y™) = p(y).

Odwzorowanie Sy jest majoryzowane przez p na grupie Gy:
ustalmy y € Gy i x € F spetniajace y = Vx.
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p jest ®-podniezmiennicze: ustalmy s € X and y € G. Skoro
(Psy)* < ds(y™), wige

p(®s(y)) = S((Psy)") < S(®s(y™)) = S(y™) = p(y).

Odwzorowanie Sy jest majoryzowane przez p na grupie Gy:
ustalmy y € Gy i x € F spetniajgce y = Vx. Mamy

So(y) = So(Vx) = T(x) < T(x") < S(V(xT))
= S((Vx)") = S(y") = p(y)-
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.

Istnieje taka funkcja addytywna, monotoniczna i

®-niezmiennicza S1: G — E, ze Sy and S; pokrywajg sie na

Gy oraz Sy < pnaG.
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.

Istnieje taka funkcja addytywna, monotoniczna i

®-niezmiennicza S1: G — E, ze Sy and S; pokrywajg sie na

Gy oraz Sy < pnaG.

T = S; o V wynika z definicji Sy i z tego, ze Sy jest

rozszerzeniem Sy.
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.

Istnieje taka funkcja addytywna, monotoniczna i

®-niezmiennicza S1: G — E, ze Sy and S; pokrywajg sie na

Gy oraz Sy < pnaG.

T = S; o V wynika z definicji Sy i z tego, ze Sy jest

rozszerzeniem Sy.

S <S:
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.

Istnieje taka funkcja addytywna, monotoniczna i

®-niezmiennicza S1: G — E, ze Sy and S; pokrywajg sie na

Gy oraz Sy < pnaG.

T = S; o V wynika z definicji Sy i z tego, ze Sy jest

rozszerzeniem Sy.

S; < S:ustalmy takie y € G, ze y > 0.
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Wykorzystamy twierdzenie typu Hahna-Banacha udowodnione
przez Zbigniewa Gajde.

[§ Zbigniew Gajda, Sandwich theorems and amenable
semigroups of transformations, Grazer Math. Ber., 316
(1992), 43-58.

Istnieje taka funkcja addytywna, monotoniczna i

®-niezmiennicza S1: G — E, ze Sy and S; pokrywajg sie na

Gy oraz Sy < pnaG.

T = S; o V wynika z definicji Sy i z tego, ze Sy jest

rozszerzeniem Sy.

S; < S:ustalmy takie y € G, ze y > 0. Mamy

Si(y)<ply)=S(y")=S8). O

Wiodzimierz Fechner Operatorowe wersje twierdzenia Radona-Nikodyma



Niech G bedzie przestrzenig Riesza zupetng w sensie
Dedekinda, i niech E, F bedg abelowymi ¢-grupami. Niech X
bedzie grupg dopuszczajgca $rednig prawostronnie
niezmienniczg i niech ®: X — End ™" (E) bedzie reprezentacjg
X.
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wynik 2

Twierdzenie

Niech U: G — F bedzie iniektywnym homomorfizmem (-grup.
Wowczas, dla danego addytywnego, monotonicznego i
®-niezmienniczego odwzorowania S: E — G, kazde
addytywne, monotoniczne, ¢-niezmiennicze odwzorowanie

T: E — F spetniajgce T < U o S dopuszcza faktoryzacje
T=UoS,

X -2 pat(B)E—L~F

\\\Su
81 G

gazie Sy : E — G jest takim addytywnym i ®-niezmienniczym
odwzorowaniem, ze 0 < Sy < S.
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Zatbzmy, ze E, F i G to kraty Banacha i G ma norme
porzadkowo ciggta. Niech X bedzie pétgrupa dopuszczajaca
$rednig prawostronnie niezmienniczg i niech ®: X — L,(G)
bedzie reprezentacjg X w zbiorze wszystkich dodatnich
operatorow liniowych typu G — G.
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wynik 3

Twierdzenie

Niech U: G — F bedzie dodatnim operatorem liniowym
zachowujgcym przedziaty i ®-niezmienniczym. Woéwczas, dla
danego dodatniego operatora liniowego S: E — G
spetniajacego ®s o S = S dla wszystkich s € X, kazdy dodatni
operator liniowy T: E — F spetniajgcy T < U o S dopuszcza
faktoryzacje T = U o Sy,

E F

T
& TU
S; G/Ep(G)&X
v

gazie S;: E — G jest takim operatorem liniowym, ze
0< S1 <Sandds0 Sy =Sy dlawszystkich s € X.
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Zatbzmy, ze E, F i G to kraty Banacha i E ma norme
porzadkowo ciggta. Niech X bedzie pétgrupa dopuszczajaca
$rednig prawostronnie niezmienniczg i niech ¢: X — L,(E)
bedzie reprezentacjg X w zbiorze wszystkich dodatnich
operatorow liniowych typu E — E.
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wynik 4

Twierdzenie

Niech V: F — G bedzie iniektywnym dodatnim operatorem
liniowym zachowujgcym przedziaty. Wowczas, dla danego
dodatniego operatora liniowego S: G — E spetniajgcego
®s0 S = S dla wszystkich s € X, kazdy dodatni operator
liniowy T: E — F spetniajgcy T < So V orazds0o T =T dla
wszystkich s € X dopuszcza faktoryzacje T = S10 V,

F_T  E 2,6<> X
S ~

vi ﬂ

G Si

gdzie Sy : G — E jest takim operatorem liniowym, Ze
0< S <Sids0S5; =S; dlawszystkichs € X.
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[§ W. F, Factorization theorems of Arendt type for additive
monotone mappings, Nonlinear Anal. 97 (2014), 138—144.
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[§ W. F, Factorization theorems of Arendt type for additive
monotone mappings, Nonlinear Anal. 97 (2014), 138—144.
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[§ W. F, Factorization theorems of Arendt type for additive
monotone mappings, Nonlinear Anal. 97 (2014), 138—144.

Dziekuje za uwage!!!
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