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Motywacja

Pytanie (Banach—-Mazur, Ksiega Szkocka, Problem 49)

Czy istnieje osrodkowa i refleksywna przestrzern Banacha
(izomorficznie) uniwersalna dla wszystkich osrodkowych
i refleksywnych przestrzeni Banacha?
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Motywacja

Pytanie (Banach—-Mazur, Ksiega Szkocka, Problem 49)

Czy istnieje osrodkowa i refleksywna przestrzern Banacha
(izomorficznie) uniwersalna dla wszystkich osrodkowych
i refleksywnych przestrzeni Banacha?

Odpowiedz (Szlenk, 1968)

Jezeli X jest przestrzenig Banacha (izomorficznie) uniwersalng dla
wszystkich osrodkowych i refleksywnych przestrzeni Banacha, to
przestrzen X* jest nieoSrodkowa; w szczegdlnosci przestrzen X nie
moze by¢ o$rodkowa i refleksywna.
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Definicje

Niech X bedzie przestrzenia Banacha, zas§ K C X* zbiorem *-stabo
zwartym. Dla € > 0 definiujemy

ssK =K\ U{V: V jest zbiorem x-stabo otwartym,
diamVNK <e}.
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Definicje

Niech X bedzie przestrzenia Banacha, zas§ K C X* zbiorem *-stabo
zwartym. Dla € > 0 definiujemy

ssK =K\ U{V: V jest zbiorem x-stabo otwartym,
diamVNK <e}.

Dla nastepnikowej liczby porzadkowej o = § 4 1 definiujemy

Se =S¢ (S?K),

Szymon Draga Typ potegowy Szlenka



Definicje
Niech X bedzie przestrzenia Banacha, zas§ K C X* zbiorem *-stabo

zwartym. Dla € > 0 definiujemy

ssK =K\ U{V: V jest zbiorem x-stabo otwartym,
diamVNK <e}.

Dla nastepnikowej liczby porzadkowej o = § 4 1 definiujemy
Se =5 (SE/BK) ,
za$ dla granicznej liczby porzadkowej a

se = ﬂ PK.
B<a
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Definicje cd.

Dalej definiujemy
Sz.(X) = min{a: s¥Bx+ = (0}

Sz(X) = sup{Sz.(X): ¢ > 0};
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Definicje cd.

Dalej definiujemy
Sz.(X) = min{a: s¥Bx+ = (0}

Sz(X) = sup{Sz.(X): ¢ > 0};

liczbe Sz(X) nazywamy indeksem Szlenka przestrzeni X.
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Przyktady

o Sz(X) =1 dla kazdej przestrzeni skofczenie wymiarowej X.
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Przyktady

o Sz(X) =1 dla kazdej przestrzeni skofczenie wymiarowej X.

o Sz(ep) = w.
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Przyktady

o Sz(X) =1 dla kazdej przestrzeni skofczenie wymiarowej X.
o Sz(ep) = w.

o Jezeli X jest nieskofczenie wymiarowa przestrzenia
superrefleksywna, to Sz(X) = w.
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Przyktady

o Sz(X) =1 dla kazdej przestrzeni skofczenie wymiarowej X.
o Sz(ep) = w.

o Jezeli X jest nieskofczenie wymiarowa przestrzenia
superrefleksywna, to Sz(X) = w.

o Sz (C [0,w*"]) = w**! dla kazdej liczby porzadkowej @ < ws.

Szymon Draga Typ potegowy Szlenka



Przyktady

o Sz(X) =1 dla kazdej przestrzeni skofczenie wymiarowej X.
o Sz(ep) = w.

o Jezeli X jest nieskofczenie wymiarowa przestrzenia
superrefleksywna, to Sz(X) = w.

o Sz (C [0,w*"]) = w**! dla kazdej liczby porzadkowej @ < ws.

o Sz(C[0,w1]) = wertt.
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Podstawowe wtasnosci

¢ Indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniag Asplunda.
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Podstawowe wtasnosci

¢ Indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniag Asplunda.

o Sz.(X) zawsze jest liczba nastepnikowa.
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Podstawowe wtasnosci

¢ Indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniag Asplunda.

o Sz.(X) zawsze jest liczba nastepnikowa.

o Sz(X) = w® dla pewnej liczby porzadkowej a.
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Podstawowe wtasnosci

¢ Indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniag Asplunda.

o Sz.(X) zawsze jest liczba nastepnikowa.
o Sz(X) = w® dla pewnej liczby porzadkowej a.

o Sz(X) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia
skonczenie wymiarowa.
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Podstawowe wtasnosci

¢ Indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniag Asplunda.

o Sz.(X) zawsze jest liczba nastepnikowa.
o Sz(X) = w® dla pewnej liczby porzadkowej a.

o Sz(X) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia
skonczenie wymiarowa.

© Dla nieskonczenie wymiarowej przestrzeni X, Sz(X) = w
wtedy i tylko wtedy, gdy Sz.(X) < w dla kazdego € > 0.
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Podstawowe wtasnosci

¢ Indeks Szlenka jest poprawnie zdefiniowany wtedy i tylko
wtedy, gdy X jest przestrzeniag Asplunda.

o Sz.(X) zawsze jest liczba nastepnikowa.
o Sz(X) = w® dla pewnej liczby porzadkowej a.

o Sz(X) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia
skonczenie wymiarowa.

© Dla nieskonczenie wymiarowej przestrzeni X, Sz(X) = w
wtedy i tylko wtedy, gdy Sz.(X) < w dla kazdego € > 0.

o Szgp(X) < Szo(X)Sz,(X) dla wszelkich £, > 0.
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Typ potegowy Szlenka

Lemat
Jezeli f: R — [0,00) jest rosnaca funkcja podaddytywna, to
f(x)

istnigje skoficzona granica limy_,oo ——.
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Typ potegowy Szlenka

Lemat
Jezeli f: R — [0,00) jest rosnaca funkcja podaddytywna, to

f(x)

istnigje skoficzona granica limy_,oo ——.

Twierdzenie
Jezeli Sz(X) = w, to istnieje taka liczba p € [1,00), ze dla kazdej
liczby r € (p, 00) mamy

Sz.(X)< Ce™" dlae€(0,1),

gdzie C jest stafs.
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Typ potegowy Szlenka

Lemat
Jezeli f: R — [0,00) jest rosnaca funkcja podaddytywna, to

f(x)

istnigje skoficzona granica limy_,oo ——.

Twierdzenie
Jezeli Sz(X) = w, to istnieje taka liczba p € [1,00), ze dla kazdej
liczby r € (p, 00) mamy

Sz.(X) < Ce™" dlae € (0,1),

gdzie C jest stafs.

Liczbe p nazywamy woéwczas typem potegowym Szlenka
przestrzeni X i oznaczamy p(X).
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Szkic dowodu

Poniewaz funkcja e — Sz.(X) jest malejaca i podmultiplikatywna,
funkcja
x — In Sz,—x(X)

jest rosnaca i podaddytywna. Na mocy lematu istnieje granica

p:= lim @: lim M

x—00 X =0 |Ing|
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Szkic dowodu

Poniewaz funkcja e — Sz.(X) jest malejaca i podmultiplikatywna,
funkcja
x — In Sz,—x(X)

jest rosnaca i podaddytywna. Na mocy lematu istnieje granica

p:= lim @ = lim LSZ&(X).

x—00 X =0 |Ing|

Jezeli r > p, to Sz.(X) <&~ w pewnym prawostronnym
otoczeniu zera. Istnienie statej z tezy wynika z faktu, ze dla
pozostatych wartosci ¢ indeks Sz.(X) przyjmuje jedynie skonczenie
wiele wartosci.
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Podstawowe wtasnosci

Zatézmy, ze Sz(X) = w.

o p(X) =inf{g > 0: sup{e9Sz.(X): e € (0,1)} < c0}.
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Podstawowe wtasnosci

Zatézmy, ze Sz(X) = w.
o p(X) =inf{g > 0: sup{e9S5z.(X): e € (0,1)} < o0}.

o Jezeli X i Y sa izomorficznymi przestrzeniami Banacha, to
Sz(Y) = w oraz p(X) = p(Y).
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Podstawowe wtasnosci

Zatézmy, ze Sz(X) = w.
o p(X) =inf{g > 0: sup{e9S5z.(X): e € (0,1)} < o0}.

o Jezeli X i Y sa izomorficznymi przestrzeniami Banacha, to
Sz(Y) = w oraz p(X) = p(Y).

o Niech Y bedzie (domknieta) podprzestrzenia przestrzeni X.
Jezeli dim(Y') = oo, to Sz(Y) = w oraz p(Y) < p(X).
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Podstawowe wtasnosci

Zatézmy, ze Sz(X) = w.
o p(X) =inf{g > 0: sup{e9S5z.(X): e € (0,1)} < o0}.

o Jezeli X i Y sa izomorficznymi przestrzeniami Banacha, to
Sz(Y) = w oraz p(X) = p(Y).

o Niech Y bedzie (domknieta) podprzestrzenia przestrzeni X.
Jezeli dim(Y') = o0, to Sz(Y) = w oraz p(Y) < p(X).
Jezeli dim(X/Y) = oo, to Sz(X/Y) = w oraz p(X/Y) < p(X).
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Przyktady

o p(co) =1, czyli przestrzen ¢y ma ,najlepszy” typ potegowy
Szlenka.
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Przyktady

o p(co) =1, czyli przestrzen ¢y ma ,najlepszy” typ potegowy
Szlenka.

o Jezeli H jest nieskonczenie wymiarowa przestrzenig Hilberta,
to p(H) = 2.
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Przyktady

o p(co) =1, czyli przestrzen ¢y ma ,najlepszy” typ potegowy
Szlenka.

o Jezeli H jest nieskonczenie wymiarowa przestrzenig Hilberta,
to p(H) = 2.

o p(lp) =q, gdzie p 1+ g1 =1
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Przyktady

o p(co) =1, czyli przestrzen ¢y ma ,najlepszy” typ potegowy
Szlenka.

o Jezeli H jest nieskonczenie wymiarowa przestrzenig Hilberta,
to p(H) = 2.

o p(lp) =q, gdzie p 1+ g1 =1
Uwaga
Z ostatniego przyktadu wynika, ze nie istnieje superrefleksywna

przestrzen Banacha, ktéra bytaby (izomorficznie) uniwersalna dla
wszystkich przestrzeni osrodkowych i superrefleksywnych.
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Pytania

o Wiadomo [2], ze Sz(K(¢2)) = w, gdzie KC(¢2) jest przestrzenia
operatoréw zwartych na /5. lle wynosi p(K(¢2))?
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Pytania

o Wiadomo [2], ze Sz(K(¢2)) = w, gdzie KC(¢2) jest przestrzenia
operatoréw zwartych na /5. lle wynosi p(K(¢2))?

o Niech Y bedzie (domknieta) podprzestrzenia przestrzeni X.
Wiadomo [1], ze jezeli Sz(Y) = w oraz Sz(X/Y) = w, to
Sz(X) = w. Czy prawda jest, ze jezeli p(Y) = p oraz
p(X/Y) = p, to takze p(X) = p?
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Pytania

o Wiadomo [2], ze Sz(K(¢2)) = w, gdzie KC(¢2) jest przestrzenia
operatoréw zwartych na /5. lle wynosi p(K(¢2))?

o Niech Y bedzie (domknieta) podprzestrzenia przestrzeni X.
Wiadomo [1], ze jezeli Sz(Y) = w oraz Sz(X/Y) = w, to
Sz(X) = w. Czy prawda jest, ze jezeli p(Y) = p oraz
p(X/Y) = p, to takze p(X) = p?

Uwaga
Odpowiedz na drugie pytanie jest twierdzaca, o ile Y jest
podprzestrzeniag komplementarna.
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