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Srednie niezmiennicze na grupach sa waznym narzedziem w wielu
dziedzinach matematyki, szczegélnie w analizie harmonicznej ([6], [8]).
Podstawowe wtasnosci $rednich niezmienniczych mozna znalez¢ w [6].
Srednie niezmiennicze i ich uogdlnienie na funkcje o wartoéciach
wektorowych odgrywaja réwniez wazna role w badaniu stabilnosci réwnan
funkeyjnych i selekeji multifunkeji ([9], [2], [3], [10], [1])-



Pétgrupe (S, +) nazywamy pdigrupa ze Srednig lewostronnie
[prawostronnie] niezmiennicza <= istnieje liniowe odwzorowanie
L: B(S,R) — R takie, ze
inf £(S) < L(f) <supf(S), f € B(S,R)
L(,f) = L(f), a€ S, f € B(S,R),
[L(f;) = L(f), a€ S, f € B(S,R)],

gdzie

(x)="f(a+x), a,x €S, feB(S,R),

[fa(x) =f(x+ a), a,x €S, feB(S,R).
Jezeli S jest potgrupa ze Srednig lewostronnie i prawostronnie
niezmiennicza, to nazywamy j3 potgrupa ze Srednig niezmiennicza.

Uwaga 2
Kazda poétgrupa przemienna jest pétgrupa ze $rednia niezmiennicza.




Pewne uogdlnienia Srednich niezmienniczych dla funkcji o wartosciach
w przestrzeniach wektorowych byty badane przez Gajde [2] i Tabora [11]
gdzie znajdziemy nastepujaca definicje.

Definicja 3

Odwzorowanie liniowe m: B(G, X) — X nazywamy $rednia niezmiennicza
<> zachodza nastepujace warunki:
(7) dla kazdego f € B(G,X) i a € G mamy
m(sf) = m(fy) = m(f),
(i) dla kazdego f € B(G, X) oraz domknietego, wypukfego i
ograniczonego zbioru V' C X mamy
im(f) C V= m(f) e V. (1)

Pojawia sie naturalne pytanie: czy dla danej grupy (G, +) ze $rednia
niezmiennicza oraz przestrzeni Banacha X istnieje (wektorowa) $rednia
niezmiennicza? Z. Gajda pokazat ([2, Theorem 2.3]) ze odpowiedz jest
pozytywna gdy X jest refleksywna. Nastepnie J. Tabor ([11, Theorem 1])
udowodnit, ze dla pozostatych przestrzeni Banacha $rednia niezmiennicza
nie istnieje.
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Oznaczenia

Przez (X,|| - ||) bedziemy oznaczaé rzeczywista przestrzeh Banacha.
Odwzorowanie k: X — X** bedzie dane wzorem

r(x)(x*) = x*x, x € X, x* € X*.
Zdefiniujemy uogdlnienie Srednich niezmienniczych nastepujaco ([3]).

Definicja 4

Niech (S, +) bedzie pdtgrupa ze $rednia lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza. Odwzorowanie liniowe M: B(S, X) — X nazywamy
$rednia lewostronnie [prawostronnie] niezmienniczg <

M| <1,

M(cls) =c, c € X,

M(.f) = M(f), a€ S, f € B(S, X),

[M(f,) = M(f), a€ S, f € B(S, X)].
Jezeli M jest $rednia lewostronnie i prawostronnie niezmiennicza, to M
nazywamy $rednig niezmiennicza.
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tatwo zauwazyé¢, ze M: B(S, X) — X spetniajace warunki definicji 3,
spetnia rowniez warunki definicji 4.

Definicja 5

Przestrzen Banacha X ma wtasnos$¢ $redniej niezmienniczej <= dla
kazdej pétgrupy (S, +) ze $rednia lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza istnieje Srednia lewostronnie [prawostronnie] niezmiennicza
M: B(S, X) = X.
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Niech p: X** — X bedzie liniowa i ciagta funkcja taka, ze

llell <1 ipok =idx.
Wowczas przestrzen X ma wtasnos¢ sredniej niezmienniczej.

| \

Uwaga 7

Liniowe i ciagte odwzorowanie ¢: X** — X takie, ze

llell S 1ipor=idx,
istnieje <= X jest "constrained" w swoim bidualu.
Witasno$¢ te badat Godefroy [4] i Rao [7].

| A

Whiosek 8

Jezeli X jest refleksywna lub ma wfasnosc rozszerzania Hahna-Banacha,
to X ma wtasnos¢ Sredniej niezmienniczej.

Whiosek 9

Jezeli X jest przestrzenia unormowanga, to przestrzen dualna X* ma
wtasnos¢ sredniej niezmienniczej.

| A
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Twierdzenie 10

Niech (G, +) bedzie grupa. Zatézmy, ze istnieje srednia lewostronnie
[prawostronnie] niezmiennicza M: B(G, X) — X. Wowczas, dla kazdej
podgrupy Gy grupy G, istnieje srednia lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza My: B(Go, X) — X.

| A

Uwaga 11

Poniewaz kazda przestrzen unormowana jest izometrycznie izomorficzna z
pewna podprzestrzenia przestrzeni B(Q,R) Z norma supremum, to
mozemy ograniczy¢ sie do badania tylko podprzestrzeni B(2, R).

\
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Twierdzenie 12

Niech Q0 bedzie zbiorem nieskoriczonym, X bedzie podprzestrzenia
B(Q,R) taka, ze
i,y €X, we
[|f]] = sup [f(w)], feX.
we

Jezeli X # B(,R), to istnieje liczba kardynalna v < cardQ taka, ze dla
kazdej grupy (G, +), card G = vy, nie istnieje Srednia lewostronnie (ani
prawostronnie) niezmiennicza M: B(G, X) — X.

W szczegdlnosci, jezeli X ma wtasnos¢ Sredniej niezmienniczej, to

X = B(Q,R).

Przestrzenie c i ¢y nie maja wtasnosci Sredniej niezmienniczej.

Przyktad 14

Przestrzen C(R) nie ma wtasnosci $redniej niezmienniczej.
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Twierdzenie 15

Niech Q bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, ~ bedzie liczba kardynalna
taka, ze Ny < v < card). Niech dalej

Xy ={f € B(Q,R): card{w € Q: f(w) # 0} <~}. Wowczas

(i) Dla kazdej pétgrupy (S,+) ze Srednig lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza, cardS < -, istnieje Srednia lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza M: B(S, Xy) — X,.

(if) Dla kazdej grupy (G, +) takiej, ze card G > -y, nie istnieje Srednia
lewostronnie (ani prawostronnie) niezmiennicza M: B(G, Xy) — X,.
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Twierdzenie 15 nasuwa naturalne pytanie:

Problem otwarty 1

Czy dla kazdej przestrzeni Banacha X bez wtasnosci $redniej
niezmienniczej istnieje liczba kardynalna v taka, ze:

(7) Dla kazdej pétgrupy (S, +) ze $rednia lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza, card S < v, istnieje $rednia lewostronnie [prawostronnie]
niezmiennicza M: B(S, X) — X.

(i) Dla kazdej grupy (G, +) takiej, ze card G > v, nie istnieje $rednia
lewostronnie (ani prawostronnie) niezmiennicza M: B(G, X) — X7

Réwniez Twierdzenie 6 nasuwa pytanie:

Problem otwarty 2

Niech X bedzie przestrzenia Banacha z wtasnoscia Sredniej
niezmienniczej. Czy istnieje liniowe i ciagte odwzorowanie ¢: X** — X
takie, ze

[lol] < 1igpok=idx?
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W pracy Godefroy'a i Kaltona [5] mozna spotkaé pewien warunek, ktéry
implikuje istnienie projekcji o normie jeden z X** w X:
Dla kazdej rodziny kul domknietych {B(x¢, r;): t € T}

mBXtvrt #w:mehrt #@‘| (/Pfoo)
teT

Nie wiadomo czy Jest on réwnowazny istnieniu tej projekcji.

Mozna "rozbi¢" ten warunek nastepujaco: Niech v bedzie liczba

kardynalna.

Dla kazdej rodziny kul domknietych {B(x;,r;) : t € T},card T =~

JCT, card J<oo

JCT, C'll”d J<oo

mBXuft 7é(b:>ﬂthart #Q] (IPf )
teT
Powyzszy Warunek ma wiasnosci:

A /Pf'_’»y < IPfyoC;
vy

IPry = Y [IPfg.
oy gy 1B
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