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Historia

Diagramy Voronoi mo»na ju» znale¹¢ w sposobie podej±cia

Kartezjusza do rozbicia wszech±wiata w cz¦±ci III jego ksi¡»ki

�Podstawy �lozo�i" opublikowanej w 1644 r.

Zainteresowanie problemem diagramów Voronoi z punktu

widzenia matematyki zacz¦ªo si¦ od prac Gauss'a (1840 r.)

dotycz¡cych form kwadratowych.

Teori¦ dalej rozwijaª Dirichlet (1850 r.). St¡d powstaªa nazwa

ukªady mozaikowe Dirichleta, która te» czasami jest u»ywana.

Teoria rozwini¦ta przez Dirichleta zostaªa usystematyzowana

przez matematyka Voronoi w 1908 r.

Teoria diagramów Voronoi pojawiªa si¦ tak»e w innych

naukach np. biologii, geogra�i.

Obecnie teoria diagramów Voronoi ma istotne znaczenie

w geometrii obliczeniowej.
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Geometria obliczeniowa

Geometria obliczeniowa to systematyczne badanie algorytmów

i struktur danych dla obiektów geometrycznych, skupiaj¡ce si¦ na

dokªadnych,

asymptotycznie szybkich

algorytmach.

Zastosowania:

w gra�ce komputerowej,

w systemach informacji geogra�cznej (GIS),

robotyce,

i wiele innych.
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Przedstawienie problemu

Problem:

mamy ustalony zbiór gªównych miejsc - zwanych centrami,

w których oferowane s¡ towary lub usªugi,

dla ka»dego centrum nale»y wyznaczy¢ obszar, na którym

mieszkaj¡ ludzie, którzy nabywaj¡ w tym centrum towary lub

realizuj¡ usªugi.

Zaªo»enia:

cena poszczególnych towarów i usªug jest taka sama w ka»dym

centrum,

koszt nabycia towaru lub wykonania usªugi = cena + koszt

transportu do danego centrum,

koszt transportu do danego centrum = odlegªo±¢ do centrum

mierzona metryk¡ euklidesow¡ * ustalona cena za jednostk¦

odlegªo±ci,

konsumenci nabywaj¡c towary i realizuj¡c usªugi próbuj¡

minimalizowa¢ koszty.
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Problem pocztowy
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Podstawowe de�nicje

Niech P = {p1, p2, . . . , pn}, gdzie pi ∈ R2, n ∈ N.
Punkty ze zbioru P b¦dziemy nazywa¢ centrami.

De�nicja komórki diagramu Voronoi

Komórk¡ diagramu Voronoi dla punktu pi nazywamy

VP(pi ) = {x : ∀j 6=id(x , pi ) ≤ d(x , pj)},

gdzie d jest metryk¡ euklidesow¡.

De�nicja diagramu Voronoi

Diagramem Voronoi dla P nazywamy podziaª pªaszczyzny na n

komórek Voronoi VP(p1),VP(p2), . . . ,VP(pn). Diagram Voronoi dla

P oznaczamy przez Vor(P).
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Zauwa»my, »e

punkty, które le»¡ na kraw¦dziach diagramu Voronoi nale»¡ do

kilku komórek.

VP(pi ) 6= ∅ dla i = 1, . . . , n,

Niektóre komórki diagramu Voronoi s¡ nieograniczone.
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Przykªad - Diagram Voronoi dla dwóch punktów

Niech P = {p1, p2} b¦dzie zbiorem dwóch punktów pªaszczyzny. Na

rysunku przedstawiony zostaª diagram Voronoi dla zbioru P .
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Przykªad - Diagram Voronoi dla 3 punktów

I przypadek � punkty zbioru P = {p1, p2, p3} s¡ wspóªliniowe.

II przypadek � punkty zbioru P = {p1, p2, p3} s¡ niewspóªliniowe.
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Wypukªo±¢ komórek

Niech h(p, q) oznacza domkni¦t¡ póªpªaszczyzn¦ wyznaczon¡ przez

symetraln¡ odcinka pq i zawieraj¡c¡ punkt p, czyli

h(p, q) = {x ∈ R2 : d(p, x) ≤ d(q, x)}.

p

q

h(p, q)

h(q, p)
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Wniosek

VP(pi ) =
⋂

1≤j≤n,j 6=i

h(pi , pj).

Wniosek

VP(pi ) jest wypukªym, wielok¡tnym obszarem (niekoniecznie

ograniczonym) o co najwy»ej n − 1 bokach i co najwy»ej n − 1

wierzchoªkach.
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Algorytm - przeci¦cie póªpªaszczyzn

Dany jest sko«czony zbiór punktów pªaszczyzny

P = {p1, p2, . . . , pn}.

Dla ka»dego punktu pi ∈ P obliczamy osobno VP(pi ) jako

przeci¦cie n − 1 póªpªaszczyzn.

Cz¦±¢ wspólna n póªpªaszczyzn mo»e by¢ wyznaczona za

pomoc¡ algorytmu dziel i zwyci¦»aj w czasie O(n log n).

Obliczaj¡c dla ka»dego punktu osobno komórk¦ Voronoi

otrzymamy algorytm, który dziaªa w czasie O(n2 log n).
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Struktura diagramu Voronoi

Twierdzenie

Niech P b¦dzie zbiorem n punktów pªaszczyzny. Je±li wszystkie

punkty ze zbioru P s¡ wspóªliniowe, to Vor(P) skªada si¦ z n − 1

prostych równolegªych i n komórek. W przeciwnym przypadku

Vor(P) jest spójny i jego kraw¦dzie s¡ albo odcinkami albo

póªprostymi.
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Zªo»ono±¢ diagramu Voronoi

Twierdzenie

Niech n ≥ 3 b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Liczba wierzchoªków diagramu

Voronoi dla zbioru n punktów na pªaszczy¹nie jest ≤ 2n − 5, za±

liczba kraw¦dzi jest ≤ 3n − 6.
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Charakteryzacja wierzchoªków i kraw¦dzi

Kraw¦dzie diagramu Voronoi s¡ cz¦±ciami symetralnych

danych punktów zbioru, za± wierzchoªki diagramu Voronoi s¡

punktami przeci¦¢ tych symetralnych.

Punktów jest n. Dla ka»dego z punktów mo»na utworzy¢ n− 1

symetralnych. Ale ka»da symetralna b¦dzie liczona podwójnie,

wi¦c liczba symetralnych jest równa n(n−1)
2 .

Z poprzedniego twierdzenia wynika, »e zªo»ono±¢ diagramu

Voronoi jest liniowa. A zatem nie ka»da z symetralnych

de�niuje kraw¦dzie diagramu Voronoi i nie wszystkie punkty

wspólne symetralnych s¡ wierzchoªkami diagramu Voronoi.
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De�nicja

Niech q ∈ R2. Najwi¦kszym pustym koªem dla q wzgl¦dem P,

oznaczymy przez CP(q), nazywamy koªo o najwi¦kszym promieniu

i o ±rodku w punkcie q, które nie zawiera w swoim wn¦trzu »adnego

punktu z P.
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Twierdzenie

Niech Vor(P) b¦dzie diagramem Voronoi sko«czonego zbioru

punktów pªaszczyzny P. Wówczas

i) punkt v jest wierzchoªkiem Vor(P) wtedy i tylko wtedy, gdy

do brzegu CP(v) nale»y 3 lub wi¦cej punktów ze zbioru P;

ii) symetralna dwóch punktów pi , pj zawiera kraw¦d¹ Vor(P)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt v ∈ s(pi , pj) taki, »e

punkty pi , pj s¡ jedynymi punktami ze zbioru P nale»¡cymi

do brzegu CP(v).
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Algorytmy obliczaj¡ce diagram Voronoi

Problem sortowania n liczb rzeczywistych jest redukowalny do

problemu obliczania diagramu Voronoi dla n punktów, wi¦c

ka»dy algorytm obliczaj¡cy diagramy Voronoi

w pesymistycznym przypadku musi wymaga¢ Ω(n log n) czasu.

Diagram Voronoi mo»na obliczy¢ za pomoc¡ algorytmu typu

dziel i zwyci¦»aj dziaªaj¡cego w czasie O(n log n), który zostaª

skonstruowany przez Shamos'a i Hoey'a w 1975 r. Jednak jest

on trudny do zaimplementowania.

W roku 1987 Fortune podaª algorytm wykorzystuj¡cy technik¦

zamiatania dziaªaj¡cy w czasie O(n log n).
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De�nicja grafu Delaunaya

Niech P b¦dzie zbiorem n punktów na pªaszczy¹nie.

Niech Vor(P) b¦dzie diagramem Voronoi zbioru P .

Budujemy graf dualny G do diagramu Vor(P) w nast¦puj¡cy
sposób:

wierzchoªki grafu G b¦d¡ odpowiada¢ komórkom diagramu

Voronoi, czyli b¦dzie ich tyle ile jest komórek diagramu

Voronoi,

dwa wierzchoªki grafu G s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko

wtedy, gdy komórki diagramu Voronoi odpowiadaj¡ce tym

komórkom maj¡ wspóln¡ kraw¦d¹.

Uwaga! Ka»da kraw¦d¹ grafu G odpowiada dokªadnie jednej

kraw¦dzi diagramu Voronoi.
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Przykªad
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Rozwa»my teraz prostoliniowe zanurzenie grafu G: wierzchoªek
odpowiadaj¡cy komórce diagramu Voronoi VP(p) jest punktem

p a kraw¦d¹ ª¡cz¡ca wierzchoªki odpowiadaj¡ce komórkom

VP(p),VP(q) jest odcinkiem pq.

Zanurzenie to nazywamy grafem Delaunaya i b¦dziemy

oznacza¢ przez DG(P).

22 / 30



Spis tre±ci Wprowadzenie Diagramy Voronoi Graf Delaunaya Uogólnienia diagramów Voronoi

Rozwa»my teraz prostoliniowe zanurzenie grafu G: wierzchoªek
odpowiadaj¡cy komórce diagramu Voronoi VP(p) jest punktem

p a kraw¦d¹ ª¡cz¡ca wierzchoªki odpowiadaj¡ce komórkom

VP(p),VP(q) jest odcinkiem pq.

Zanurzenie to nazywamy grafem Delaunaya i b¦dziemy

oznacza¢ przez DG(P).

22 / 30



Spis tre±ci Wprowadzenie Diagramy Voronoi Graf Delaunaya Uogólnienia diagramów Voronoi

23 / 30



Spis tre±ci Wprowadzenie Diagramy Voronoi Graf Delaunaya Uogólnienia diagramów Voronoi

Twierdzenie

Graf Delaunaya jest grafem planarnym.

Przypomnijmy wªasno±¢ diagramu Voronoi:

punkt v jest wierzchoªkiem Vor(P) wtedy i tylko wtedy, gdy

do brzegu CP(v) nale»y 3 lub wi¦cej punktów ze zbioru P.

St¡d je±li v jest wierzchoªkiem komórek Voronoi dla centrów

p1, p2, . . . , pk , to odpowiednia ±ciana f w DG(P) ma

p1, p2, . . . , pk wierzchoªki. Ponadto punkty p1, p2, . . . , pk
nale»¡ do brzegu CP(v), wi¦c f jest k-k¡tem wypukªym.

Je±li »adne cztery punkty zbioru P nie s¡ wspóªokr¦gowe, to

wszystkie ograniczone ±ciany DG(P) s¡ trójk¡tami.
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Charakteryzacja grafów Delaunaya

Twierdzenie

Niech P b¦dzie zbiorem punktów na pªaszczy¹nie.

i) Trzy ró»ne punkty pi , pj , pk ∈ P s¡ wierzchoªkami tej samej

±ciany grafu Delaunaya wtedy i tylko wtedy, gdy koªo

przechodz¡ce przez punkty pi , pj , pk nie zawiera w swoim

wn¦trzu »adnych punktów ze zbioru P.

ii) Dwa punkty pi , pj ∈ P tworz¡ kraw¦d¹ grafu Delaunaya zbioru

P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje koªo C, które zawiera pi , pj
na swoim brzegu oraz nie zawiera »adnego innego punktu z P.
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Przestrzenie wielowymiarowe Niech P jest zbiorem punktów

w wielowymiarowej przestrzeni Ed to maksymalna

zªo»ono±¢ kombinatoryczna diagramu Voronoi wynosi

Θ(ndd/2e) i mo»e by¢ obliczony w czasie

O(n log n + ndd/2e).

Inne metryki
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Wa»one diagramy Voronoi Niech P b¦dzie sko«czonym zbiorem

punktów pªaszczyzny. Ka»demu punktowi ze zbioru P

przydziela si¦ wag¦ w(p) > 0.

De�niuje si¦ wa»on¡ odlegªo±¢ dowolnego punktu

pªaszczyzny od centrum jako odlegªo±¢ euklidesow¡

tego punktu od centrum dzielon¡ przez wag¦ tego

centrum tj. d(x ,p)
w(p) lub powi¦kszon¡ o wag¦ centrum

tj. d(x , p) + w(p), gdzie p ∈ P, x ∈ R2.
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Diagramy pot¦gowe - centrami komórek s¡ koªa odlegªo±¢ punktu

od koªa mierzymy jako dªugo±¢ odcinka stycznego do

koªa o pocz¡tku w tym punkcie.

Diagramy, w których centrami s¡ odcinki - odlegªo±¢ punktu od

odcinka mierzymy jako odlegªo±¢ tego punktu do

najbli»szego punktu z odcinka.

Szkielety - szkieletem wielok¡ta prostego nazywamy graf

podziaªu jego wn¦trza na obszary Voronoi

wyznaczone przez kraw¦dzie wielok¡ta.
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦:-)
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