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przez matematyka Voronoi w 1908 r.

@ Teoria diagraméw Voronoi pojawita sie takze w innych
naukach np. biologii, geografii.

@ Obecnie teoria diagraméw Voronoi ma istotne znaczenie
w geometrii obliczeniowej.
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Geometria obliczeniowa

Geometria obliczeniowa to systematyczne badanie algorytméw
i struktur danych dla obiektéw geometrycznych, skupiajace sie na

@ doktadnych,
@ asymptotycznie szybkich

algorytmach.




Geometria obliczeniowa

Geometria obliczeniowa to systematyczne badanie algorytméw
i struktur danych dla obiektéw geometrycznych, skupiajace sie na

@ doktadnych,

@ asymptotycznie szybkich

algorytmach.

Zastosowania:
e w grafice komputerowej,
e w systemach informacji geograficznej (GIS),
@ robotyce,

@ i wiele innych.



Woprowadzenie

Przedstawienie problemu

Problem:

@ mamy ustalony zbiér gtéwnych miejsc - zwanych centrami,
w ktérych oferowane sa towary lub ustugi,

o dla kazdego centrum nalezy wyznaczy¢ obszar, na ktérym
mieszkajg ludzie, ktérzy nabywaja w tym centrum towary lub
realizuja ustugi.

Zatozenia:

@ cena poszczeg6lnych towaréw i ustug jest taka sama w kazdym
centrum,

@ koszt nabycia towaru lub wykonania ustugi = cena + koszt
transportu do danego centrum,

@ koszt transportu do danego centrum = odlegtos¢ do centrum
mierzona metryka euklidesowg * ustalona cena za jednostke
odlegtosci,

@ konsumenci nabywajac towary i realizujac ustugi prébuja

minimalizowa¢ koszty.
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Woprowadzenie

Problem pocztowy
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Podstawowe definicje

Niech P = {p1,p2,...,pn}, gdzie p; € R?, n € N.
Punkty ze zbioru P bedziemy nazywa¢ centrami.
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Komoérka diagramu Voronoi dla punktu p; nazywamy

Vp(pi) = {x : Vjzid(x, pi) < d(x, pj)},

gdzie d jest metryka euklidesows.

Definicja diagramu Voronoi

| A\

Diagramem Voronoi dla P nazywamy podziat ptaszczyzny na n

komérek Voronoi Vp(p1), Ve(p2),- .., Vp(pn). Diagram Voronoi dla
P oznaczamy przez Vor(P).
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Diagramy Voronoi

0e00

centrum

Zauwazmy, ze

@ punkty, ktére leza na krawedziach diagramu Voronoi naleza do
kilku komérek.

o Vp(pi)#0Ddlai=1,...,n,

@ Niektére komérki diagramu Voronoi s nieograniczone.



Diagramy Voronoi
coeo

Przyktad - Diagram Voronoi dla dwéch punktéw

Niech P = {p1, p2} bedzie zbiorem dwéch punktéw ptaszczyzny. Na
rysunku przedstawiony zostat diagram Voronoi dla zbioru P.

P

P2
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Diagramy Voronoi
ocooe

Przyktad - Diagram Voronoi dla 3 punktéw

| przypadek — punkty zbioru P = {p1, p2, p3} sa wspotliniowe.

[l przypadek — punkty zbioru P = {p1, p2, p3} sa niewspdtliniowe.

p1.
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Diagramy Voronoi
®0000000

Wypuktosé komérek

Niech h(p, q) oznacza domknietg pétptaszczyzne wyznaczong przez
symetralng odcinka pg i zawierajaca punkt p, czyli
h(p,q) = {x € R? : d(p,x) < d(q,x)}.

h(p, q)

N\
q
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Diagramy Voronoi
0®000000

Vp(pi) jest wypuktym, wielokatnym obszarem (niekoniecznie
ograniczonym) o co najwyzej n — 1 bokach i co najwyzej n — 1
wierzchotkach.
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Diagramy Voronoi
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Algorytm - przeciecie pétptaszczyzn

@ Dany jest skoficzony zbidr punktéw ptaszczyzny
P = {p17p27 R 7pn}-
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Algorytm - przeciecie pétptaszczyzn

@ Dany jest skoficzony zbidr punktéw ptaszczyzny
P={p1,p2,---,pn}

e Dla kazdego punktu p; € P obliczamy osobno Vp(p;) jako
przeciecie n — 1 pétptaszczyzn.
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Diagramy Voronoi
00®00000

Algorytm - przeciecie pétptaszczyzn

Dany jest skofczony zbiér punktéw ptaszczyzny
P={p1,p2,---,pn}

Dla kazdego punktu p; € P obliczamy osobno Vp(p;) jako
przeciecie n — 1 pétptaszczyzn.

Czes$¢ wspdlna n pétptaszczyzn moze by¢ wyznaczona za
pomoca algorytmu dziel i zwyciezaj w czasie O(nlog n).

(]

Obliczajac dla kazdego punktu osobno komérke Voronoi
otrzymamy algorytm, ktéry dziata w czasie O(n?log n).
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Diagramy Voronoi
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Struktura diagramu Voronoi

Twierdzenie

Niech P bedzie zbiorem n punktéw pfaszczyzny. Jesli wszystkie
punkty ze zbioru P sa wspétliniowe, to Vor(P) skfada sie z n — 1
prostych réwnolegtych i n komdérek. W przeciwnym przypadku
Vor(P) jest spéjny i jego krawedzie sa albo odcinkami albo
p6tprostymi.
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Diagramy Voronoi
0000e®000

Ztozonos¢ diagramu Voronoi

Twierdzenie

Niech n > 3 bedzie liczba naturalna. Liczba wierzchotkéw diagramu
Voronoi dla zbioru n punktéw na ptaszczyznie jest < 2n — 5, zas
liczba krawedzi jest < 3n — 6.
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Diagramy Voronoi
00000e00

Charakteryzacja wierzchotkéw i krawedzi

o Krawedzie diagramu Voronoi s3 czeSciami symetralnych
danych punktéw zbioru, zas wierzchotki diagramu Voronoi sa
punktami przecie¢ tych symetralnych.
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Charakteryzacja wierzchotkéw i krawedzi

o Krawedzie diagramu Voronoi s3 czeSciami symetralnych
danych punktéw zbioru, zas wierzchotki diagramu Voronoi sa
punktami przecie¢ tych symetralnych.

@ Punktéw jest n. Dla kazdego z punktéw mozna utworzy¢ n — 1
symetralnych. Ale kazda symetralna bedzie liczona podwdjnie,

. . . < n(n—1)
wiec liczba symetralnych jest réwna =——

o Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze ztozono$¢ diagramu
Voronoi jest liniowa. A zatem nie kazda z symetralnych
definiuje krawedzie diagramu Voronoi i nie wszystkie punkty
wspdlne symetralnych s3 wierzchotkami diagramu Voronoi.
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Diagramy Voronoi f
00000080

Definicja

Niech q € R?. Najwiekszym pustym kotem dla q wzgledem P,
oznaczymy przez Cp(q), nazywamy kofo o najwiekszym promieniu
i 0 srodku w punkcie q, ktére nie zawiera w swoim wnetrzu zadnego
punktu z P.




Diagramy Voronoi

0000000 e

Twierdzenie

Niech Vor(P) bedzie diagramem Voronoi skoriczonego zbioru
punktow ptaszczyzny P. Wéwczas

i) punkt v jest wierzchotkiem Vor(P) wtedy i tylko wtedy, gdy
do brzegu Cp(v) nalezy 3 lub wigcej punktow ze zbioru P;

i) symetralna dwdéch punktow p;, p; zawiera krawedz Vor(P)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje punkt v € s(p;, p;) taki, ze
punkty p;, p; sa jedynymi punktami ze zbioru P nalezagcymi
do brzegu Cp(v).
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Diagramy Voronoi
.

Algorytmy obliczajace diagram Voronoi

@ Problem sortowania n liczb rzeczywistych jest redukowalny do
problemu obliczania diagramu Voronoi dla n punktéw, wiec
kazdy algorytm obliczajacy diagramy Voronoi
w pesymistycznym przypadku musi wymagaé Q(nlog n) czasu.
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Algorytmy obliczajace diagram Voronoi

@ Problem sortowania n liczb rzeczywistych jest redukowalny do
problemu obliczania diagramu Voronoi dla n punktéw, wiec
kazdy algorytm obliczajacy diagramy Voronoi
w pesymistycznym przypadku musi wymagaé Q(nlog n) czasu.

@ Diagram Voronoi mozna obliczyé¢ za pomoca algorytmu typu
dziel i zwyciezaj dziatajacego w czasie O(nlog n), ktéry zostat
skonstruowany przez Shamos’a i Hoey'a w 1975 r. Jednak jest
on trudny do zaimplementowania.

@ W roku 1987 Fortune podat algorytm wykorzystujacy technike
zamiatania dziatajacy w czasie O(nlogn).
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Graf Delaunaya
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Definicja grafu Delaunaya

@ Niech P bedzie zbiorem n punktéw na ptaszczyznie.
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Definicja grafu Delaunaya

@ Niech P bedzie zbiorem n punktéw na ptaszczyznie.

e Niech Vor(P) bedzie diagramem Voronoi zbioru P.

e Budujemy graf dualny G do diagramu Vor(P) w nastepujacy
sposéb:

o wierzchotki grafu G beda odpowiada¢ komérkom diagramu
Voronoi, czyli bedzie ich tyle ile jest komérek diagramu
Voronoi,

o dwa wierzchotki grafu G sa potaczone krawedzig wtedy i tylko
wtedy, gdy komérki diagramu Voronoi odpowiadajgce tym
komérkom maja wspélng krawedz.

o Uwaga! Kazda krawedz grafu G odpowiada doktadnie jednej
krawedzi diagramu Voronoi.
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Przyktad
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Graf Delaunaya

ooeo

@ Rozwazmy teraz prostoliniowe zanurzenie grafu G: wierzchotek
odpowiadajacy komérce diagramu Voronoi Vp(p) jest punktem
p a krawedz taczaca wierzchotki odpowiadajgce komérkom
Ve(p), Vp(q) jest odcinkiem pg.
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@ Rozwazmy teraz prostoliniowe zanurzenie grafu G: wierzchotek
odpowiadajacy komérce diagramu Voronoi Vp(p) jest punktem
p a krawedz taczaca wierzchotki odpowiadajgce komérkom
Ve(p), Vp(q) jest odcinkiem pg.

@ Zanurzenie to nazywamy grafem Delaunaya i bedziemy
oznacza¢ przez DG(P).
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Graf Delaunaya
0

Twierdzenie

Graf Delaunaya jest grafem planarnym.
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do brzegu Cp(v) nalezy 3 lub wiecej punktéw ze zbioru P.
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o Stad jesli v jest wierzchotkiem komérek Voronoi dla centréw
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@ Przypomnijmy wtasnos$¢ diagramu Voronoi:
punkt v jest wierzchotkiem Vor(P) wtedy i tylko wtedy, gdy
do brzegu Cp(v) nalezy 3 lub wiecej punktéw ze zbioru P.

o Stad jesli v jest wierzchotkiem komérek Voronoi dla centréw
p1,P2,-- -, Pk, to odpowiednia $ciana f w DG(P) ma
p1, P2, - - -, px wierzchotki. Ponadto punkty p1, po, ..., pk
naleza do brzegu Cp(v), wiec f jest k-katem wypuktym.

o Jesli zadne cztery punkty zbioru P nie s3 wspétokregowe, to
wszystkie ograniczone $ciany DG(P) sa tréjkatami.
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Graf Delaunaya
oce

Charakteryzacja graféw Delaunaya

Twierdzenie

Niech P bedzie zbiorem punktow na pfaszczyznie.

i) Trzy rézne punkty p;, pj, px € P sa wierzchotkami tej samej
sciany grafu Delaunaya wtedy i tylko wtedy, gdy koto
przechodzace przez punkty pi, pj, px nie zawiera w swoim
wnetrzu zadnych punktéw ze zbioru P.

i) Dwa punkty p;, pj € P tworza krawedz grafu Delaunaya zbioru
P wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje koto C, ktére zawiera p;, p;
na swoim brzegu oraz nie zawiera zadnego innego punktu z P.
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Uogélnienia diagraméw Voronoi

Przestrzenie wielowymiarowe Niech P jest zbiorem punktéw
w wielowymiarowej przestrzeni E¢ to maksymalna
ztozonos¢ kombinatoryczna diagramu Voronoi wynosi
©(nl4/21) i moze by¢ obliczony w czasie
O(nlog n + nld/21),
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Przestrzenie wielowymiarowe Niech P jest zbiorem punktéw
w wielowymiarowej przestrzeni E¢ to maksymalna
ztozonos¢ kombinatoryczna diagramu Voronoi wynosi
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Inne metryki

metryka Manhattan (L1) metryka euklidesowa
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Uogélnienia diagraméw Voronoi

Wazone diagramy Voronoi Niech P bedzie skoficzonym zbiorem
punktéw ptaszczyzny. Kazdemu punktowi ze zbioru P
przydziela sie wage w(p) > 0.
Definiuje sie wazong odlegtos¢ dowolnego punktu
ptaszczyzny od centrum jako odlegtos¢ euklidesows
tego punktu od centrum dzielona przez wage tego
centrum tj. ((";) lub powiekszong o wage centrum

tj. d(x, p) + w(p), gdzie p € P, x € R2.
a(3)
o
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Diagramy potegowe - centrami komérek sa kota odlegtos¢ punktu
od kota mierzymy jako dtugosé¢ odcinka stycznego do
kota o poczatku w tym punkcie.
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Diagramy potegowe - centrami komérek sa kota odlegtos¢ punktu
od kota mierzymy jako dtugosé¢ odcinka stycznego do
kota o poczatku w tym punkcie.

Diagramy, w ktérych centrami sa odcinki - odlegtos¢ punktu od
odcinka mierzymy jako odlegto$¢ tego punktu do
najblizszego punktu z odcinka.

Szkielety - szkieletem wielokata prostego nazywamy graf
podziatu jego wnetrza na obszary Voronoi
wyznaczone przez krawedzie wielokata.
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[4 F. Aurenhammer, Voronoi diagrams - a survey of fundamental
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[§ A. Okabe, B. Boots, K. Sugihara, S. N. Chiu, Spatial
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Probability and Statistics, Wiley, NYC, 2nd edition, 2000

29/30



Uogélnienia diagraméw V

Dziekuje za uwage:-)
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