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1. Wielomianografia

B. Kalantari — 2005 patent USA — za tworzenie
estetycznych wzordéw przez zastosowanie
algorytmow znajdowania pierwiastkow
wielomianow zmiennej zespolonej i wyznaczania
ich basendw przyciggania.

p(z)=az"+a 2" +---+az+a,

Sumerowie — 3000 pne.
Zasadnicze Tw. Algebry
Caley -1879

Julia -1919



e |teracja Newtona: z, dane

2o =2, — p,(zk) , k=01,...
P'(z)

e Iteracja Halleya : z, dane

21 =7, —i, gdzie a_ = Pz) 1 p,(zk), k=01,...
h p(z) 2 p'(z)

Ciag {z.;k =0.1,....} moze by¢ zbiezny do pierwiastka wielomianu
badz nie. ZbieznosScC oznacza, ze po pewnej liczbie iteracji
znajduje sie przyblizenie pierwiastka z zadang doktadnoscia.
Punkty startowe koloruje sie ze wzgledu na liczbe wykonanych
iteracji.
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Iteracja Newtona

_I2 1 1 1 1 1

lteracja Halleya

47*+272°-52-1=0
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Wielomianografy

http://www.polynomiography.com



2. ITERACJE

Niech (X, d) przestrzen metryczna zupelna, T : X —
X jest zwezajace, g € X.

e [teracja Picarda (1890):
Bis =T Hn)y B=0,1,2..., (1)

e [teracja Manna (1953):
Tpt1 = (1 . Of'n)xn T anT<$n>7 n=0,12,...,

(2)
gdzie v, € (0,1], n € N.

e [teracja Ishikawy (1974):

Tp+l = (1 - O‘n)xn + a’nT(yn)a
Yn = (1 - ﬁ-n)xn + ﬂnT(xn); n = Oa 1; 2; ceey

gdzie o, € (0,1]1 3, € [0,1], n € N,
e [teracja Noora (2000):

Tpy1 = (1 e an)xn I O‘nT(yn)a
Yn = (1 an ﬁn)xn - ﬁn.T(Zn);
2= (1~ + T (2n); n=0,1,2,...,

(4)
gdzie ay, € (0,1]1 By, vn € [0,1], n € N.



e [teracja Suantai (2005):

Tp+1 = (1 — Oy — ﬁn)xn + a’nT(yn) + ﬂnT(zn)a
Yn = (1 — an — bp)Tpn + T (2,) + b0, T (xn),
Zn=1—Y)xn+ T (x,), n=0,1,2,...,

(5)
gdzie o, Bn, Yo, Qn,bn € [O, 1]7 Op + Bn € [0, 1]7
an+b, €10,1], n € N1 (ay, + 5,) = 0.

e S-Iteracja, Agarwal et al. (2007):
Ln+1 = (1 £8 an)T(xn) + anT<yn)a
Yn = (1_ﬁn)xn+ﬁnT<xn)7 =l L2 s 5

(6)
gdzie oy, € (0,1]1 5, € [0,1], n € N.
e SP-iteracja (2011):
Tn+l1 = (1 . an)yn + anT(yn)a
Yn = (1 . ﬁn)zn I ﬁnT(Zn)y
“n = (1_’7n)xn+77zT($n)a n2071a2a---7
(7)

gdzie a, € (0,1]1 By, v € [0,1], n € N.
e [teracja—CR, Chugh et al. (2012):
Tni1 = (1 — an)yn + T (yn),

Zn=1—v)xn+ 7T (z,), n=0,1,2,...,



e [teracja Khana (2013):

Lpt+l = T(yn)a
yp = (1 — an)zn + T (z,), m=0,1,2,...,
(9)
gdzie o, € (0,1], n € N.

e [teracja Karakaya et al. (2013):

Tpt+1 = (1 — Oy — ﬁn)yn % anT(yn) e ﬁnT(Z’ﬂ)7
Yn = (1 — Qp — bn)zn e anT(zn) 2 bnT(xn)a
Zn = (1 — W) + Wl (2n), n=0,12,...,
(10)
gdzie am, Bn, Yo, Qny b € [07 1]7 an + B € [0’ 1]7
an+ by, €[0,1], n € NixX(a, + Fn) = 00.

e [teracja Picard-S, Giirsoy—Karakaya (2014):

Tn4+1 = T(yn)7
Yn = (1 — apn)T(xn) + anT(2y),
Zn:(l_ﬁn)xn+ﬂnT(xn)7 =0y Lyds .

(11)
gdzie oy, € (0,1]1 B, € [0,1], n € N.
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Dalej ograniczamy si¢ do X = C. Bierzemy z5 € C
io,=a, B, =08,Wmw=70,=a,b,=bdlan €N
takie, ze a € (0,1],8,v,a,b € [0,1], a+ [ € [0,1] i
a+be|0,1]. Jesli a+ B € [0,1], to =22 y(an + Bn) =
£ ola+ B) = oo.

Niech p oznacza dowolny wielomian zespolony. Stan-
dardowa metoda Newtona znajdowania miejsc zerowych
p ma postac:

Bnii=lN{g)y =012, (12)
gdzie .
_ ., _pG

N(’Z) o p’(Z)’ (13)

1 zg € C jest punktem startowym.
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Niech degp > 2. Definiujemy ciag funkcji D,, : C —
C: Dy(z) =1idlam > 0

2 (m=1)(, (m)
pl<z) 2(! ) p(m 1()!) 3 m'( )
H(m—1)(,
() P'(2) - S
Dp(2) = det (2) - :
: : .. . 5 : z)
: : : : o1
0 0 ... plz) D

(14)
Elementy Podstawowej Rodziny Iteracji definiujemy na-
stepujaco:

B(2) =z — p(z)g:jz;, =2,3,.... (15)

Pierwsze elementy Rodziny Podstawowej sa postaci:

By(z) =z — g,i))y (16)

B 2p/(2)p(2)

Bl =25y e W
= s O~ (el

BAE) == G + (o = o W

(18)

Widac, ze By to metoda Newtona, a Bs to metoda Hal-
leya.

3. Podstawowa Rodzina Iteracji

13



4.Rodzina Iteracji Eulera-Schrodera

Poczatkowe elementy Rodziny Iteracji Eulera-Schrodera:

_,_ p@ ,
EQ(Z) T p’(Z)’ 2 (19)
Bi(s) = B+ (B5) T2 20)

B p(Z) 3 pm(Z) p"(Z)
5= 5 - (75) (G ) @

z)  5p"(2)p"(2) 5p”3(2)).

( +
p(z)) \4lp'(2) 12p2(2) 8p'3(2)
(22)

Widac¢, ze E5 to metoda Newtona.
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Oznaczmy przez G jeden z operatoréw: N oznaczajg-
cy standardowag metode Newtona, B; dla 1 = 2,3,.. .,
lub E; dla @ = 2,3, ... reprezentujacych odpowiednio
elementy Podstawowej Rodziny lub Rodziny Eulera-
Schodera. Zastapmy standardows iteracje Picarda przez
iteracje niestandardowe. Otrzymujemy uogolnienia me-
tody Newtona:

e Metoda Newtona z iteracjg Manna:
Zni1 = (1—a)z,+aG(z,), mn=0,1,2,..., (23)
gdzie a € (0, 1].
e Metoda Newtona z iteracja Ishikawy:

Zn4+1 = (1 — 04)277 + aG(le>7
=1l — Bl b 06 8,)s B=0,18:x;;

(24)
gdzie a € (0,1] 1 8 € [0, 1].
e Metoda Newtona z iteracjg Noora:
Zni1 = (1 — @)z, + aG(vy),
Up = (1 — ﬁ)zn + ﬁG(wn)a
wy=(1—v2,+7vG(zn), n=0,1,2,...,
(25)

gdzie a € (0,1] i B,y € [0, 1].

5. Uogolnienia Metody Newtona
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e Metoda Newtona z iteracjg Suantai:
Zn+l = (1 —a— ﬂ)zn g &G(Un) + ﬁG(’LUn),
Uy = (1 = a— b)zn + aG(wy) + bG(2,),
Wy = (1 =8+ (En); B=0412 5.,
(26)
gdziea € (0,1], ,7,a,b € [0,1] and a+ 3 € (0,1],
a+be(0,1].
e Metoda Newtona z S-iteracja:
Zni1 = (1 — )G (z) + aG(vy),
=1 — Bt 0G(2:): n=0,12 5.,
(27)
gdzie a € (0,1] 1 8 € [0, 1].
e Metoda Newtona z iteracjg SP:
Znp1 = (1 — a)v, + aG(vn),
Up = (1 - ﬁ)wn F ﬁG(wn)a
Wy, =1—vz+7vG(z,), n=0,1,2...,
(28)
gdzie a € (0,1] 1 8,7 € [0,1].
e Metoda Newtona z iteracjg CR:
Znt1 = (1 — a)v, + aG(vy),
v, = (1= B)G(z,) + BG(w,),
Wy =1 —7z+7vG(2s); n=0,12,...,
(29)
gdzie 8,7 € [0,1] i a € (0,1], gdyz jesli a # 0, to
To0 00y = o2 0 = 0.
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e Metoda Newtona z iteracjag Khana:

Zn4+1 = G(Un)a
Up = (1 — @)t + 0G(%), n=0,12,...,

(30)
gdzie a € (0, 1].
e Metoda Newtona z iteracjg Karakayi:
21 = (1 — & — B)vg + aGlu,) + G (wa),
v, = (1 —a —bw, + aG(w,) + bG(z,),
Wy = (1 —Yzm+vG(z), n=0,12,...,
(31)

gdzie a € (0,1], B,7,a,b € [0,1] i a+ B € (0,1],
a+ b e (0,1].

e Metoda Newtona z iteracjg Picard-S:

Eni1 = G();
v, = (1 — a)G(z,) + aG(wy,),
wp, =(1-=08)z,+0G(z,), n=0,1,2,...,

gdzie a € (0,1] 1 8 € [0, 1].
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6. Eksperymenty



Parametry rzeczywiste,
Metoda N,

pl(z) = 2"+ 2% — 1,
M =15,

e = 0.001,
A=[-1.5,157

(g) Suantai

(i) Picard-S

(k) CR
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Parametry rzeczywiste,
Metoda FEij,

p2(2) = 2* + 4,

M = 40,

e =i(.001,
A=[-2,22

(3) Picard-S

(k) CR
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(e) Noor
(f) Suantai

(e) SP

(b) Ishikawa

(a) Mann
(d) Khan

o) »
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(1) Picard-S

(h) S

{g) Karakaya
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Parametry zespolone,
Metoda Fij,

p2(2) = 2* + 4,

M = 40,

&= (LU
A=[—22P

(g) Karakaya

(1) Picard-S
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Rézne mapy koloréw,
Metoda IV,

[teracja CR,
Parametry rzeczywiste,
p2(z) = 2* + 4,

M = 40,

(e)




/. Uwagi koncowe

Wykorzystanie niestandardowych iteracj
zamiast iteracji Picarda uogolnia
wielomianografie Kalantariego,
Wielomianogratfy ilustrujg szybkosc¢ zbieznosci
metod znajdowania miejsc zerowych
wielomianow zespolonych,

W podobny sposob mozna uogolnic fraktale
zespolone (zbiory Juli, zbior Mandelbrota), takze
biomorfy,

Mozliwe jest zastosowanie metod
wielopunktowych do tworzenia
wielomianografow.
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Dziekuje za uwage!
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