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Przestrzen Urysohna

W 1927 roku opublikowana zostata praca w ktérej P. Urysohn
skonstruowat zupetna i oSrodkowsa przestrzen metryczng U
o nastepujacych wiasnosciach:

(i) kazda osrodkowa przestrzeh metryczna ma zanurzenie
izometryczne w U (silna w-uniwersalno$¢),

(i) jesli Ai B sa podzbiorami skoficzonymi przestrzeni U
oraz fy : A — B jest izometrig, to istnieje taka izometria
f:U—TU, ze f[A=fy, tzn. nastepujacy diagram jest
przemienny (w-jednorodnos¢):
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Przestrzen funkcji ciggtych

Przestrzen C([0,1]) z metryka

d(f, g) = sup{|f(x) — g(x)| : x € [0,1]}

jest silnie w-uniwersalna (Banach—-Mazur, 1932).

Przestrzen ta nie jest jednak w-jednorodna (Sierpinski 1945): dla
funkcji statych f = 0, g = 1 istnieje doktadnie jedna funkcja

h € C([0,1]) taka, ze d(f,g) = d(f, h) = 1/2; przyjmujac

k = id[p,;) mozna pokaza¢, ze d(f, k) = 1 oraz zbiér

{he C([0,1]) : d(f, h) = d(k, h) = 1/2}

jest mocy c.
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Twierdzenie (Sierpinski, 1945)

Dla kazdej liczby kardynalnej r spetniajacej warunek k=, _,. 200
istnieje przestrzen metryczna rk-uniwersalna mocy k.
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w-superuniwersalnosé

Jesli przestrzen metryczna X jest zupetna i osrodkowa, to ma
wiasnos¢ silnej w-uniwersalnosci oraz w-jednorodnosci wtedy i tylko
wtedy, gdy spetnia nastepujacy warunek (w-superuniwersalno$¢):
(iii) jesli Y jest przestrzeniag metryczng skonczona, Yo C Y

oraz fy : Yo — U jest zanurzeniem izometrycznym, to

istnieje takie zanurzenie izometryczne f : Y — U, ze

f 1Yo = fo, tzn. nastepujacy diagram jest przemienny:

fo
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k-superuniwersalnos¢ i k-jednorodnosc

Definicja (Hechler, 1973)

Moéwimy, ze przestrzen metryczna X jest k-superuniwersalna, gdy
dla kazdej przestrzeni metrycznej Y mocy mniejszej niz k, kazde
zanurzenie izometryczne fy @ Yo — X, gdzie Yo C Y, ma
przedtuzenie do zanurzenia izometrycznego f : Y — X.

Definicja

Moéwimy, ze przestrzen metryczna X jest x-jednorodna, gdy dla
kazdego podzbioru A C X mocy mniejszej niz k oraz zanurzenia
izometrycznego fy : A — X, istnieje izometria f : X — X
spetniajaca warunek f[A = f.

Twierdzenie (Hechler, 1973)

Dla kazdej liczby kardynalnej regularnej k > Nq istnieje przestrzen
K-superuniwersalna mocy » , _,. P
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Twierdzenie Katétova

Twierdzenie (Katétov, 1986)

1. Jesli k = k=" > N jest liczbg kardynalna, to istnieje
doktadnie jedna (z dokfadnoscia do izometrii) przestrzer
K-superuniwersalna wagi k.

2. Jesli k jest liczbg kardynalng oraz Ro < k < k<", to nie
istnieje przestrzen metryczna k-superuniwersalna wagi k.

Fakt

1. Jedli k = k=" > Ny jest waga przestrzeni metrycznej X,
to |X| = k.

2. Jedli przestrzen metryczna mocy k jest
Kk-superuniwersalna, to jest x-jednorodna.

Przyjmujemy <% = sup{x* : A\ < K}.

W. Bielas Konstrukcja przestrzeni metrycznej sztywnej i k-superuniwersalne



W. Kubi$ zasugerowat istnienie przestrzeni k-superuniwersalnych,
ktére nie s3 k-jednorodne.

Twierdzenie

Dla kazdej liczby kardynalnej k > N istnieje przestrzen metryczna
K-superuniwersalna sztywna.
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Charakter dyskretny punktu

Przestrzenia dyskretna nazwiemy przestrzen metryczng ktorej
metryka przyjmuje wartosci w zbiorze {0,1}.

Niech Y bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d).
Méwimy, ze x € X jest punktem srodkowym podprzestrzeni Y, gdy
d(x,y) =1/2 dla kazdego y € Y.

Jesli ustalona jest liczba kardynalna x oraz zaden podzbiér mocy k
podprzestrzeni dyskretnej Y nie ma punktu srodkowego, to
moéwimy, ze Y dziedzicznie nie ma punktéw srodkowych. Liczbe

Te(x, X) =
sup{|Y|: Y C X dziedzicznie nie ma p. Srodkowych, x € Y}

nazwiemy charakterem dyskretnym punktu x (w przestrzeni X).
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Charakter dyskretny punktu

Fakt
Jedli £ X — Y jest izometria, to 7.(x, X) = 7.(f(x), Y).

Twierdzenie

Dla kazdej liczby kardynalnej k > N istnieje przestrzen metryczna
k-superuniwersalna X, spetniajaca warunek:

(x) dla kazdego x,y € Xy, jesli x # y, to T.(x, Xys) # (v, Xi)-

Fakt

Jesli przestrzen metryczna nieskoriczona X spetnia warunek (%), to
Nix| = |X].
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Dofaczanie punktéw realizujacych przedtuzenia zanurzen

Ustalmy przestrzen metryczna (X, d) oraz podzbiér Z C X, gdzie
|Z| < k. Jedli (ZU{t},o) jest przestrzenia metryczna, t ¢ X oraz
ol (ZxZ)=d[(Z x Z), to przedtuzenie p : X U{t} — R metryk
d oraz o, dane wzorem

p(x,t) =inf{d(x,z) +o(z,t) : z € Z},

jest pseudometryka.
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Dofaczanie punktéw realizujacych przedtuzenia zanurzen

Ustalmy przestrzeh metryczng (X, d), podprzestrzen dyskretna
Y C X, t ¢ X oraz podzbiér Z C Y, gdzie |Z| < k < |Y]|.
Przypusémy, ze o jest taka metryka na zbiorze Z U {t}, ze
ol(ZxZ)=d|(Zx Z)oraz p(y,t) =1/2 dla kazdego y € Y.
Skoro |Z| < |Y], to istnieje y € Y\ Z. Wtedy

d(y,z) +o(z,t) > 1

dla kazdego z € Z, zatem p(y, t) > 1; sprzeczno$¢.
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Dofaczanie punktéw realizujacych przedtuzenia zanurzen

Zatbézmy, ze Y jest podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d) oraz
istnieje taki ciag Cauchy'ego {x,: n € N} C X, ze
1 1
d R
(XI‘I’ .y) 2 + n

dla kazdego n > 1orazy € Y.
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Dofaczanie punktéw realizujacych przedtuzenia zanurzen

Skoro d(xp,y) > % dla kazdego n < w oraz y € Y, to zaden z
punktéw x, nie jest punktem Srodkowym jakiegokolwiek podzbioru
podprzestrzeni Y.

Jedli ({x, : n € N} U {t},0) jest przestrzeniag metryczng w ktorej
t¢g X, 0l(Zx2Z)=d[(Zx Z)oraz t =limp_,00 Xpn, tO

p(y,t) < d(y,xn) + o(xn, t)

dla kazdego n > 1 oraz y € Y, a wiec p(x,y) < % dla kazdego
yYey.
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Stabe punkty srodkowe

Ustalmy przestrzeh metryczna (X, d). Powiemy, ze x € X jest
stabym punktem srodkowym podprzestrzeni dyskretnej Y C X, gdy
d(x,y) = d(x,y’) < 1dla kazdego y,y’ € Y.
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Stabe punkty srodkowe

Ustalmy takie Y, Z C X, ze |Z| < k < |Y|. Zatézmy, ze o jest
taka metryka w zbiorze ZU {t}, ze 0 [(Z x Z) = d [(Z x Z) oraz
t jest stabym punktem Srodkowym podprzestrzeni Y w przestrzeni
(X U{t},p), gdzie

p(x,t) =inf{d(x,z) +o(z,t) : z € Z}

dla kazdego x € X.
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Stabe punkty Srodkowe

Skoro p(y,t) < 1 dla kazdego y € Y, to okreslona jest funkcja
Y 3y (2.0, d(¥, 2y.0))nen € N(Z x R) spetniajaca warunek:

lim (d(y. 2y.0) + 0 {2y, 1)) < 1.

n—oo

Mozemy zatozy¢, ze k = (AR0)T. Skoro |Z| < K, to |Z] < AN,
a wiec |N(Z x R)| = |Z x R[N < Ao < k. Skoro k = cf K, to
istnieje taki podzbiér Yo C Y, |Yo| = &, ze

(Zy,m d()’a Zy,n))nGN = (Zy’,na d(y/a Zy’,n))neN dla kazdego Yyy, € Yo.

Ustalmy y € Yp oraz 0 < e <1 — p(y, t). Wtedy istnieje takie
neN, ze

d(y,zyn) +0(zyn,t) < p(y,t) +e.

Stad z, , € X jest stabym punktem $rodkowym podprzestrzeni Yj.
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Amalgamacja przestrzeni metrycznych

Twierdzenie

Zatézmy, ze sy € S oraz {(Xs,ds) : s € S} jest taka rodzing
przestrzeni metrycznych, ze dla kazdego s,t € S:

(i) Xee " Xs £ 0, Xs N Xt € X, 0iles #t,

(i1) ds [(Xs, N Xs) = ds [ (Xsy N Xs).

Wtedy istnieje taka przestrzeri metryczna (Y, p), ze
(iii) Xs, jest podprzestrzenig Y oraz Y C | Jscs Xs,

(iv) dla kazdego s € S istnieje takie zanurzenie is : Xs — Y/,
ze s | (Xsy N Xs) = idx x,.

(v) dla kazdego s # t, jesli x € is[Xs], y € ir[Xt], z € X, to

p(x,y) = inf{p(x, a) + p(a, b) + p(b,y) :
ac XS() ﬁXs, b € XSO th}a

p(x,z) = inf{p(x,a) + p(a,z) : a € X5, N Xs}.
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