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Rodzina Beckenbacha

Niech I C R bedzie otwartym odcinkiem.
C(I): ={f:I—R: f—ciggla};
CM(I): ={f: I —R: f— ciagta i monotoniczna}.

Rozwazmy rodzing (afiniczng)
F:={I>z—ax+beR:abecR}

Zauwazmy, ze rodzina JF ma nastepujaca wiasnosc:
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Definicja 1. (zob. E.F. Beckenbach [1]) Rodzine funkcji F C C(I) nazy-
wamy rodzing Beckenbacha na I jesli spetnia warunek (W).

Przyklad 1. Niech a: I — R bedzie funkcjg ciggte @ Scisle monotonicznag.
Rodzina

Fo: ={I>z—aa(zr)+beR:a,be R},
jest rodzing Beckenbacha.

Przyklad 2. Funkcje F': I x R? — R nazywamy dwuparametrowg, cigglq
rodzing Beckenbacha na I, jesli F' jest ciggta oraz rodzina

Fr: ={I>z— F(x,a,b) € R: a,b € R},

jest rodzing Beckenbacha na I. Ponadto powiemy, ze F' jest rodzing mono-
toniczng jesli Fp C CM(I).

Funkcje jensenowsko afiniczne wzgledem rodziny Beck-
enbacha
Niech F C C(I) bedzie rodzing Beckenbacha. Powiemy, ze funkcja ¢: I —

R jest F—jensenowsko afiniczna (jensenowsko afiniczna wzgledem rodziny JF)
jesli dla pewnych z,y € I spelnienie warunku

p(r) =P(x),
{ o(y) = ¥(y), (1)



dla pewnego v € F implikuje
() =557 @

Ponadto, jesli F': I x R? — R jest dwuparametrowa, ciagla rodzina Beck-
enbacha, to powiemy, ze p: I — R jest F—jensenowsko afiniczna jesli jest
jensenowsko afiniczna wzgledem rodziny Fp: = {F(-,a,b): a,b € R}.

Latwy rachunek pokazuje, ze

Stwierdzenie 1. Jesli ¢: I — R jest funkcjg cigglq, jensenowsko afiniczna
wzgledem rodziny Beckenbacha F, to ¢ € F.

Stwierdzenie 2. Funkcja ¢: I — R jest jensenowsko afiniczna wzgledem
rodziny afiniczne] wtw., gdy spelnia rownanie funkcyjne
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Uwaga: Istnieja nieciagle rozwigzania réwnania (3).

Pytanie: Jak scharakteryzowa¢ rodziny Beckenbacha F, ktore dopuszczaja
istnienie funkcji nieciagltych F - jensenowsko afinicznych?

A) OdpowiedZ na powyzsze pytanie w przypadku rodziny Beckenbacha
postaci F, udzielit prof. Janusz Matkowski

Twierdzenie 1. (zob. J. Matkowski [3]) Niech I C R bedzie przedziatem ot-
wartym, a o: I — R cigglg @ scisle monotoniczng funkcjq. Istnieje nieciqgta
co najmniej w jednym punkcie, Fo-jensenowsko afiniczna funckja wtw., gdy
istniejg p,q,r,s € R, ps # rq, takie, ze
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1., a jest homografig.

B) Odpowiedz w przypadku dwuparametrowych, ciggltych rodzin Becken-
bacha.



Stwierdzenie 3. Niech h: I — R bedzie homeomorfizmem, a funkcje G, H: R? —
R bedq ciggle. Zatéimy, ze F: I x R? — R jest dwuparametrowq rodzing
Beckenbacha na I postaci

F(u,a,b) = h(G(a,b)u+ H(a,b)), (4)

dla w € I oraz a,b € R. Funkcja ¢: I — R jest F — jensenowsko afiniczna
wtw., gdy p = h oy, gdzie : I — R jest funkcjg spetniajgcg réwnanie (3).

W dalszej czesdci ograniczymy sie do przypadku I = R.

Twierdzenie 2. Niech F': R x R? — R bedzie ciggla, monotoniczng, dwu-
parametrowq rodzing Beckenbacha. Jesli istnieje funkcja nieciggta co najm-
niej w jednym punkcie, F-jensenowsko afiniczna, to istnieje ciggla i Scisle
rosngca funkcja g: R — R taka, Ze

F(u,a,0) = g((g~" (F(1,a,b)) = g7 (F(0,a,b)u+ g~ (F(0,a,0))),  (5)
dla wszelkich u,a,b € R.
Dowdd. Gléwne narzedzie: Tw.: Nikodema-Pélesa (zob. [4]).

Twierdzenie 3. (Agata Nowak) Niech a: R — R bedzie funkcjg cigglq i
$cisle monotoniczng. Jesli F: R x R?2 — R jest dwuparametrowq rodzing
Beckenbacha postaci

F(u,a,b) = aa(u) +b, wu,a,b€R,

oraz istnieje funkcja nieciggla co naymniej w jednym punkcie, F-jensenowsko
afiniczna, to

a(u) =cu+d, ueR,
dla pewnych c,d € R.

Twierdzenie 4. Niech F: R x R? — R bedzie ciggla, monotoniczng, dwu-
parametrowqg rodzing Beckenbacha. Jesli istnieje funkcja nieciggta co najm-
niej w jednym punkcie, F'—jensenowsko afiniczna, to istnieje ciggta @ scisle
rosngca funkcja h: R — R oraz ciggle funkcje G, H: R?> — R takie, ze

F(u,a,b) = h(G(a,b)u + H(a,b)), u,a,beR.



Charakteryzacja rodzin Beckenbacha postaci (4)

Twierdzenie 5. Niech h: R — R bedzie homeomorfizmem, a G, H: R? —
R. Ponadto, zatéimy, ze F: R x R? — R jest funkcjg ciggle dang wzorem

F(u,a,b) = h(G(a,b)u + H(a,b)), u,a,beR.

Rodzina Fp: = {R 3 u — F(u,a,b) € R: a,b € R} jest rodzing Becken-
bacha wtw., gdy funkcja J : R?* — R? zdefiniowana wzorem

J(a,b) = (G(a,b), H(a,b)), (a,b) € R?

jest homeomorfizmem.



Bibliografia

[1] E.F. BECKENBACH Generalized conver functions Bull. Amer. Math.
Soc. vol. 43 (1937) p. 363-371.

2] M. LEWICKI A characterization of Beckenbach families admitting dis-
continuous Jensen affine functions, przestane do recenzji

[3] J. MATKOWSKI Generalized convex functions and a solution of a problem
of Zs. Pales, Publ. Math. Debrecen 73/3-4 (2008), 421-460.

[4] K. NIKODEM, Zs. PALES A characterization of midpoint-quasiaffine
functions, Publ. Math. Debrecen 52/3-4 (1998), 575-595.



