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Rodzina Beckenbacha

Niech I ⊆ R bȩdzie otwartym odcinkiem.
C(I) : = {f : I → R : f − cia̧g la};
CM(I) : = {f : I → R : f − cia̧g la i monotoniczna}.

Rozważmy rodzinȩ (afiniczna̧)

F : = {I 3 x 7→ ax+ b ∈ R : a, b ∈ R}

Zauważmy, że rodzina F ma nastȩpuja̧ca̧ w lasność:

(W )
∧

(x1,y1),(x2,y2)∈I×R
x1 6=x2

∨
f∈F

!
∧

i∈{1,2}

f(xi) = yi.

Definicja 1. (zob. E.F. Beckenbach [1]) Rodzinȩ funkcji F ⊆ C(I) nazy-
wamy rodzina̧ Beckenbacha na I jeśli spe lnia warunek (W ).

Przyk lad 1. Niech α : I → R bȩdzie funkcja̧ cia̧g la̧ i ścísle monotoniczna̧.
Rodzina

Fα : = {I 3 x 7→ aα(x) + b ∈ R : a, b ∈ R},

jest rodzina̧ Beckenbacha.

Przyk lad 2. Funkcjȩ F : I × R2 → R nazywamy dwuparametrowa̧, cia̧g la̧
rodzina̧ Beckenbacha na I, jeśli F jest cia̧g la oraz rodzina

FF : = {I 3 x 7→ F (x, a, b) ∈ R : a, b ∈ R},

jest rodzina̧ Beckenbacha na I. Ponadto powiemy, że F jest rodzina̧ mono-
toniczna̧ jeśli FF ⊆ CM(I).

Funkcje jensenowsko afiniczne wzglȩdem rodziny Beck-
enbacha

Niech F ⊆ C(I) bȩdzie rodzina̧ Beckenbacha. Powiemy, że funkcja ϕ : I →
R jest F–jensenowsko afiniczna (jensenowsko afiniczna wzglȩdem rodziny F)
jeśli dla pewnych x, y ∈ I spe lnienie warunku{

ϕ(x) = ψ(x),
ϕ(y) = ψ(y),

(1)
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dla pewnego ψ ∈ F implikuje

ϕ
(x+ y

2

)
= ψ

(x+ y

2

)
. (2)

Ponadto, jeśli F : I ×R2 → R jest dwuparametrowa̧, cia̧g la̧ rodzina̧ Beck-
enbacha, to powiemy, że ϕ : I → R jest F–jensenowsko afiniczna jeśli jest
jensenowsko afiniczna wzglȩdem rodziny FF : = {F (·, a, b) : a, b ∈ R}.

 Latwy rachunek pokazuje, że

Stwierdzenie 1. Jeśli ϕ : I → R jest funkcja̧ cia̧g la̧, jensenowsko afiniczna
wzglȩdem rodziny Beckenbacha F , to ϕ ∈ F .

Stwierdzenie 2. Funkcja ϕ : I → R jest jensenowsko afiniczna wzglȩdem
rodziny afinicznej wtw., gdy spe lnia równanie funkcyjne

ϕ
(x+ y

2

)
=
ϕ(x) + ϕ(y)

2
, x, y ∈ I. (3)

Uwaga: Istnieja̧ niecia̧g le rozwia̧zania równania (3).

Pytanie: Jak scharakteryzować rodziny Beckenbacha F , które dopuszczaja̧
istnienie funkcji niecia̧g lych F - jensenowsko afinicznych?

A) Odpowiedź na powyższe pytanie w przypadku rodziny Beckenbacha
postaci Fα udzieli l prof. Janusz Matkowski

Twierdzenie 1. (zob. J. Matkowski [3]) Niech I ⊆ R bȩdzie przedzia lem ot-
wartym, a α : I → R cia̧g la̧ i ścísle monotoniczna̧ funkcja̧. Istnieje niecia̧g la
co najmniej w jednym punkcie, Fα-jensenowsko afiniczna funckja wtw., gdy
istnieja̧ p, q, r, s ∈ R, ps 6= rq, takie, że

α(x) =
px+ q

rx+ s
, x ∈ I,

tj., α jest homografia̧.

B) Odpowiedź w przypadku dwuparametrowych, cia̧g lych rodzin Becken-
bacha.
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Stwierdzenie 3. Niech h : I → R bȩdzie homeomorfizmem, a funkcje G,H : R2 →
R bȩda̧ cia̧g le. Za lóżmy, że F : I × R2 → R jest dwuparametrowa̧ rodzina̧
Beckenbacha na I postaci

F (u, a, b) = h(G(a, b)u+H(a, b)), (4)

dla u ∈ I oraz a, b ∈ R. Funkcja ϕ̃ : I → R jest F – jensenowsko afiniczna
wtw., gdy ϕ̃ = h ◦ ϕ, gdzie ϕ : I → R jest funkcja̧ spe lniaja̧ca̧ równanie (3).

W dalszej czȩści ograniczymy siȩ do przypadku I = R.

Twierdzenie 2. Niech F : R × R2 → R bȩdzie cia̧g la̧, monotoniczna̧, dwu-
parametrowa̧ rodzina̧ Beckenbacha. Jeśli istnieje funkcja niecia̧g la co najm-
niej w jednym punkcie, F -jensenowsko afiniczna, to istnieje cia̧g la i ścísle
rosna̧ca funkcja g : R→ R taka, że

F (u, a, b) = g((g−1(F (1, a, b))− g−1(F (0, a, b)))u+ g−1(F (0, a, b))), (5)

dla wszelkich u, a, b ∈ R.

Dowód. G lówne narzȩdzie: Tw.: Nikodema-Pálesa (zob. [4]).

Twierdzenie 3. (Agata Nowak) Niech α : R → R bȩdzie funkcja̧ cia̧g la̧ i
ścísle monotoniczna̧. Jeśli F : R × R2 → R jest dwuparametrowa̧ rodzina̧
Beckenbacha postaci

F (u, a, b) = aα(u) + b, u, a, b ∈ R,

oraz istnieje funkcja niecia̧g la co najmniej w jednym punkcie, F -jensenowsko
afiniczna, to

α(u) = cu+ d, u ∈ R,

dla pewnych c, d ∈ R.

Twierdzenie 4. Niech F : R × R2 → R bȩdzie cia̧g la̧, monotoniczna̧, dwu-
parametrowa̧ rodzina̧ Beckenbacha. Jeśli istnieje funkcja niecia̧g la co najm-
niej w jednym punkcie, F–jensenowsko afiniczna, to istnieje cia̧g la i ścísle
rosna̧ca funkcja h : R→ R oraz cia̧g le funkcje G,H : R2 → R takie, że

F (u, a, b) = h(G(a, b)u+H(a, b)), u, a, b ∈ R.
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Charakteryzacja rodzin Beckenbacha postaci (4)

Twierdzenie 5. Niech h : R → R bȩdzie homeomorfizmem, a G,H : R2 →
R. Ponadto, za lóżmy, że F : R× R2 → R jest funkcja̧ cia̧g la̧ dana̧ wzorem

F (u, a, b) = h(G(a, b)u+H(a, b)), u, a, b ∈ R.

Rodzina FF : = {R 3 u 7→ F (u, a, b) ∈ R : a, b ∈ R} jest rodzina̧ Becken-
bacha wtw., gdy funkcja J : R2 → R2 zdefiniowana wzorem

J(a, b) = (G(a, b), H(a, b)), (a, b) ∈ R2,

jest homeomorfizmem.
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