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F(x+y)+ F(x+2z)=cF(x+u(y,z)) (x,y,zeR) (1)

fx+y)f(x +2) = cf(x + u(y.2)) (x.y,z€R)  (2)
fix+y)f(x+2z)=v(x+uly,z) (x,y,Zz€R) (3)




@ 1825, Gompertz, 'On the nature of the function expressive
of the law of Human Mortality’ na podstawie obserwacji
stawia hioteze , ze natezenie $miertelnosci rosnie
wyktadniczo, czyli pix; = BcX*+t z pewnymi B > 0, ¢ > 1

@ 1839, A. De Morgan prébuje znalez¢é matematyczne
uzasadnienie dla tego prawa

@ 1859, A. De Morgan, 'On a property of Mr. Gompertz’s law
of mortality’ ponownie zajmuje si¢ tym zagadnieniem, przy
czym tym razem bada je w wigkszej ogélnosci i dochodzi
do réwnania (1). De Morgan rozwiazuje je dla funkciji
rozniczkowalnych na proste;j.

@ W matematyce aktuarialnej ponownie pojawia si¢ to
rownanie w pracy M. Chiniego z 1907 roku i A. Guerraggio
z 1986 roku. M. Chini rozwigzuje je w klasie funkcji
rozniczkowalnych.

@ W pracy T. Riedel, M. Sablik, P. K. Sahoo, (2001) pojawia
sie rozwigzanie przy stabszych zatozeniach
regularnosciowych i na przedziatach:



Twierdzenie (T. Riedel, M. Sablik, P. K. Sahoo, (2001))

Zatozmy, ze |, J C R sg przedziatami, F: |+ J — R jest lokalnie
ograniczona z gory (lub z dotu) oraz V: J x J — J jest ciggta ze
wzgledu na kazdg ze zmiennych. Wowczas (F, V) spetnia (1)
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi pewien z nastepujgcych
przypadkow:
@ c =2, F jest funkcjg statg, ¥V dowolng funkcjg ciagta ze
wzgledu na kazdg ze zmiennych,
Q c #2, F =0, V dowolng funkcjg ciagta ze wzgledu na
kazda ze zmiennych,
©Q c =2, istniejg takie state k # 0,b € R, Ze F(z) = kz + b,
V(x,y) =%,
Q c=2 /stn/e/q lakie state a,k # 0,b € R, Ze
F(z) = kexp(az) + b, W(x,y) = 1in(2e@iee@))
@ c ¢ {0,2}, istniejg takie state a,k # 0,b € R, Ze
F(z) = kexp(az), ¥(x,y) = In(w) aJ=R




Zatozenia (A):
f,: R — R, u: R? — R spetniajg rownanie (3)
Zy = -1({0}), Zy = v~ '({0})
ur(x,y) = u(x,y) = x, a(x,y) = u(x,y) —y (x,y €R)
V() =uly,y)—y (y€R)
ut1(R?) = |k, r1|, uz(R?) = |k, 1|, gdlzie
L —0<h<n<+400,—-00<h<rn<+c




Jesli spetnione sg zatozenia (A) i Zs # 0, Zs # R, to istniejg
takie state o, c, T € R, Ze
VARS (—O0,0é],Z¢ = (-OO,CY + T]v
{ u(y,z) =T+ min{y, z},
f(x)=cdlax>a,(x)=c?dlax>a+T
lub
Zr = [o,+00),Zy = [a+ T,+00),
{ u(y,z) =T + max{y, z},
f(x)=cdax<a,y(x)=c?dlax<a+T




Szkic dowodu:

1. Z(3)dla xg € Zt,y,z € R mamy

0 = f(Xo)f(xo — y + 2) = (X + u1(y, 2)), a wiec
Xo + |h,r| C Z¢. Podobnie xg + |k, 12| C Zw.

2. Niech I, bedzie dowolnym przedziatem zawartym w Z;,. Jesli
x,y €R, x+u(y,y) € Iy, to z (3) wynika, ze x + y € Z;. Zatem
ly —u(y,y)+y=1l,—~() C Z. W szczegdlnosci, biorgc

ly =xo + |h,ri| i ly = X0 + |k, 2| dla Xg € Zs i korzystajgc z 1.,
dostajemy xo + [k —7(¥). ie — v € Z  (k=1,2).

3. Zauwazmy, ze (o) = u1(¥o, Yo) = U2(¥0,Yo) dla yo € R,
wiec y(yo) € |h, r1l, |k, o]

Jedli istnieje taki yo € R, ze 1 < v(yp) < r1 lub b < ~(yp) < 1o,
to z 2. wynika, ze Z; = R, co jest sprzeczne z zatozeniem.
Zatem "}/(R) - {/1 ., b, r2} N R.

Jedlily <~(y)=rlub kb <~(y) =r. dlapewnego y € R, to z
2. mamy xg + (—00,0] = (—o0, Xo] € Z dla kazdego xp € Z;.
Wéwczas Zy = (—o0, o] dla pewnego a € R.



Jedlily =~(y) < rilub b =~(y) < r.dlapewnego y € R,toz
2. mamy xg + [0, +00) = [Xp, +00) C Z; dla kazdego xp € Z;.
Wéwczas Z; = [«, +00) dla pewnego a € R.

Jesli Iy = ry lub b = rp, to odpowiednio uy lub us jest stata.

4. Rozpatrujemy najpierw przypadek, gdy uy, u» sg niestate i
Zs = (—o0, al,a € R (rozumowanie w przypadku gdy

Z; = [a, +00) jest analogiczne). Wowczas

li,b <~(y)=nr =r €Rdlakazdego y € R.

5. Zréwnania (3) i 4. tatwo wynika, ze Z, = (—o0, a + r1].
6. Z (3) dostajemy réwnowaznosé
X+uly,z)¢Zy = x+y,x+z¢&Z (x,y,Z<€R).
Korzystajac dodatkowo z réwnosci Z; = (—o0, o],
Zy, = (—o0,a + ry], otrzymujemy kolejno dla a,b € R, a < b:
u~'((a,400)) = (a— ry,400) x (@— ry, +00),
U= ((—o0,b]) = (—00,b— ] x RUR x (—o0, b — r],
u~'((a, b)) = (a—ry, b—nr]x(a—r,+00)U(a—ry, +00)x(a—ry, b—r]



i ostatecznie
u(y,z)=min{y,z} +r (y,zZ€R).

7. Okreslamy funkcje g: R — R wzorem

g(x) = f(x —r1),x € R. Wezmy dowolne x, y,z € R.
Podstawiajac w (3) x — ry w miejsce x i korzystajac z okreslenia
g, dostajemy

¥(x + min{y, z}) = g(x + y)g(x + 2).
Przyjmujac w powyzszej rownosci y = z, otrzymujemy
Y(x+y)=gx+y)?dax,ycR, wiecy=9°>0.Z
Z; = (—o0, a] i okreslenia g, mamy g(x) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy x < a + ri. Podstawiajac powyzej
X >a+r,y=0,z>0,dostajemy

9(x)g(x + z) = g(x).

Zatem g(x) = g(x + z) dla kazdego x > a + ry,z > 0, wiec
dl(a+n,+o00) = C dla pewnego ¢ € R. Skoro ¢ = g2, to
w’(a—i-ﬁ,-i—oo) = 02-



8. Jesli na przyktad uy(y,z) = Cdlay,z € R, to
Us(y,z)=y—z+ Cdlay,z € R, wiec

Up(R?2) =R, h = —00, r = 400 i z 2. wynika, ze Z; = R, co jest
sprzeczne z zatozeniami lematu.




Twierdzenie
Jesli spetnione sg zatoZenia (A), to zachodzi pewien z
nastepujgcych warunkow:
@ funkcje f i g sg stale rowne 0
Zi = (—00,a],Zy = (—o0,a+ T],
o u(y,z) =T+ min{y, z},
f(x)=0dlax <a,f(x)=cdlax> a, ’
| ¥(X)=0dax<a+T,w(x)=c?dlax>a+T
Z; = |, +0),Zy = [a+ T, +00),
o u(y,z) =T+ max{y,z},
f(x)=0dlax > «,f(x) =cdlax < a, ’
| ¥(X)=0dax>a+T,w(x)=c?dlax<a+T
Q f(x),v(x) >0dlaxecRifunkcie F=Inf, W =Inv
spetniajg rownania F(x + y) + F(x + z) = V(x + u(y, 2)),
Q@ f(x) <0,¢(x) >0dlaxeRifunkcie F =In(—f),¥ =Invy
spetniajg rownanie F(x + y) + F(x 4+ z) = V(x + u(y, 2)).




@ M. Chini,
Sopra un’equazione da cui discendo due notevoli formule di Mat
Period. Mat. 4 (1907), 264-270.

@ A. De Morgan,
On a property of Mr. Gompertz's law of mortality .,
Assurance Magazine J. Inst. Actuaries 81 (1859), 181-184.

@ A. Guerraggio,
Le equazioni funzionali nei fondamenti della matematica finanzie
Riv. Mat. Sci. Econom. Social. 9 (1986), 33-52.

@ T. Riedel, M. Sablik, P. K. Sahoo,
On a Functional Equation in Actuarial Mathematics., JMAA
253 (2001), 16-34.




