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Pewne rozktady prostej

Jednym z warunkéw réwnowaznych mierzalnosci w sensie
Lebesgue'a podzbioru A prostej rzeczywistej jest istnienie takiego
zbioru G typu G5 pokrywajacego dany zbiér, ze miara zewnetrzna
Lebesgue'a réznicy G \ A jest réwna zero.
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Niech Q bedzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych. Oczywiscie,
Q, jako przeliczalna suma zbioréw jednopunktowych jest zbiorem
mierzalnym o mierze Lebesgue'a réwnej zero. Istnieje zatem taki
zbiér G typu Gs zawierajacy zbiér Q, ze |G \ Q| = 0 (symbol |S]|
oznacza tu miare zewnetrzng Lebesgue'a zbioru S). Przyjmujac

H =R\ G otrzymujemy rozktad prostej rzeczywistej na dwa zbiory

HiG:
(1) R=HUG,

przy czym G jest typu Gs o zerowej mierze Lebesgue'a. Wobec tego
H jest zbiorem typu F, petnej miary.
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Zwr6émy uwage na fakt, ze zbiér H jest zbiorem pierwszej kategorii
(Baire'a). Istotnie, jesli

Q CG= ﬂ Gna
neN
przy czym dla kazdego n € N zbiér G, jest otwarty i, oczywiscie,
zawiera QQ, to

H=J G, (G, :=R\ Gp)

neN

i zaden ze zbioréw G), nie zawiera zadnego przedziatu (bo zbiory G,
s geste w R). Dlatego H jest przeliczalng suma zbioréw
domknietych i nigdziegestych, a wiec zbiorem pierwszej kategorii.
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Rozktad (1) jest przyktadem rozktadu osi liczbowej na dwa zbiory:
jeden G bardzo duzy z punktu widzenia topologii (bo rezydualny w
R), a z drugiej strony bardzo maty z punktu widzenia teorii miary
(bo miary Lebesgue'a zero) , a drugi H bardzo maty z punktu
widzenia topologii (bo pierwszej kategorii), a z drugiej strony bardzo
duzy z punktu widzenia teorii miary (bo petnej miary Lebesgue'a).
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Na zwrot "podzbior osi liczbowej jest duzy" mozna popatrze¢ tez w
inny sposéb. W pewnym stopniu jest to zwigzane ze stawnym
twierdzeniem Steinhausa o zbiorze odlegtosci. Mianowicie: méwimy,
ze podzbiér A osi liczbowej jest duzy w sensie Steinhausa wtedy i
tylko wtedy, gdy

int(A— A) # 0.

Tutaj przez A — B rozumiemy zbiér wszystkich réznic a — b, gdzie
acA beB.



Pewne rozktady prostej

Owo stawne twierdzenie Steinhausa méwi, ze jesli

podzbiory A i B osi liczbowej maja dodatnia miare
Lebesgue’a, to zbiér A — B ma niepuste wnetrze

Bezposrednio stad dowiadujemy sie, ze kazdy podzbidr osi liczbowej
o dodatniej mierze (wewnetrznej) Lebesgue'a jest duzy w sensie
Steinhausa. Inne twierdzenie udowodnione przez S. Piccard orzeka,
ze kazdy podzbiér osi zawierajacy zbiér drugiej kategorii z
wtasnoscia Baire'a jest tez duzy w sensie Steinhausa. Wracajac do
rozktadu (1) osi liczbowej stwierdzamy, ze obydwa zbiory G i H sa
duze w sensie Steinhausa.
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Ciekawe, acz moze nie jako$ specjalnie wazne

moze byc¢ pytanie czy

int (G— H) #0?

Powyzsze pytanie moze by¢ ineresujace poniewaz istnieja takie dwa
zbiory - jeden A petnej miary, drugi B rezydualny w R, ze

int(A— B) =1.
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Zobaczmy jak takie zbiory mozna skonstruowaé. Niech C bedzie
zwartym nigdziegestym podzbiorem osi o dodatniej mierze
Lebesgue'a i potézmy

B=(Q-C)U(@Q+C), A=R\B.

Zauwazmy, ze B jest zbiorem pierwszej kategorii (jako suma
przeliczalna zbioréw nigdziegestych) i mierzalnym w sensie
Lebesgue'a (jako przeliczalna suma zbioréw domknietych). Dlatego
A jest zbiorem rezydualnym w R, takze mierzalnym w sensie
Lebesgue'a. Ponadto, co bardzo wazne z punktu widzenia naszej
konstrukcji, B = —B oraz

Q+BcCB.

Pokazemy, ze

(2) (A—B)NQ = 0.
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Istotnie, gdyby tak nie byto, to mielibysmy istnienie takich liczb
geQ, acA beB,zegq=a—b.StadB>g+b=acA co
jest przeciez niemozliwe, bo zbiory A i B s3 roztaczne. Z warunku
(2) wynika bezposrednio, ze

int(A— B) =10,

co zapowiadalismy. Przy okazji mozemy zauwazy¢, ze
skonstruowany zbiér A musi mie¢ miare Lebesgue'a réwna zero.
Gdyby bowiem jego miara byta dodatnia, to poniewaz miara zbioru
B jest réwniez dodatnia, z cytowanego wyzej twierdzenia
Steinhausa wynikatoby, ze int (A — B) # 0.
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Przyjrzyjmy sie jeszcze przez chwile powyzszej konstrukgji.
Wystartowalismy od zbioru miary dodatniej C. Dodalismy do niego
zbidér symetryczny wzgledem zera, a pozniej rozwazaliSmy zbiér
bedacy mnogosciowg suma wszystkich translacji sumy CU (—C) o
dowolna liczbe wymierng. W efekcie otrzymalismy zbiér B petnej
miary. Przypadek, czy prawidtowos¢? Okazuje sie, ze aby otrzymac
zbiér petnej miary na osi wystarczy nawet nieco mniej. Mozemy
bowiem udowodni¢ twierdzenie.
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Twierdzenie.

Niech E bedzie podzbiorem osi liczbowej o dodatniej mierze
Lebesgue’a i niech D bedzie dowolnym przeliczalnym i gestym
podzbiorem R. Wowczas zbiér A := D + E jest petnej miary w R.

Dowod. Potozmy B = R\ A. Poniewaz A jest zbiorem
mierzalnym w sensie Lebesgue’a (jako przeliczalna suma zbiorow
mierzalnych), taki tez jest zbior B. Nalezy pokazaé, ze B ma
miare Lebesgue’a réwna zero. Dla dowodu nie wprost, zal6zmy
ze |B| > 0. Poniewaz roéwniez E ma miare Lebesgue’a wieksza od
zera, z twierdzenia Steinhausa wynika, ze zbiér E — B zawiera

przedzial:
(a,b) C E—B.
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Zatem réwniez
D+ (ab)cD+(E-B)=(D+E)-B=A-B.

Wobec tego R = A — B, co przeciez jest niemozliwe, bo 0 ¢ A — B.
O
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Prawdziwe jest twierdzenie nieco sillniejsze, zwane
w literaturze lematem Smitala. Orzeka ono, ze

jesli tylko podzbiér osi liczbowej £ ma dodatnia
miare zewnetrzng Lebesgue’a, a D jest
przeliczalny i gesty w R, to miara wewnetrzna
Lebesgue’a zbioru R\ (D + E) jest réwna zero
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Fakt, ze dowolne x € (a, b) jest elementem zbioru A — B jest
réwnowazne stwierdzeniu, ze AN (B + x) # 0. We wszystkich
znanych mi dowodach twierdzenia Steinhausa dowodzi si¢ znacznie
wiecej; mianowicie, ze

AN\ [AN(B+x)|>0.
x€(a,b)

Oznacza to, ze kazde x € (a, b) mozna przedstawi¢ w postaci
réznicy elementéw ze zbioréw A i B, odpowiednio na bardzo wiele
sposobéw.
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A co bedzie jesli zrezygnujemy z zatozenia
mierzalnosci ?

Okazuje sie, ze takiego efektu nie nalezy oczekiwaé.

Przyktad 1. Niech H bedzie ekstremalnie niemierzalna baza
Hamela przestrzeni R na ciatem Q. Takie bazy istniej3, o czym
mozna przeczyta¢ w "zielonej" ksiagzce M. Kuczmy. Przypomnijmy,
ze zbiér H C R nazywamy ekstremalnie niemierzalnym, jesli dla
kazdego przedziatu (a, b) zachodzi réwnos¢ |[HN (a,b)] =b—a
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Przyjmijmy H; = HN (—00,0), H» = HN (0,00) i niech E(H1) i
E(H,) beda przestrzeniami liniowym nad ciatem Q rozpigtymi
odpowiednio przez zbiory H; i H>. Niech

A= E(H:), B= E(H>) \ {0}. Oczywiscie, kazdy z tych zbioréw
jest niemierzalny w sensie Lebesgue'a (bo zawiera podzbiér
niemierzalny H; badz Hs i nie moze by¢ zbiorem miary dodatniej,
bo jako zbiér zamkniety "na branie réznic" musiatby byé¢ catym
zbiorem liczb rzeczywistych). Pokazemy, ze przeciecie dowolnej
translacji jednego z nich z drugim jest zbiorem co najwyzej
jednoelementowym.
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Ustalmy x = rnhy + ... + rph, € R. Jesli {hy, ..., h,} C Hy, to
A+ x C Aidlatego (A+ x) N B =), a wiec jest zbiorem co
najwyzej jednoelementowym. Zatézmy teraz, ze {hs,...,h,} ¢ Hi.
Wtedy x ma jedyna reprezentacje postaci x = x; + x, gdzie

x1 €A, xo € B.Wtedy jednak A+ x=A+x1+x CA+xiw
konsekwencji

(A+x)NB C (A+x)NB={x}.
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W powyzszym przykfadzie zbiér B nie jest dopetnieniem zbioru A
do przestrzeni R.

Pojawia sie pytanie, czy analogiczny przykfad jest mozliwy,
gdy zbiér B jest dopetnieniem zbioru A

Nie znam odpowiedzi na to pytanie. Podamy przyktad rozkfadu osi
liczbowej majacego nieco stabsza wtasnosc.
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Przyktad 2.

Niech H bedzie dowolna baza Hamela przestrzeni R nad ciatem Q.
Ustawmy elementy bazy H w cigg pozaskonczony typu -, gdzie v
jest najmniejsza liczba porzadkowa mocy continuum. Zdefiniujmy
zbiér Z nastepujaco:

Z={x=31riha; neN, r€Q,
hai € H, i=1,...n a1 <..<au rp>0} U{0}.

Innymi stowy, Z skfada sie z tych rzeczywistych liczb, ktére w

swoim rozwinieciu hamelowskim maja dodatni ostatni wspétczynnik
wymierny.
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Oczywiscie obydwa zbiory Z i Z’ s3 niemierzalne w sensie
Lebesgue'a. Ustalmy dowolnie x € R. Jesli x = 0, lub x ma ktére w
swoim rozwinieciu hamelowskim dodatni ostatni wspétczynnik
wymierny, to Z + x C Z i dlatego

(Z+x)NZ' =0.
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Zatézmy teraz, ze ostatni wymierny wspétczynnik w hamelowskim
rozwinieciu liczby x = riha, + ... + rpha, jest ujemny. Wezmy
dowolny element

u=prhg + ...+ pmhg,, € (Z+x)N2Z', 01 < ... < Bm. Poniewaz
u € Z', ostatni wspétezynnik (3, jest ujemny. Poniewaz u — x € Z,
ostatni wymierny wspétczynnik w rozwinieciu hamelowskim v — x
jest dodatni. Dlatego G, < a,. Wobec tego

(Z+x)nZ' C E( | {ha}),

aLan

a poniewaz zbiér E(Uq<q,1ha}) jest przeliczalny, zbior
(Z + x) N Z' jest co najwyzej przeliczalny. Wykazalismy wiec, ze

N(Z+x)nZ'
x€ER

jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.
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DZIEKUJE ZA UWAGE



