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Twierdzenie. (, W, Z). Kazda dystrybucja okresowa (o okresie

27) f(x) jest sumgq szerequ trygonometrycznego

o0
a0 .
>t nE:1(a,, cos nx + bnsin nx),

(2)

2w
ap = %/f(x) cos nxdx,
0
1 27
(3) b, == / f(x) sin nxdx
m 0
lub
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[e.e]
Z Cnelnx’
n——oo
gdzie
2
2y o=~ f F(x)e ™ dx
27

Rozwiniecie to jest jedyne.
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Uwaga 1. Jesli dystrybucja f jest suma szerequ

trygonometrycznego (1), to f jest dystrybucjg 2m—okresowa.
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Podstawowe pojecia i oznaczenia

Q — zbidr otwarty zawarty w przestrzeni euklidesowej E".
Niech f: Q — C.
supp f — nosnik funkcji f (zb. domkniety).

C5°(Q2) — zbior funkgji f klasy C*°(£2), ktérych nosniki sg
kompaktami zawartymi w €.
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Definicja. Funkcjonat liniowy u okreslony na C§°(€2) jest
dystrybucja na €2, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego kompaktu
K C Q warunki:

(1) ¢ € o), supp p; CK (j=1,2,...),

(ii) dla kazdego wielowskaznika o lim D%p; = 0 jednostajnie

Jj—0o0

na §2 pociggajq za sobq zbieznos¢ lim ufp;] = 0.
j—o00

(D = Di* ... D&, aiXk = Dy, zbiezno$¢ jednostajna dla

kazdego o)
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P1.f el (Q)

urle] = / flx

x)dx, p(x) € G°(9).
P2 bolgp] = #(0),0 € Gg°(E7).
(nie jest regularna, delta Diraca)

Przez D'(Q2) oznaczamy zbidr wszystkich dystrybucji na Q
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Definicja. Méwimy, ze ciag dystrybucji {um}SS_;, um € D'(Q) jest

zbiezny, jesli dla kazdej funkcji ¢ € C§°(Q2) istnieje skoriczona
granica

(4) lim um[e].

m—0o0
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Uwaga 2. Mozna pokaza¢, ze funkcjonat

ule] = lim um[e] € D'().
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Podstawowe operacje na dystrybucjach

Z. wm,up € D'(Q); M, \2€C; pe (O(Q).

19 (M + daw)[e] = Auip] + X[y,

2°  Dju[p] = —u1[Dje],

3°  a-ufyp] = ufay], a€ C*(Q),

4°  przesuniecie dystrybucji u; o wektor n = (n1,...,1n);

(2 = E") nazywamy dystrybucjg 7,u; okreslong zwigzkiem
Tpuilp] = u[rngl,

gdzie 7_,¢(x) = o(x +n).
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Moéwimy, ze dystrybucja u € D'(E™) jest dystrybucja okresowa o
okresie h, jesli

(5) Thuy = U1,

tzn.

ufe(x +h) = wle(x)],  Voecs(en):
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Wartosci dystrybucji w punkcie (w.s. kojasiewicza)

Definicja. Niech u bedzie dystrybucja okreslona w otoczeniu
punktu s* € E". Zatézmy, ze dla kazdej funkcji ¢ € C§°(E")
istnieje granica

s—s*
©) o e (5]
przy czym ta granica jest dystrybucja stata, tzn.
c— /cap(x)dx.

Nazywamy ja wowczas wartoscig dystrybucji w punkcie s* i

oznaczamy przez uls—s+« (lub krétko u(s*)).
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Uwaga 3. Dla dystrybucji u € D'(E") bedacej funkcja ciagta w
otoczeniu punktu s* mamy

sl = u(s”) [ (5)db.
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Uwaga 4. mozna pokaza¢, ze jedli u € D'(Q), QC E' i v/ =0, to
u = c. (c — dystrybucja stata).
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Uwaga 5. Mozna udowodni¢, ze dla kazdej dystrybucji u € D'(Q),
Q C E?! istnieje dystrybucja pierwotna U € D'(Q), tzn. taka, ze
(8)

U =u.
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Ograniczmy sie do dystrybucji f € D'(E?).

«O» «Fr «=» «E)»
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Definicja. Niech F € D'(EY),F' =f ia, b€ R.
b
9) / F(x)dx = [F(x + b) — F(x + a)]lx—o,

o ile wartos¢ dystrybucji po prawej stronie istnieje.
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Uwaga 6. Jesli F(b), F(a) istnieja (jako wartoSci w s.
tojasiewicza), to z (9) dostajemy

b
(9) / F(x)dx = F(b) — F(a).

(w szczegdlnosci dla F bedacej funkcja ciagta dostajemy
podstawowy wzdr rachunku catkowego).



2
Uwaga 7. [ f(x)dx istnieje dla kazdej dystrybucji 2m—okresowe;j
0
bowiem

F(x+2m)— F(x) =c,
gdyz F/ =f1i

9 1F(xt2m) = FOT = [F(x-+27) — F()] = 0.
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P.3. Niech

dor(x) = i d(x + 2mn),

n——oo

gdzie 0a[¢] = p(a), ¢ € C§°(EY).

Dystrybucja d2-(x) jest 2r—okresowa oraz

dor(x) = d

X
—aE(%)’

gdzie E(a) oznacza najwieksza liczbe catkowitg < a.

Wtedy
i 1
anp = = /52,T(x) cos nxdx = —,
0

27
b, = %/527T(X) sin nxdx = 0.
0

[m]

=



Zatem

dor(x) =

3|

(2

—+cosx+...+cosnx+..
czyli

COSX 4 COS2x + ...+ cosnx + ... = woax(x) —

1

2
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Uwaga 8. Mozna udowodni¢, ze jesli wartos¢ dystrybucji f(x) jest
rowna zero w kazdym punkcie, to f(x) jest funkcja zerowa ([4)).
Zatézmy, ze f(x) = 0 w kazdym punkcie jest istotne, bowiem
dystrybucja delta Diraca 6(x) ma wtasnos¢, ze

d(x) =0 dla x # 0 i §(0) nie istnieje, a  nie jest dystrybucja

zerowa.
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Konstrukcja dystrybucji pierwotnej

Niech go € CP(EY), [ wo(t)dt =1, f € D'(EY), F = f, F =2

Uwaga 9. Kazda funkcje ¢ € C§°(E') mozna jednoznacznie
roztozyc

oo

p=kpo+& gdzie k= [ o(t)dtx =0 € G(EY)

—00

t

Okreslamy dystrybucje pierwotnag dla x, F[x] = F[—%], gdzie

—00

v(e) = [ x(e)ds, (e G(EY)

Flil = klwo] = f[v] = kF o] + FIX]



