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Twierdzenie. (,W ,Z ). Każda dystrybucja okresowa (o okresie
2π) f (x) jest sumą szeregu trygonometrycznego

(1)
a0

2
+
∞∑

n=1
(an cos nx + bn sin nx),

(2) an =
1
π

2π∫
0

f (x) cos nxdx ,

(3) bn =
1
π

2π∫
0

f (x) sin nxdx

lub



(1)′
∞∑

n→−∞
cne inx ,

gdzie

(2)′ cn =
1
2π

2π∫
0

f (x)e−inxdx .

Rozwinięcie to jest jedyne.



Uwaga 1. Jeśli dystrybucja f jest sumą szeregu
trygonometrycznego (1), to f jest dystrybucją 2π–okresową.



Podstawowe pojęcia i oznaczenia

Ω – zbiór otwarty zawarty w przestrzeni euklidesowej En.

Niech f : Ω→ C.

supp f – nośnik funkcji f (zb. domknięty).

C∞0 (Ω) – zbiór funkcji f klasy C∞(Ω), których nośniki są
kompaktami zawartymi w Ω.



Definicja. Funkcjonał liniowy u określony na C∞0 (Ω) jest
dystrybucją na Ω, wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego kompaktu
K ⊂ Ω warunki:
(1) ϕj ∈ C∞0 (Ω), supp ϕj ⊂ K (j = 1, 2, . . .),
(ii) dla każdego wielowskaźnika α lim

j→∞
Dαϕj = 0 jednostajnie

na Ω pociągają za sobą zbieżność lim
j→∞

u[ϕj ] = 0.

(Dα = Dα1
1 . . .Dαn

n , ∂∂xk
= Dk , zbieżność jednostajna dla

każdego α.)



P.1. f ∈ L1
loc(Ω),

uf [ϕ] =

∫
Ω

f (x)ϕ(x)dx , ϕ(x) ∈ C∞0 (Ω).

P.2. δ0[ϕ] = ϕ(0), ϕ ∈ C∞0 (E 1).
(nie jest regularna, delta Diraca).
Przez D ′(Ω) oznaczamy zbiór wszystkich dystrybucji na Ω.



Definicja. Mówimy, że ciąg dystrybucji {um}∞m=1, um ∈ D ′(Ω) jest
zbieżny, jesli dla każdej funkcji ϕ ∈ C∞0 (Ω) istnieje skończona
granica

(4) lim
m→∞

um[ϕ].



Uwaga 2. Można pokazać, że funkcjonał

u[ϕ] = lim
m→∞

um[ϕ] ∈ D ′(Ω).



Podstawowe operacje na dystrybucjach

Z. u1, u2 ∈ D ′(Ω); λ1, λ2 ∈ C; ϕ ∈ C∞0 (Ω).
1o (λ1u1 + λ2u2)[ϕ] = λ1u1[ϕ] + λ2u2[ϕ],
2o Dju1[ϕ] = −u1[Djϕ],
3o a · u1[ϕ] = u1[aϕ], a ∈ C∞(Ω),
4o przesunięcie dystrybucji u1 o wektor η = (η1, . . . , ηn);
(Ω = En) nazywamy dystrybucją τηu1 określoną związkiem

τηu1[ϕ] = u1[τ−ηϕ],

gdzie τ−ηϕ(x) = ϕ(x + η).



Mówimy, że dystrybucja u ∈ D ′(En) jest dystrybucją okresową o
okresie h, jeśli

(5) τhu1 = u1,

tzn.
u1[ϕ(x + h) = u1[ϕ(x)], ∀ϕ∈C∞0 (En).



Wartości dystrybucji w punkcie (w.s. Łojasiewicza)

Definicja. Niech u będzie dystrybucją określoną w otoczeniu
punktu s∗ ∈ En. Załóżmy, że dla każdej funkcji ϕ ∈ C∞0 (En)

istnieje granica

(6) lim
ε→0

u
[

1
|ε|n

ϕ

(
s − s∗

ε

)]
,

przy czym ta granica jest dystrybucją stałą, tzn.

c →
∫

cϕ(x)dx .

Nazywamy ją wówczas wartością dystrybucji w punkcie s∗ i
oznaczamy przez u|s=s∗ (lub krótko u(s∗)).



Mamy, więc

u|s=s∗ [ϕ] = lim
ε→0

u
[

1
|ε|n

ϕ

(
s − s∗

ε

)]
= c
∫
ϕ(s)ds.



Uwaga 3. Dla dystrybucji u ∈ D ′(En) będącej funkcją ciągłą w
otoczeniu punktu s∗ mamy

u|s=s∗ [ϕ] = u(s∗)
∫
ϕ(s)ds.



Uwaga 4. można pokazać, że jeśli u ∈ D ′(Ω), Ω ⊂ E 1 i u′ = 0, to
u = c . (c – dystrybucja stała).



Uwaga 5. Można udowodnić, że dla każdej dystrybucji u ∈ D ′(Ω),
Ω ⊂ E 1 istnieje dystrybucja pierwotna U ∈ D ′(Ω), tzn. taka, że

(8) U ′ = u.



Całka oznaczona dystrybucji

Ograniczmy się do dystrybucji f ∈ D ′(E 1).



Definicja. Niech F ∈ D ′(E 1),F ′ = f i a, b ∈ R.

(9)
b∫

a

f (x)dx = [F (x + b)− F (x + a)]|x=0,

o ile wartość dystrybucji po prawej stronie istnieje.



Uwaga 6. Jeśli F (b),F (a) istnieją (jako wartości w s.
Łojasiewicza), to z (9) dostajemy

(9)′
b∫

a

f (x)dx = F (b)− F (a).

(w szczególności dla F będącej funkcją ciągłą dostajemy
podstawowy wzór rachunku całkowego).



Uwaga 7.
2π∫
0

f (x)dx istnieje dla każdej dystrybucji 2π–okresowej,

bowiem
F (x + 2π)− F (x) ≡ c,

gdyż F ′ = f i

d
dx

[F (x + 2π)− F (x)] = [f (x + 2π)− f (x)] = 0.



P.3. Niech

δ2π(x) =
∞∑

n→−∞
δ(x + 2πn),

gdzie δa[ϕ] = ϕ(a), ϕ ∈ C∞0 (E 1).
Dystrybucja δ2π(x) jest 2π–okresowa oraz

δ2π(x) =
d
dx

E
(

x
2π

)
,

gdzie E (α) oznacza największą liczbę całkowitą ¬ α. Wtedy

an =
1
π

2π∫
0

δ2π(x) cos nxdx =
1
π
,

bn =
1
π

2π∫
0

δ2π(x) sin nxdx = 0.



Zatem

δ2π(x) =
1
π

(
1
2

+ cos x + . . .+ cos nx + . . .

)
,

czyli

cos x + cos 2x + . . .+ cos nx + . . . = πδ2π(x)− 1
2
.
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Uwaga 8. Można udowodnić, że jeśli wartość dystrybucji f (x) jest
równa zero w każdym punkcie, to f (x) jest funkcją zerową ([4]).
Załóżmy, że f (x) = 0 w każdym punkcie jest istotne, bowiem
dystrybucja delta Diraca δ(x) ma własność, że
δ(x) = 0 dla x 6= 0 i δ(0) nie istnieje, a δ nie jest dystrybucją
zerową.



Konstrukcja dystrybucji pierwotnej

Niech ϕ0 ∈ C∞0 (E 1),
∞∫
−∞

ϕ0(t)dt = 1, f ∈ D ′(E 1), F ′ = f , F =?

Uwaga 9. Każdą funkcję ϕ ∈ C∞0 (E 1) mozna jednoznacznie
rozłożyć

ϕ = kϕ0 + ξ, gdzie k =

∞∫
−∞

ϕ(t)dt, χ = φ′, φ ∈ C∞0 (E 1).

Określamy dystrybucję pierwotną dla χ, F [χ] = F [−ψ], gdzie

ψ(t) =

t∫
−∞

χ(s)ds, (ψ ∈ C∞0 (E 1))

F [ϕ] = k[ϕ0]− f [ψ] = kF [ϕ0] + F [χ]


