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1. WPROWADZENIE

e J. tukasiewicz (1923): O logice tréjwartosciowe]
e K. Godel (1930): Die Vollstandigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils

e B. Sobocinski (1936): Axiomatization of certain many-valued systems of theory of deduc-
tion

e J. Stupecki (1946): The complete three-valued propositional calculus

e H. Rasiowa (1974 ): An algebraic approach to non-classical logics
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Badania w kierunku rozszerzenia implikacji moga i$¢ w réznych kierunkach. Z jednej strony mozna
znajdowac konkretne przykfady rozszerzonego operatora implikacji i badac jego wtasnosci, z drugiej
strony mozna podaé pewne aksjomaty, ktore uwaza sig za niezbedne wtasnosci operatora implikacji
(zaréwno z teoretycznego jak i praktycznego punktu widzenia) i badaé klasy funkcji spetniajacych
te wtasnosci. Na przyktad jasnym jest, ze matematyczne uogdlnienie implikacji powinno spetniaé
tabelke zero-jedynkowa:

1(0,0) = 1(0,1) = I(1,1) =1, I(1,0)=0.
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te wtasnosci. Na przyktad jasnym jest, ze matematyczne uogdlnienie implikacji powinno spetniaé
tabelke zero-jedynkowa:

100,0) = I(0,1) = I(1,1) =1, I(1,0) = 0. (1)

Moje badania koncentruja sie na wtasnosciach analitycznych i algebraicznych oraz
wybranych zastosowaniach implikacji rozmytych.

M. Baczynski, Wista 2010 First Prev Next Last Go Back Full Screen Close Page 3



J. Fodor, M. Roubens (1994): Fuzzy Preference Modelling and Multicriteria Decision Support

Definicja 1. Funkcje I: [0, 1] — [0, 1] nazywamy implikacja rozmyta, gdy spetnia nastepujace
warunki:

I jest malejagca wzgledem pierwszej zmiennej (
I jest rosnaca wzgledem drugiej zmienne;j (
1(0,0) =1, (

I(1,1) =1, (

I(1,0) = 0. (
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Aksjomaty (I11)—(15) mozna skréci¢ do dwdch warunkéw.

Funkcja I: [0,1]*> — [0, 1] spetniajaca (1) jest implikacja rozmyta wtedy i tylko wtedy,
gdy [ jest monotoniczna oddzielnie wzgledem kazdej zmiennej.
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M. Baczynski, B. Jayaram, Fuzzy implications (Studies in Fuzziness and Soft Com-
puting, Vol. 231), Springer, Berlin 2008.
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Studies in Fuzziness and Soft Computing AND SOFT.COMPUTING

The series “Studies in Fuzziness and Soft Computing” contains
called soft computing

publications on various areas within the 5
which include fuzzy sels, rough sets, neural networks,
evolutionary computations, probabilistic and evidential reasoning,
multi-valued logic, and related fields. The publications within
“Studies in Fuzziness and Soft Computing” are primarily
monographs and edited volumes. "Lhey cover significant recent
developments in the ficld, both of a foundalional and applicable
character. An important feature of the seties is its short publication
lime and world-wide distribution. This permils a rapid and broad
dissemination of research results.
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Fuzzy Implications

Fuzzy Implications

Fuzzy Implications (Els) generalize the classical implication and play a similar
important role in Fuzzy Logic (EL), both in FL_n and FL_w in the sense of
Zadeh. Their importance in applications of FL, viz., Approximate Reasoning
(AR), Decision Support Systems, Fuzzy Control (FC), etc., is hard to
exaggerate. This treatise is perhaps the first attempt at dealing exclusively with
this class of operation

‘The book begins with an introduction to FIs along with their desirable
properties and investigates their int tionships. The reminder of the book
is divided into 3 parts. Part I is an analytical study of Fls, detailing the different
ways of obtaining F y called as families of Fls, the various properties
they satisfy and the overlaps that exist among them. Part I is an algebraic
exploration into the structures that exist on the set of all Els, while the final part
highlights the effecting role Fls with their myriad properties play in the
inference schemes in AR,
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‘This book is intended for ar r in FL operations and it can serve as
an auxiliary textbook for different courses on FL or FC. Parts of this book may
also be of interest to practitioners in applications of FL, especially in AR or FC,
where FIs play a central role.
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ISBN 978-3-540-69080-1
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Gtowne cele monografii

e Dotychczas brak byto ksigzki, ktéra w catosci poswiecona bytaby tylko implikacjom rozmytym,
ich wtasnosciom i znaczeniu w zagadnieniach praktycznych. Pierwszym celem byto uzupet-
nienie tej luki.
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twienie wyboru implikacji rozmytej osobom ze Srodowiska inzynierskiego.
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2. GELOWNE KLASY IMPLIKACJI ROZMYTYCH
(S,N)-implikacje

Definicja 2. Funkcje 7: [0,1]> — [0,1] nazywamy (S,N)-implikacja, jeéli istnieje taka
t-konorma S i negacja rozmyta N, ze

I(z,y) = S(N(z),y), z,y € [0,1].

Jesli N jest negacja silng, to [ jest nazywana implikacja silng lub S-implikacja.

p—q="pVyg
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C. Alsina, E. Trillas (2003): When (S,N)-implications are (7', T} )-conditional functions?
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M. Baczynski, B. Jayaram (2008): On the characterizations of (S,N)-implications

Twierdzenie 1. Dla funkcji I: [0,1]*> — [0, 1] nastepujace warunki s3 réwnowazne:
(i) I jest (S,N)-implikacja generowana z ciagtej (scistej, silnej) negacji rozmytej N.
(ii) I spetnia (11) (lub (12)), prawo komutacji
Iz, I(y,2) =1y, I(z,2)), x,y,z € [0,1], (EP)

oraz funkcja Ni(x) := I(x,0) jest ciagta (Scista, silna) negacja rozmyta.
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o s — rodzina (S,N)-implikacji

e Cls v — rodzina ciagtych (S,N)-implikacji

o [s. . — rodzina (S,N)-implikacji generowanych z ciagtych funkcji

® [s — rodzina S-implikacji

o [s n, — rodzina (S,N)-implikacji generowanych z dowolnej t-normy oraz jej naturalnej negacji

® Is-n: — rodzina (S,N)-implikacji gen. z dowolnej t-normy oraz jej naturalnej silnej negacji
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R-implikacje

Definicja 3. Funkcje I: [0, 1] — [0, 1] nazywamy R-implikacja, jedli istnieje taka t-norma T', ze

I(z,y) =sup{t € [0,1] | T(x,t) <y}, x,y € 0,1].
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I(z,y) =sup{t € [0,1] | T(z,t) <y}, x,y € [0,1]. (2)

‘R-implikacja’ jest skrécong wersja ‘residual implication’, a samo I nazywane jest jako 'the resi-
duum of T". W tym kontekscie definicja jest rozwazana tylko dla t-norm ciggtych lewostronnie.

Twierdzenie 2. Dla t-normy T' nastepujace warunki sa réwnowazne:
(i) T jest ciagta lewostronnie.

(ii) T oraz I spetniaja nastepujaca réwnowaznos¢ (ang. residual principle):

T(x,2) <y <= I(v,y) > z, z,y, 2 € [0,1]. (RP)

(iii) Supremum w (2) staje sie maksimum.
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R-implikacje (kontynuacja)

M. Miyakoshi, M., Shimbo (1985): Solutions of composite fuzzy relational equations with
triangular norms

Twierdzenie 3. Dla funkgji I: [0,1]* — [0, 1] nastgpujace warunki s3 réwnowazne:
(i) I jest R-implikacja generowana z t-normy lewostronnie ciagfej.
(i) I spetnia (12), prawo komutacji (EP), prawo porzadku
I(x,y) =1<= x <y, x,y € [0,1]. (OP)
oraz I jest prawostronnie ciaggfa ze wzgledu na druga zmienna.

Ponadto reprezentacja R-implikacji jest jednoznaczna w tym przypadku.
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Ponadto reprezentacja R-implikacji jest jednoznaczna w tym przypadku.

Niezalezno$¢ powyzszych aksjomatéw byta otwartym problemem. Zostat on rozwigzany przez na-
szego studenta:

R. tukasik (2010): A note on the mutual independence of the properties in the characterization
of R-implications generated from left-continuous t-norms
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Twierdzenie 3. Dla funkgji I: [0,1]* — [0, 1] nastgpujace warunki s3 réwnowazne:
(i) I jest R-implikacja generowana z t-normy lewostronnie ciagfej.
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Ponadto reprezentacja R-implikacji jest jednoznaczna w tym przypadku.

Niezalezno$¢ powyzszych aksjomatéw byta otwartym problemem. Zostat on rozwigzany przez na-
szego studenta:

R. tukasik (2010): A note on the mutual independence of the properties in the characterization
of R-implications generated from left-continuous t-norms

Problem 1. Jaka jest charakteryzacja R-implikacji generowanych z dowolnych t-norm?

M. Baczynski, Wista 2010 First Prev Next Last Go Back Full Screen Close Page 12



________________________________

|
i Irp It i
|
! :
| fete Ire |!
|
i P |
i : hx = "Iy, = "I, : i “Iy
L -1 »

e It — rodzina R-implikacji

e ClI1 — rodzina ciagtych R-implikagj

e I, . — rodzina R-implikacji generowanych za pomoca t-norm lewostronnie ciagtych

e Cl1, . - rodzina ciagtych R-implikacji generowanych za pomoca t-norm lewostronnie ciagtych
® [1. — rodzina R-implikacji generowanych za pomoca t-norm ciggtych

e Clt. - rodzina ciaglych R-implikacji generowanych za pomoca t-norm lewostronnie ciagtych

e [ x — rodzina R-implikacji sprzezonych do implikacji tukasiewicza
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Problem zostat rozwigzany réwniez w b.r.:
B. Jayaram (2010): On the continuity of residuals of triangular norms, Nonlinear Analysis

Twierdzenie 4. R-implikacji I jest ciggta wtedy i tylko wtedy gdy T" jest t-norma nilpotentna,
czyli I jest sprzezone do implikacji tukasiewicza.
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Twierdzenie 4. R-implikacji I jest ciggta wtedy i tylko wtedy gdy T" jest t-norma nilpotentna,
czyli I jest sprzezone do implikacji tukasiewicza.

Prace zwigzane z badaniem przekrojow gtéwnych klas implikacji rozmytych

D. Dubois, H. Prade (1984): A theorem on implication functions defined from triangular
norms

J.C. Fodor (1991): On fuzzy implication operators

M. Baczynski, B. Jayaram (2008): (S,N)- and R-implications: A state-of-the-art survey
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Inc

Is

e [1- — rodzina wszystkich R-implikacji generowanych za pomoca t-norm lewostronnie ciagtych,

ktérych naturalna negacja jest silna
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QL-implikacje

Definicja 4. Funkcje I: [0,1]> — [0, 1] nazywamy QL-operacja, jedli istnieje taka t-norma T,
t-konorma S' oraz negacja rozmyta N, ze

I(z,y) = S(N(z),T(z,y)), z,y € 10,1].

p—q=-pV(pAq)
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QL-implikacje

Definicja 4. Funkcje I: [0,1]> — [0, 1] nazywamy QL-operacja, jedli istnieje taka t-norma T,
t-konorma S' oraz negacja rozmyta N, ze

I(z,y) = S(N(z),T(z,y)), z,y € 10,1].

p—q=-pV(pAq)

Dlaczego piszemy QL-operacja, a nie QL-implikacja?
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QL-implikacje

Definicja 4. Funkcje I: [0,1]> — [0, 1] nazywamy QL-operacja, jedli istnieje taka t-norma T,
t-konorma S' oraz negacja rozmyta N, ze

I(z,y) = S(N(z),T(z,y)), z,y € 10,1].

p—q=-pV(pAq)

Dlaczego piszemy QL-operacja, a nie QL-implikacja?

Nie wszystkie QL-operacje sg implikacjami rozmytymi zgodnie z nasza definicjg
(nawet jesli wszystkie funkcje sg ciagte, a N jest negacja silng).
Operator Zadeha

Iz(x,y) = max(l — z, min(z, y)), z,y € [0, 1],

nie spetnia (11). Jest on QL-operacja generowana z tréjki (T, Sni, Ne).
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QL-implikacje

Definicja 4. Funkcje I: [0,1]> — [0, 1] nazywamy QL-operacja, jedli istnieje taka t-norma T,
t-konorma S' oraz negacja rozmyta N, ze

I(z,y) = S(N(z),T(z,y)), z,y € 10,1].

p—q=-pV(pAq)

Dlaczego piszemy QL-operacja, a nie QL-implikacja?

Nie wszystkie QL-operacje sg implikacjami rozmytymi zgodnie z nasza definicjg
(nawet jesli wszystkie funkcje sg ciagte, a N jest negacja silng).
Operator Zadeha

Iz(x,y) = max(l — z, min(z, y)), z,y € [0, 1],

nie spetnia (11). Jest on QL-operacja generowana z tréjki (T, Sni, Ne).
Implikacja Kleene-Dienesa

IKD<CE7y> — maX(l - $7y)7 T,y € [07 1]7

spetnia (11). Jest ona QL-implikacja generowang z tréjki (71, St., Nc¢).
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Twierdzenie 5. Jesli QL-operacja It s n jest implikacja rozmyta, to para (S, N) spetnia uogdl-
nione prawo wytaczonego srodka:

S(N(x),z) =1, x € 0,1].
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Twierdzenie 5. Jesli QL-operacja It s n jest implikacja rozmyta, to para (S, N) spetnia uogdl-
nione prawo wytaczonego srodka:

S(N(z),z) =1, z € [0,1]. (LEM)
Warunek (LEM) jest tylko konieczny, ale nie wystarczajacy!

Przyktad 1. Niech S bedzie t-norma zdefiniowang nastepujaco

1, gdyz+y >1

max(x,y), w przeciwnym przypadku

SHM(x7 y) - {

oraz N = N bedzie klasyczna negacja. Para (Sym, Nc) spetnia (LEM).
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Twierdzenie 5. Jesli QL-operacja It s n jest implikacja rozmyta, to para (S, N) spetnia uogdl-
nione prawo wytaczonego srodka:

S(N(z),z) =1, z € [0,1]. (LEM)
Warunek (LEM) jest tylko konieczny, ale nie wystarczajacy!

Przyktad 1. Niech S bedzie t-norma zdefiniowang nastepujaco

1, gdyz+y >1
max(x,y), w przeciwnym przypadku

SHM(x7 y) - {

oraz N = N bedzie klasyczna negacja. Para (Sym, Nc) spetnia (LEM).
() L-operacja I7 g generowana z trojki (1p, Snm, Nc) jest dana wzorem

1, gdyy =1
max(l — z,xy), w przeciwnym przypadku

It sn(z,y) = {

i nie spetnia (I11).
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Twierdzenie 5. Jesli QL-operacja It s n jest implikacja rozmyta, to para (S, N) spetnia uogdl-
nione prawo wytaczonego srodka:

S(N(z),z) =1, z € [0,1]. (LEM)
Warunek (LEM) jest tylko konieczny, ale nie wystarczajacy!

Przyktad 1. Niech S bedzie t-norma zdefiniowang nastepujaco

1, gdyz+y >1
max(x,y), w przeciwnym przypadku

SHM(x7 y) - {

oraz N = N bedzie klasyczna negacja. Para (Sym, Nc) spetnia (LEM).
() L-operacja I7 g generowana z trojki (1p, Snm, Nc) jest dana wzorem

1, gdyy =1
max(l — z,xy), w przeciwnym przypadku

It sn(z,y) = {

i nie spetnia (I11).

e E. Trillas, C. Campo, S. del Cubillo (2000): When QM-operators are implication
functions and conditional fuzzy relations

e M. Mas, M. Monserrat, J. Torrens (2006): QL-implications versus D-implications

e Y. Shi, D. Ruan, E.E. Kerre (2008): On the first place antitonicity in QL-implications
M. Baczynski, Wista 2010 First Prev Next Last Go Back Full Screen Close Page 17



3. PRZEKROJE GLOWNYCH KLAS IMPLIKACJI
ROZMYTYCH

M. Baczynski, B. Jayaram (2010): QL-implications: some properties and intersections.
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4. KLASY UNINORM

Uninormy s3 uogdlnieniem t-norm oraz t-konorm w tym sensie, ze element neutralny moze nalezeé
do przedziatu [0, 1]. Zatem implikacje rozmyte moga by¢ otrzymywane z uninorm w podobny
sposob jak to byto pokazane wczesniej:

1. (U, N)-implikacje I(z,y) =U(N(z),y)
2. Implikacje indukowane z uninorm I(z,y) =sup{t € [0,1] | U(x,t) <y}
3. QL-implikacje z uninorm I(z,y) = Ui(N(x),Us(x,y))
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4. KLASY UNINORM

Uninormy s3 uogdlnieniem t-norm oraz t-konorm w tym sensie, ze element neutralny moze nalezeé
do przedziatu [0, 1]. Zatem implikacje rozmyte moga by¢ otrzymywane z uninorm w podobny
sposob jak to byto pokazane wczesniej:

1. (U, N)-implikacje I(z,y) =U(N(z),y)
2. Implikacje indukowane z uninorm I(z,y) =sup{t € [0,1] | U(x,t) <y}
3. QL-implikacje z uninorm I(z,y) = Ui(N(x),Us(x,y))

e B. De Baets, J. Fodor (1997): On the structure of uninorms and their R-implications
e B. De Baets, J. Fodor (1999): Residual operators of uninorms

e D. Ruiz, J. Torrens (2004): Residual implications and co-implications from idempotent
uninorms

e D. Ruiz, J. Torrens (2006): Distributivity of strong implications over conjunctive and
disjunctive uninorms

e M. Mas, M. Monserrat, J. Torrens (2007): Two types of implications derived from
uninorms

e M. Baczynski, B. Jayaram (2007): (U,N)-implications and their characterization
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms

Uwaga 1. (i) Jeslie =0, to U jest t-konormga oraz jesli e = 1, to U jest t-norma.
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms

Uwaga 1. (i) Jeslie =0, to U jest t-konormga oraz jesli e = 1, to U jest t-norma.

(ii) Element neutralny e danej uninormy U jest wyznaczony jednoznacznie.
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms

Uwaga 1. (i) Jeslie =0, to U jest t-konormga oraz jesli e = 1, to U jest t-norma.
(ii) Element neutralny e danej uninormy U jest wyznaczony jednoznacznie.

(iii) Dla dowolnej uninormy U mamy U(0,1) € {0, 1}.
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms

Uwaga 1. (i) Jeslie =0, to U jest t-konormga oraz jesli e = 1, to U jest t-norma.
(ii) Element neutralny e danej uninormy U jest wyznaczony jednoznacznie.
(iii) Dla dowolnej uninormy U mamy U(0,1) € {0, 1}.

(iv) Uninorma U taka, ze U(0,1) = U(1,0) = 0 jest nazywana koniunktywna oraz jesli
U(0,1) =U(1,0) =1, to jest ona nazywana alternatywng.
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms

Uwaga 1. (i) Jeslie =0, to U jest t-konormga oraz jesli e = 1, to U jest t-norma.
(ii) Element neutralny e danej uninormy U jest wyznaczony jednoznacznie.
(iii) Dla dowolnej uninormy U mamy U(0,1) € {0, 1}.

(iv) Uninorma U taka, ze U(0,1) = U(1,0) = 0 jest nazywana koniunktywna oraz jesli
U(0,1) =U(1,0) =1, to jest ona nazywana alternatywng.

(v) Struktura uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1) jest zawsze nastepujaca: zachowuje
sie jak t-norma na kwadracie [0, ¢|?, jak t-konorma na kwadracie [e, 1] oraz przyjmuje wartoéci
pomiedzy minimum i maksimum w pozostatych przypadkach.
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UNINORMY

Definicja 5. Przemienna, taczna oraz rosnaca operacje U : [0, 1]? — [0, 1] nazywamy uninorma,
jesli istnieje takie e € [0,1], ze U(e,z) = U(x, e) = x dla wszystkich = € [0, 1].

R.R. Yager, A. Rybalov (1996): Uninorm aggregation operators
J. Fodor, R.R. Yager, A. Rybalov (1997): Structure of uninorms

Uwaga 1. (i) Jeslie =0, to U jest t-konormga oraz jesli e = 1, to U jest t-norma.
(ii) Element neutralny e danej uninormy U jest wyznaczony jednoznacznie.
(iii) Dla dowolnej uninormy U mamy U(0,1) € {0, 1}.

(iv) Uninorma U taka, ze U(0,1) = U(1,0) = 0 jest nazywana koniunktywna oraz jesli
U(0,1) =U(1,0) =1, to jest ona nazywana alternatywng.

(v) Struktura uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1) jest zawsze nastepujaca: zachowuje
sie jak t-norma na kwadracie [0, ¢|?, jak t-konorma na kwadracie [e, 1] oraz przyjmuje wartoéci
pomiedzy minimum i maksimum w pozostatych przypadkach.

Istnieje kilka réznych klas uninorm, ktére pokrétce oméwimy na kolejnych slajdach.
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Klasy Uniin Oraz Unpax

Twierdzenie 6. Niech ¢ € (0,1). Dla funkcji U: [0,1]> — [0, 1] nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

(i) U jest taka koniunktywna uninorma z elementem neutralnym e, ze odwzorowanie x — U (z, 1)
Jest ciagte dla wszystkich x € [0, ¢e).

(ii) Istnieja t-norma T" oraz t-konorma S takie, ze

G'T(x,y>, gdyx7y€[076]7

e e

Ulr,y) = e+(1—e)-5<f:2,§:2>, gdy x,y € le, 1], z,y € [0, 1].
min(zx, y), else,
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Twierdzenie 7. Niech e € (0,1). Dla funkcji U : [0,1]> — [0, 1] nastepujace warunki sa réwno-
wazne:

(i) U jest taka alternatywna uninormga z elementem neutralnym e, ze odwzorowanie x — U (x, 0)
Jjest ciagte dla wszystkich x € (e, 1].

(ii) Istnieja t-norma T oraz t-konorma S takie, ze

e-T(%,Y), gdy 7.y € [0.e],

e e

U(QT,y): 6_‘_(1_6)5(?:27?::)7 gdy$7y€[€71]7 x,yE[O,l].
max(x,y), else,

Elementy tych rodzin bedzie my oznaczaé symbolami chﬂ’s,e € Upnpin oraz U%S,e € Unfax.
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Uninormy idempotentne Uigem

Definicja 6. Uninorme U taka, ze U(z, x) = x dla wszystkich x € [0, 1] nazywamy idempotent-

na.
Klasa wszystkich uninorm idempotentnych bedzie oznaczona symbolem Uigem.
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Uninormy idempotentne Uigem

Definicja 6. Uninorme U taka, ze U(z, x) = x dla wszystkich = € [0, 1] nazywamy idempotent-

na.
Klasa wszystkich uninorm idempotentnych bedzie oznaczona symbolem Uigem.

MARTIN, MAYOR and TORRENS (2003) podali charakteryzacje wszystkich uninorm idempo-
tentnych, ktéra zawiera w sobie wczesniejsze wyniki DE BAETSA (1999), ktéry pierwszy podat
charakteryzacje lewostronnie ciggtych oraz prawostronnie ciggtych uninorm idempotentnych, oraz
Prof. CZOGALY i DREWNIAKA.

E. Czogata, J. Drewniak (1984): Associative monotonic operations in fuzzy set theory

B. De Baets (1999): Idempotent uninorms

J. Martin, G. Mayor, J. Torrens (2003): On locally internal monotonic operators
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M. Baczynski, Wista 2010

Twierdzenie 8. Dla funkcji U: [0,1]> — [0, 1] nastepujace warunki s3 réwnowazne:
(i) U jest uninorma idempotentng z elementem neutralnym e € [0, 1].

(ii) Istnieje malejaca funkcja g: [0,1] — [0, 1] z punktem statym e, spetniajaca

g(x) =0,  dlaz e (g(0),1],
g(x) =1, dla x € [0, g(1)),
inf{y | g(y) = g(x)} < g(g(z)) <sup{y | g(y) = g(x)}

dla x € |0, 1] taka, ze U ma nastepujaca postac:

min(z,y), gdyy < g(x) lub(y = g(z) iz <glg(z))),
max(z,y), gdyy > g(x) lub(y=g(x) iz > g(g(z))),
U(z,y) = {max(z,y)

lub gdyy=g(x)iz=g(g(x)),

min(x, y),

oraz U jest przemienna w zbiorze {(x,y) | y=g(x) ix = g(g(z))}.
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D. Ruiz-Aguilera, J. Torrens, B. DeBaets, J. Fodor (2010): Some remarks on the cha-
racterization of idempotent uninorms
Okazuje sie, ze powyzsze warunki nie s3 wystarczajace.
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D. Ruiz-Aguilera, J. Torrens, B. DeBaets, J. Fodor (2010): Some remarks on the cha-

racterization of idempotent uninorms
Okazuje sie, ze powyzsze warunki nie s wystarczajace. Funkcja g powinna by¢ ld-symetryczna.

Definicja 7. Malejaca funkcje g: [0, 1] — [0, 1] nazywamy ld-symetryczna, jesli jej uzupetniony
wykres F), jest Id-symetryczny, czyli dla wszystkich (z,y) € [0, 1]*> zachodzi

(z,y) € F, <= (y,x) € F,.
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D. Ruiz-Aguilera, J. Torrens, B. DeBaets, J. Fodor (2010): Some remarks on the cha-
racterization of idempotent uninorms
Okazuje sie, ze powyzsze warunki nie s wystarczajace. Funkcja g powinna by¢ ld-symetryczna.

Definicja 7. Malejaca funkcje g: [0, 1] — [0, 1] nazywamy ld-symetryczna, jesli jej uzupetniony
wykres F), jest Id-symetryczny, czyli dla wszystkich (z,y) € [0, 1]*> zachodzi

(z,y) € F, <= (y,x) € F,.

Przykfad 2. Niech e € (0, 1) bedzie ustalone i rozwazmy funkcje g. oraz g; dane jak ponizej:

1, gdy x <e, d e, gdyzx <e,
ge(x) = 9°(x) =
e, gdyx > e, 0, gdyz >e.

Wodwczas odpowiadajace im uninormy idempotentne s3 nastepujacej postaci:

ce max(z,y), gdy z,y € le, 1],
Umu,y){ (,9) 1]

min(x,y), else,
de min(x, y)? gdy T,y € [07 6]7
UYR(xa y) - {

max(x,y), else.
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Uninormy reprezentatywne URrep

Twierdzenie 9 (Fodor, Yager, Rybalov (1997)). Dla funkcji U: [0,1]* — [0, 1] nastepujace
warunki s3 rownowazne:

(i) U jest $cidle rosnaca i ciagta na (0,1)? uninorma z elementem neutralnym e € (0,1) taka,
ze U jest samodualna za wyjatkiem punktéw (0, 1) oraz (1,0) wzgledem silnej negacji N z
punktem statym e, czyli

Ulz,y) = N(U(N(z), N(y))), z,y € 0,1\ {(0,1), (1,0)}.
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Uninormy reprezentatywne URrep

Twierdzenie 9 (Fodor, Yager, Rybalov (1997)). Dla funkcji U: [0,1]* — [0, 1] nastepujace
warunki s3 rownowazne:

(i) U jest $cidle rosnaca i ciagta na (0,1)? uninorma z elementem neutralnym e € (0,1) taka,

ze U jest samodualna za wyjatkiem punktéw (0, 1) oraz (1,0) wzgledem silnej negacji N z
punktem statym e, czyli

Ulz,y) = N(U(N(z), N(y))), z,y € 0,1\ {(0,1), (1,0)}.

(ii) Istnieje ciagta i scisle rosnaca funkcja h: [0,1] — [—o00, 0] (wyznaczona jednoznacznie z
dokfadnoscia do dodatniej statej multiplikatywnej) taka, ze h(0) = —oo, h(e) = 0 dla
e € (0,1), h(1) = co oraz

0, gdy (z,y) € {(0,1),(1,0)},
h='(h(z) + h(y)), &dy (x,y) € [0,1]*\ {(0,1),(1,0)},

lub

L, gdy (z,y) € {(0,1),(1,0)},

R (h(x) + h(y), gdy (z,y) € 0,12\ {(0,1),(1,0)}.

Uninormy, ktére mozna przedstawi¢ jak powyzej nazywamy reprezentatywnymi, a ich klase ozna-

czamy symbolem URep.
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U<x,y)={



X

Przykfad 3. (i) Dla addytywnego generatora hi(x) = In (H) otrzymujemy nastepujaca ko-
niunktywnga i reprezentatywng uninorme:

0, gdy (w,y) € {(0,1),(1,0)},
Up (2,y) = Ty
(1—2)(1 —y)+ay

, else.

W tym przypadku e = %
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X

Przykfad 3. (i) Dla addytywnego generatora hi(x) = In (H) otrzymujemy nastepujaca ko-
niunktywnga i reprezentatywna uninorme:

0, gdy (w,y) € {(0,1),(1,0)},
Up (2,y) = Yy
(1—2)(1 —y)+ay

, else.

W tym przypadku e = %

Nastepujace zwiazki istniejg wsrdd wprowadzonych rodzin uninorm:

Z/[Min N Z/[Idem - Z/{[,Gc7
Unax N Utdem = UI,Gd7
Untin N uRep = Untax N Z/[Rep = Urdem N uRep - @7

gdzie

UI,GCZ{UEZ/{Idem | g:g6|€€<071)}7
Z/{LGUZ:{UEZ/{Idem | g:ng66(0,1>}
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5. Klasy implikacji rozmytych generowanych z uni-
norm

(U,N)-operacje oraz (U,N)-implikacje

Definicja 8. Funkcje 7: [0,1]> — [0,1] nazywamy (U,N)-operacja, jedli istnieja taka uninorma
U oraz negacja rozmyta N, ze

Iyn(z,y) = U(N(z),y), z,y € [0,1].
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5. Klasy implikacji rozmytych generowanych z uni-
norm

(U,N)-operacje oraz (U,N)-implikacje

Definicja 8. Funkcje 7: [0,1]* — [0,1] nazywamy (U,N)-operacja, jeéli istnieja taka uninorma
U oraz negacja rozmyta N, ze

[U,N(xay):U(N(x)7y)7 X,y € [07 1]

Twierdzenie 10 (De Baets, Fodor (1999)). Dla uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1)
nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) (U,N)-operacja Iy n jest implikacja rozmyta.
(ii) U jest uninorma koniunktywna, czyli U(0,1) = U(1,0) = 1.
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5. Klasy implikacji rozmytych generowanych z uni-
norm

(U,N)-operacje oraz (U,N)-implikacje

Definicja 8. Funkcje 7: [0,1]* — [0,1] nazywamy (U,N)-operacja, jeéli istnieja taka uninorma
U oraz negacja rozmyta N, ze

[U,N(xay):U(N(x)7y)7 X,y € [07 1]

Twierdzenie 10 (De Baets, Fodor (1999)). Dla uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1)
nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) (U,N)-operacja Iy n jest implikacja rozmyta.
(ii) U jest uninorma koniunktywna, czyli U(0,1) = U(1,0) = 1.

Tylko jesli (U,N)-operacja jest implikacja rozmyta uzywamy terminologii (U,N)-implikacja.
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M. Baczynski, B. Jayaram (2009): (U,N)-implications and their characterizations

Twierdzenie 11. Dla funkcji U: [0,1]* — [0, 1] nastepujace warunki s3 réwnowazne:

(i) I jest (U N)-implikacja generowang z pewnej uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1)
oraz pewnej ciggfej negacji N .

(ii) I spetnia (11), (13), (EP) oraz funkcja Nj(-) = I(-,e) jest ciaggla negacja dla pewnego
e € (0,1).
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Przyktad 4. Rozwazmy koniunktywna uninorme Upk z klasy Uniax generowana przez trdjke
(Tuk, Sk, 0.5), gdzie Tk (SLk) oznacza odpowiednio t-norme (t-konorme) tukasiewcza. Wéw-

Czas

max(y —x + 0.5,0), gdy max(l —x,y) < 0.5,
It No(z,y) = {min(y —z + 0.5,1), gdy min(1 —x,y) > 0.5,

IKD(xa y)a else,
gdzie Ikp jest implikacja zdefiniowang nastepujaco:

[KD<:E7y> :max(l—aj,y), T,y & [071]
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Przyktad 4. Rozwazmy koniunktywna uninorme Upk z klasy Uniax generowana przez trdjke
(Tuk, Sk, 0.5), gdzie Tk (SLk) oznacza odpowiednio t-norme (t-konorme) tukasiewcza. Wéw-
czas
max(y —x + 0.5,0), gdy max(l —x,y) < 0.5,
It No(z,y) = {min(y —z + 0.5,1), gdy min(1 —x,y) > 0.5,

IKD(Ia y)a else7
gdzie Ikp jest implikacja zdefiniowana nastepujaco:
[KD<CE7y> :max(l—a:,y), xr,y € [071]

Przyktad 5. Rozwazmy koniunktywna uninorme Un; z klasy Uniax generowana przez trdjke
(Tn, Sm, 0.5), gdzie Ty (Swm) oznacza odpowiednio t-norme minimum (t-konorme maksimum).
Zauwazmy, ze jednoczesnie Ung jest uninorma idempotentng. Woéwczas

min(l — z,y), gdy max(l —x,y) < 0.5,

I T,Y) =
U Ve (2 Y) {IKD(:I:,y), else.
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RU-operacje oraz RU-implikacje

Definicja 9. Funkcje 7: [0,1]*> — [0, 1] nazywamy RU-operacja jedli istnieje taka uninorma U,
ze
I(z,y) =sup{t € [0,1] | U(z,t) <y}, z,y €10,1]. (3)

Jesli I jest RU-operacja generowana z uninormy U, to wowczas oznaczamy jg symbolem [j;.
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RU-operacje oraz RU-implikacje

Definicja 9. Funkcje 7: [0,1]*> — [0, 1] nazywamy RU-operacja jedli istnieje taka uninorma U,
ze
I(z,y) =sup{t € [0,1] | U(z,t) <y}, z,y €10,1]. (3)

Jesli I jest RU-operacja generowana z uninormy U, to wowczas oznaczamy jg symbolem [j;.

Twierdzenie 12 (De Baets, Fodor 1999). Dla uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1)
nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Iy jest implikacja rozmyta.
(i) Dla wszystkich z € [0, 1) zachodzi U(0, z) = 0.
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RU-operacje oraz RU-implikacje

Definicja 9. Funkcje 7: [0,1]*> — [0, 1] nazywamy RU-operacja jedli istnieje taka uninorma U,
ze
I(z,y) =sup{t € [0,1] | U(z,t) <y}, z,y €10,1]. (3)

Jesli I jest RU-operacja generowana z uninormy U, to wowczas oznaczamy jg symbolem [j;.

Twierdzenie 12 (De Baets, Fodor 1999). Dla uninormy U z elementem neutralnym e € (0, 1)
nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) Iy jest implikacja rozmyta.
(i) Dla wszystkich z € [0, 1) zachodzi U(0, z) = 0.

Tylko jesli RU-operacja jest implikacjg rozmyta uzywamy terminologii RU-implikacja.
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RU-implikacje z uninorm w klasie Upnip

Twierdzenie 13 (De Baets, Fodor (1999)). Jesli Ut 5. € Untin, to RU-implikacja generowana
z U jest dana wzorem

G.IT@’%)? gdy z,y €[0,e) iz >y,

Iije (w,y): €+(1—€)-IS<916__2,g1/__2>, gdyg;7y€[671]ix<y,

v “ gdy x,y € e, 1] iz >y,
lep(2,y), else,

dla x,y € [0,1], gdzie Is(x,y) = sup{t € [0,1] : S(x,t) < y} oznacza residuum t-konormy S
oraz Igp jest implikacja Godla dang wzorem:

1, gdyx<y

]GD(xhy) = { 3
Yy, gdyxr >y

x,y € [0,1].
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Przykfad 6. Rozwazmy koniunktywng uninorme Upk = (Tik, Sik, 0.5) € Unin. Wowczas

]ULK<x7 y) =

M. Baczynski, Wista 2010

0.5 +vy — =,

0.5,
]GD<‘737 y)a

gdy (z,y €[0,0.5) iy <x)
lub (z,y € [0.5,1] i y > x),
gdy z,y € [0.5,1] iy <,

else.
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Przykfad 6. Rozwazmy koniunktywng uninorme Upk = (Tik, Sik, 0.5) € Unin. Wowczas

0.5+y—z, gdy (z,y€[0,0.5)iy<x)
lub (z,y € [0.5,1] i y > x),
0.5, gdy z,y € [0.5,1] iy < x,

Ian(x,y),  else.

]ULK<x7 y) =

Przykfad 7. Rozwazmy koniunktywng uninorme Unt = (T, Sm, 0.5) € Untin. Wowczas

v, gdy z,y € [0.5,1] iy >z,
Iy (z,y) = <0.5, gdy =,y € [0.5,1] iy < =z,

Iep(z,y), else.
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RU-implikacje z uninorm idempotentnych

Twierdzenie 14 (Ruiz, Torrens (2004)). Jesli U € Urgem posiada generator g taki, ze g(0) =1,
to RU-implikacja generowana z U jest dana wzorem

max(g(x),y), gdyr <,
IU(any)Z{ (@), y). edy i x,y € [0,1].

min(g(z),y), gdyx >y,
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RU-implikacje z uninorm idempotentnych

Twierdzenie 14 (Ruiz, Torrens (2004)). Jesli U € Urgem posiada generator g taki, ze g(0) =1,
to RU-implikacja generowana z U jest dana wzorem

max(g(x),y), gdyr <,
IU(ﬂfay)Z{ (@), y). edy i x,y € [0,1].

min(g(z),y), gdyx >y,
Przyktad 8. Rozwazmy uninorme idempotentng Uyg € Unpin podana w przyktadzie 2. Wéwczas

y, gy (y<ziy<e)lub(y>ziz>e),
Iyee (x,y) = e, gdyy<ziy>e, ,  wyel01]

1, else.
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RU-implikacje z uninorm reprezentatywnych

Twierdzenie 15 (De Baets, Fodor (1999)). Jesli Uj, € Ugep, to

L gdy (z,y) € {(0,0), (1,1)},
Iy, (2, y) = {hl(h(y) — h(x)), else,

dla wszystkich x,y € [0,1].
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6. PRZEKROJE POWYZSZYCH KLAS

M. Baczynski, B. Jayaram (2010): Intersections between some families of (U,N)- and RU-
implications

Wprowadzmy oznaczenia:
e [y — rodzina wszystkich (U,N)-implikacji
o [y . — rodzina wszystkich (U,N)-implikacji otrzymanych z ciggtych negagji
® [y, — rodzina wszystkich RU-implikacji otrzymanych z uninorm z klasy Unin
e [y, — rodzina wszystkich RU-implikacji otrzymanych z uninorm z klasy Uigem-

e [y, — rodzina wszystkich RU-implikacji otrzymanych z uninorm z klasy URrep
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Przekrdj miedzy Iy y oraz Iy,

Lemat 1. Jesli I; i jest (U,N)-operacja otrzymana z uninormy U z elementem neutralnym e €
(0,1) oraz negacji N, to Nj = N.
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Przekrdj miedzy Iy y oraz Iy,
Lemat 1. Jesli I; i jest (U,N)-operacja otrzymana z uninormy U z elementem neutralnym e €
(0,1) oraz negacji N, to Nj = N.

Lemat 2. Jesli U € Unpin z elementem neutralnym e € (0, 1), to naturalna negacja Iy wzgledem
e jest funkcjag dana wzorem
L, gdyxzel0e),

Ng (2) =
iv(®) { gy € [e, 1],

ktora nie jest implikacja rozmyta.
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Przekrdj miedzy Iy y oraz Iy,

Lemat 1. Jesli I; i jest (U,N)-operacja otrzymana z uninormy U z elementem neutralnym e €
(0,1) oraz negacji N, to Nj = N.

Lemat 2. Jesli U € Unpin z elementem neutralnym e € (0, 1), to naturalna negacja Iy wzgledem
e jest funkcjag dana wzorem
L, gdyxzel0e),

Ng (2) =
iv(®) { gy € [e, 1],

ktora nie jest implikacja rozmyta.

Wobec powyzszego otrzymujemy
HU,N NIy, = 0.
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Przekrdj pomiedzy Iy iy oraz Iy,

Lemat 3. Niech U;, bedzie reprezentatywna uninorma z addytywnym generatorem h. Wodwczas
RU-implikacja Iy, jest rowniez (U,N)-implikacja otrzymana z alternatywnej i reprezentatywnej
uninormy U& danej wzorem

1, gdy (z,y) € {(0,1),(1,0)},

x,y € (0, 1],
Uh(iU, y)) e/se, Y [ ]

Ui(z,y) = {

i jej naturalnej negacji Ny, , czyli Iy, = I U8 Ny,
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Przekrdj pomiedzy Iy iy oraz Iy,

Lemat 3. Niech U;, bedzie reprezentatywna uninorma z addytywnym generatorem h. Wodwczas
RU-implikacja Iy, jest rowniez (U,N)-implikacja otrzymana z alternatywnej i reprezentatywnej
uninormy U& danej wzorem

L gdy (z,y) € {(0,1),(1,0)},
Ui (z,y) = 2,y € [0,1],
Uh(iU, y)) e/se,
i jej naturalnej negacji Ny, , czyli Iy, = I U8 Ny,
Oznaczmy
° HU%,NUR — rodzina wszystkich (U,N)-implikacji otrzymanych z alternatywnych i reprezenta-

tywnych uninorm oraz ich silnych naturalnych negacji

Powyzszy wynik mozna zapisaé nastepujaco:

Ty O Tug, = Tyg g, -

]IUR = HU%,NUR g HU,N@ g ]I[U,N-
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Przekrdj pomiedzy Iy i oraz Iy,

Twierdzenie 16. Niech U; bedzie uninorma idempotentna generowana z ciagfej funkcji g, N
negacja rozmyta oraz U uninormg. Wodwczas nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) RU-implikacja Iy;, jest réwniez (U,N)-implikacja Iy v .

(ii) g = N jest negacja silng oraz U jest dane wzorem

Uuwy_gw@w, gdy y # g(x), .y 0.1]

max(x,y), gdyy = g(x),
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Przekrdj pomiedzy Iy i oraz Iy,

Twierdzenie 16. Niech U; bedzie uninorma idempotentna generowana z ciagfej funkcji g, N
negacjg rozmyta oraz U uninorma. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:

(i) RU-implikacja Iy;, jest réwniez (U,N)-implikacja Iy v .

(ii) g = N jest negacja silng oraz U jest dane wzorem

U@W%_gwmw, gdy y # g(x), .y 0.1]

max(x,y), gdyy = g(x),

Whiosek 1. Niech N bedzie negacjg silng i niech U bedzie alternatywng prawostronnie ciggta
uninormg idempotentng otrzymang z N. Woéwczas odpowiadajace (U,N)- oraz RU-implikacje sa
identyczne, czyli Iy n = Iyy.

Oznaczmy

e [y, — rodzina wszystkich RU-implikacji otrzymanych z uninorm z klasy Uiqem, ktorych ge-
nerator jest negacja silna.

® [y, N —rodzina wszystkich (U,N)-implikacji otrzymanych z uninorm prawostronnie ciagtych
N
i idempotentnych, ktorych generator g jest silng negacja, oraz tej negacji V.

Korzystajac z tej notacji, otrzymane wyniki mozna zobrazowa¢ nastepujaco:

Loy N lone = Loy = Ly N
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Iy N Ly,
ILM_ND If LK
r--------------~-----r-----------=-= I
K?
B 1' _______________________ Iy, Iy, |
: | Iy, =1 : '
: I I—TI* . H_]]*d ?\' : II'_J'rM l
I :
Iy N | : | Iy, I
: | LFJIVC | l
| | I
: I_ __________ _l ________________ -l
|
I

I —_— e e e e
: I{'TLK.-ATC I T _ 7 ]:
! | Ur = lud Ny ::
I | :
I .
| | Ir,-gl,wp I
I | I:
I e e e e e e e 2
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DZIEKUJE ZA UWAGE!!!
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