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@ R — pierscien przemienny z jedynka
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@ M — skonczenie generowany R-modut projektywny
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@ R — pierscien przemienny z jedynka
@ M — skonczenie generowany R-modut projektywny

@ a: M x M — R — symetryczna forma dwuliniowa na M

Beata Rothkegel Nieosobliwe formy dwuliniowe na sumie prostej ideatéw



@ R — pierscien przemienny z jedynka
@ M — skonczenie generowany R-modut projektywny

@ a: M x M — R — symetryczna forma dwuliniowa na M

Definicja

Pare (M, «) nazywamy nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa, gdy
tzw. homomorfizm dotaczony a: M — Homg(M, R),

a(x)(y) = a(x,y) dlax,y e M

Jest izomorfizmem R-modutéw.
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Nieosobliwa przestrzen dwuliniowa (M, «) jest metaboliczna, gdy
istniejg podmoduty N, M’ modutu M, dla ktérych

M=NoM, N = N-.
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Nieosobliwa przestrzen dwuliniowa (M, «) jest metaboliczna, gdy
istniejg podmoduty N, M’ modutu M, dla ktérych

M=NoM, N = N-.

o M:=(M,a)
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Nieosobliwa przestrzen dwuliniowa (M, «) jest metaboliczna, gdy
istniejg podmoduty N, M’ modutu M, dla ktérych

M=NoM, N = N-.

o M:=(M,a)

Dwie nieosobliwe przestrzenie M i N nazywamy podobnymi, gdy
istnieja przestrzenie metaboliczne S | S’ takie, ze

M1S=2NLS.
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Stwierdzenie

Podobieristwo nieosobliwych przestrzeni dwuliniowych jest relacja
réwnowaznosci.
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Stwierdzenie

Podobieristwo nieosobliwych przestrzeni dwuliniowych jest relacja
réwnowaznosci.

e WR — zbiér wszystkich klas podobienstwa (klas Witta)
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Stwierdzenie

Podobieristwo nieosobliwych przestrzeni dwuliniowych jest relacja
réwnowaznosci.

e WR — zbiér wszystkich klas podobienstwa (klas Witta)
© (M) lub (M, ) — klasa zawierajaca przestrzen (M, «)
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Stwierdzenie

Podobieristwo nieosobliwych przestrzeni dwuliniowych jest relacja
réwnowaznosci.

e WR — zbiér wszystkich klas podobienstwa (klas Witta)
© (M) lub (M, ) — klasa zawierajaca przestrzen (M, «)

@ (a1,...,an) — gdy M wolny z baza ortogonalna;
macierz « z gtéwng przekatng ap, ..., an
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DODAWANIE W WR (M) + (N)y=(MLN)
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DODAWANIE W WR (M) +
MNOZENIE W WR (M) - (
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DODAWANIE W WR (M) +
MNOZENIE W WR (M) - (

Twierdzenie

Zbiér WR wszystkich klas podobieristwa nieosobliwych przestrzeni
dwuliniowych nad R z operacja dodawania + i mnozenia - jest
pierscieniem przemiennym z jedynka.

(1) — jedynka pierscienia
(0) — zero pierscienia
(klasa ztoZona z wszystkich przestrzeni metabolicznych)
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DODAWANIE W WR (M) +
MNOZENIE W WR (M) - (

Twierdzenie

Zbiér WR wszystkich klas podobieristwa nieosobliwych przestrzeni
dwuliniowych nad R z operacja dodawania + i mnozenia - jest
pierscieniem przemiennym z jedynka.

(1) — jedynka pierscienia
(0) — zero pierscienia
(klasa ztoZona z wszystkich przestrzeni metabolicznych)

Pierscien WR nazywamy pierscieniem Witta pierscienia R.
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Kiedy (M, «) jest nieosobliwa?
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Kiedy (M, «) jest nieosobliwa?

@ M — skonhczenie generowany R-modut wolny
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Kiedy (M, «) jest nieosobliwa?

@ M — skonhczenie generowany R-modut wolny

Twierdzenie

(M, ) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy macierz @ w
dowolnej bazie M jest odwracalna.
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Kiedy (M, «) jest nieosobliwa?

@ M — skonhczenie generowany R-modut wolny

Twierdzenie

(M, ) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy macierz @ w
dowolnej bazie M jest odwracalna.

@ M — dowolny skoniczenie generowany R-modut projektywny

(M, @) jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy?
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M. Ciemata, K. Szymiczek, On the Existence of Nonsingular
Bilinear Forms, Tatra Mt. Math. Publ. 32 (2005), 1-13 J

OPIS NIEOSOBLIWYCH FORM DWULINIOWYCH NA
IDEALACH UtAMKOWYCH
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M. Ciemata, K. Szymiczek, On the Existence of Nonsingular
Bilinear Forms, Tatra Mt. Math. Publ. 32 (2005), 1-13 J

OPIS NIEOSOBLIWYCH FORM DWULINIOWYCH NA
IDEALACH UtAMKOWYCH

Twierdzenie

R — pierscien catkowity, K — jego ciato utamkéw, | — ideat
utamkowy ciata K.

Na ideale | mozna zdefiniowaé nieosobliwg forme dwuliniowa wtedy
i tylko wtedy, gdy I? jest ideatem gtownym.
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Twierdzenie

R — pierscien catkowity, K — jego ciafo utamkéw, | — ideat
utamkowy ciata K taki, ze 1> = pR dla pewnego p € K, p # 0.

Forma a:: | x | — R jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wyznaczony w sposéb jednoznaczny element odwracalny
u € R taki, ze

a(x,y) = gxy dla wszystkich x,y € I.
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Twierdzenie

R — pierscien catkowity, K — jego ciafo utamkéw, | — ideat
utamkowy ciata K taki, ze 1> = pR dla pewnego p € K, p # 0.

Forma a:: | x | — R jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wyznaczony w sposéb jednoznaczny element odwracalny
u € R taki, ze

a(x,y) = gxy dla wszystkich x,y € I.

Opiszemy wszystkie nieosobliwe formy dwuliniowe na sumie prostej
skonczonej liczby ideatéw utamkowych.
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Twierdzenie

R — pierscien catkowity, K — jego ciafo utamkéw, | — ideat
utamkowy ciata K taki, ze 1> = pR dla pewnego p € K, p # 0.

Forma a:: | x | — R jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje wyznaczony w sposéb jednoznaczny element odwracalny
u € R taki, ze

a(x,y) = gxy dla wszystkich x,y € I.

Opiszemy wszystkie nieosobliwe formy dwuliniowe na sumie prostej
skonczonej liczby ideatéw utamkowych.

Motywacja: badanie wtasnosci pierscieni Witta pewnych pierscieni
noetherowskich wymiaru (Krulla) 1.
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Stwierdzenie

R — pierscien noetherowski wymiaru 1.
M jest skoriczenie generowanym R-modufem projektywnym rangi
n, n > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalny ideat |
pierscienia R taki, zZe

M=1]&R".
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Stwierdzenie

R — pierscien noetherowski wymiaru 1.
M jest skoriczenie generowanym R-modufem projektywnym rangi
n, n > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalny ideat |
pierscienia R taki, zZe

M=1]&R".

@ R — dowolny pierscien catkowity

Beata Rothkegel Nieosobliwe formy dwuliniowe na sumie prostej ideatéw



Stwierdzenie

R — pierscien noetherowski wymiaru 1.
M jest skoriczenie generowanym R-modufem projektywnym rangi
n, n > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalny ideat |
pierscienia R taki, zZe

M=1]&R".

@ R — dowolny pierscien catkowity
e K — ciato utamkéw pierscienia R
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Stwierdzenie

R — pierscien noetherowski wymiaru 1.
M jest skoriczenie generowanym R-modufem projektywnym rangi
n, n > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalny ideat |
pierscienia R taki, zZe

M=1]&R".

@ R — dowolny pierscien catkowity
e K — ciato utamkéw pierscienia R

@ M — suma prosta skonczonej liczby ideatéw utamkowych
ciata K
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Stwierdzenie

R — pierscien noetherowski wymiaru 1.
M jest skoriczenie generowanym R-modufem projektywnym rangi
n, n > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalny ideat |
pierscienia R taki, zZe

M=1]&R".

@ R — dowolny pierscien catkowity
e K — ciato utamkéw pierscienia R

@ M — suma prosta skonczonej liczby ideatéw utamkowych
ciata K

Stwierdzenie

M jest skoriczenie generowanym R-modufem projektywnym rangi
n, n > 1, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja odwracalne ideaty
li,..., I, pierscienia R takie, ze

M=hd--@l,
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Opiszemy wszystkie nieosobliwe formy dwuliniowe na
Bili=ho- @l
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Opiszemy wszystkie nieosobliwe formy dwuliniowe na
Bili=ho- @l

Warunek konieczny

Twierdzenie

h,...,l, — odwracalne ideaty pierscienia R.
Jesli na R-module @;_, I; mozna zdefiniowa¢ nieosobliwg forme
dwuliniowa, to (I - - - I,)? jest ideatem gtownym.
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Najpierw opiszemy dowolna, niekoniecznie nieosobliwa, forme
dwuliniowa na @7, /;.
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Najpierw opiszemy dowolna, niekoniecznie nieosobliwa, forme
dwuliniowa na @7, /;.

Oznaczmy

Sji=(- L) (L1 1) j=1,...,n
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Najpierw opiszemy dowolna, niekoniecznie nieosobliwa, forme
dwuliniowa na @7, /;.

Oznaczmy
Sji=(- L) (L1 1) j=1,...,n

jeslin=1,t0 51 =R
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Najpierw opiszemy dowolna, niekoniecznie nieosobliwa, forme
dwuliniowa na @7, /;.

Oznaczmy
Sji=(- L) (L1 1) j=1,...,n

jeslin=1,t0 51 =R

Sik = (bl L (g he1)? - D (hegn - -+ 1n)?,
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Stwierdzenie

R — pierscien catkowity, I1, ..., I, — ideaty w R takie, ze

(lh---1,)?> = pR dla pewnego 0 # p € R.

Odwzorowanie a: /1 Ij x @Dj_1 [; — R jest symetryczng forma
dwuliniowg na @j_, I; wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja wyznaczone
w sposob jednoznaczny elementy

ajk € Sjk, ajk = akj, j,k € {1,...,n} takie, ze

n

ajk
()Z((Xl,...,Xn),<y]_,..../yn>) - Z iijk
k=1 P

dla wszystkich (x,...,%n), (y1,---,¥n) € @1 I}.
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WKW na nieosobliwoéé¢ o

Twierdzenie

Forma « jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy

det (aj)1<jksn = P - U

dla pewnego elementu odwracalnego u € R.
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Przykfad.
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Przykfad.

o | —ideat pierscienia R
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R

@ «a: | x| — R - symetryczna forma dwuliniowa na /
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R

@ «a: | x| — R - symetryczna forma dwuliniowa na /

a
e a(x,y) = ;xy dla wszystkich x,y € /
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R

@ «a: | x| — R - symetryczna forma dwuliniowa na /
a

e a(x,y) = —xy dla wszystkich x,y € |
p

Ljeslin=1, to S511 = R
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R

@ «a: | x| — R - symetryczna forma dwuliniowa na /
a
e a(x,y) = ;xy dla wszystkich x,y € /
Ljeslin=1, to S511 = R

@ Zatem a€ R
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R

@ «a: | x| — R - symetryczna forma dwuliniowa na /
a
e a(x,y) = ;xy dla wszystkich x,y € /
Ljeslin=1, to S511 = R

@ Zatem a€ R

! « nieosobliwa wtw., gdy a jest odwracalne w R ?
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Przykfad.
o | —ideat pierscienia R
o /> =pR dla pewnego 0 # p € R

@ «a: | x| — R - symetryczna forma dwuliniowa na /
a
e a(x,y) = ;xy dla wszystkich x,y € /
Ljeslin=1, to S511 = R

@ Zatem ac€ R
! « nieosobliwa wtw., gdy a jest odwracalne w R ?
Pokazemy oczywisty geometrycznie fakt, ze suma prosta

ortogonalna n egzemplarzy przestrzeni (/, ) jest nieosobliwa wtw.,
gdy przestrzen (/, «) jest nieosobliwa.
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oM=I®---pl
——
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

° ﬁ((le s 7Xn)7 (Y17 . a)/n)) -
a(x1, y1) + alxe, y2) + - + a(xn, Yn)
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(x, y1) + alxe,y2) + -+ a(Xn, yn) =

a a a
—X1y1 + —XeYo + -+ —Xn¥n
P P P
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xi, y1) + a(xe, y2) + -+ + a(Xn, Yn) =
a a a N p" 1. a
S + P +e 5nYn = 2 =1 T 9

dla wszystkich (x1,...,%), (V1,---,¥n) € M
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xi, y1) + a(xe, y2) + -+ + a(Xn, Yn) =
a a a N p" 1. a
S + P +e 5nYn = 2 =1 T 9

dla wszystkich (x1,...,%), (V1,---,¥n) € M
5 7 . )2 = p"
e Zauwazmy, ze (/---1)*=p"R

n
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xi, y1) + a(xe, y2) + -+ + a(Xn, Yn) =
a a a N p" 1. a
S + P +e 5nYn = 2 =1 T 9

dla wszystkich (x1,...,%), (V1,---,¥n) € M

e Zauwazmy, ze (/---1)>=p"R oraz

edlaje{l,...,n}
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xi, y1) + a(xe, y2) + -+ + a(Xn, Yn) =
a a a N p" 1. a
S + P +e 5nYn = 2 =1 T 9

dla wszystkich (x1,...,%n), (V1,...,¥n) E M
e Zauwazmy, ze (/---1)>=p"R oraz
n
edlaje{l,...,n}
aj = pn—l .ac€ pn—lR
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xt,y1) +alxe, y2) + -+ alxn, yn) =
a 3 n—1

a p a
;X1Y1 + ;Xzyz +eee Exn)/n =>4 TXJYJ

dla wszystkich (x1,...,%n), (V1,-..,¥n) € M
e Zauwazmy, ze (/---1)>=p"R oraz
edlaje{l,...,n}

aj = pn_l . € p”_lR = (/ . /)2

——"
n—1
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xt,y1) +alxe, y2) + -+ alxn, yn) =
a 3 n—1

a p a
;X1Y1 + ;Xzyz +eee Exn)/n =>4 TXJYJ

dla wszystkich (x1,...,%n), (V1,...,¥n) E M
e Zauwazmy, ze (I\/_//)2 =p"R oraz
edlaje{l,...,n} ’

aj = p"l.acpIR = (i\/_//)2 =S

S5 = (o ppa b
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oM=I®---pl
——

e (M,B)=(l,a) L--- L (l,a) — suma prosta ortogonalna

n

@ B((x1y--yXn)s V1y--vy¥n)) =

a(xt,y1) +alxe, y2) + -+ alxn, yn) =
a 3 n—1

a p a
;X1Y1 + ;Xzyz +eee Exn)/n =>4 TXJYJ

dla wszystkich (x1,...,%n), (V1,...,¥n) E M
e Zauwazmy, ze (I\/_//)2 =p"R oraz
edlaje{l,...,n} ’

aj = p"l.acpIR = (i\/_//)2 =S

S5 = (o ppa b

odlaj ke{l,....n}, j#k, ay=0
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@ Zatem
[ jest nieosobliwa
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@ Zatem
(3 jest nieosobliwa < det(aj,) = p"(n=1) .y
dla pewnego elementu odwracalnego u € R
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@ Zatem
(3 jest nieosobliwa < det(aj,) = p”(
dla pewnego elementu odwracalnego u € R <

n—1) . u

p"1.a 0 0
O pn_l - a [ 0
det . . . i = pn(nfl) -u
0 0 PPN pnfl - a

dla pewnego elementu odwracalnego u € R
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@ Zatem
(3 jest nieosobliwa < det(aj,) = p”(
dla pewnego elementu odwracalnego u € R <

n—1) . u

p"1.a 0 0
0 pn_l - a [ 0
det . . . i = pn(nfl) -u
0 0 PPN pnfl - a

dla pewnego elementu odwracalnego u € R &

n

a" =u dla pewnego elementu odwracalnego v € R
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@ Zatem
(3 jest nieosobliwa < det(aj,) = p”(
dla pewnego elementu odwracalnego u € R <

n—1) . u

p"1.a 0 0
0 pn_l - a [ 0
det . . . i = pn(nfl) -u
0 0 PPN pnfl - a

dla pewnego elementu odwracalnego u € R &

n

a" =u dla pewnego elementu odwracalnego u € R &

a jest odwracalne w R
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@ Zatem
(3 jest nieosobliwa < det(aj,) = p"(n=1) .y
dla pewnego elementu odwracalnego u € R <

p"1.a 0 0
0 n=1_45 ... 0
det . p . . i = pn(nfl) -u
0 0 oo pnfl - a

dla pewnego elementu odwracalnego u € R &
a" =u dla pewnego elementu odwracalnego u € R &

a jest odwracalne w R &

a
forma «a(x,y) = —xy jest nieosobliwa.
p
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @7, /;

ze wzgledu na izometrie
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @7, /;

ze wzgledu na izometrie

o (h---1,)>=pR dla pewnego 0 # p € R
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @7, /;

ze wzgledu na izometrie

o (h---1,)>=pR dla pewnego 0 # p € R
e Oznaczmydla k,re{1,...,n}, k#r,

Tir = (b lee1)? - e Uhpn - dre1)? - 17 - (lrgr -+ 1)

Beata Rothkegel Nieosobliwe formy dwuliniowe na sumie prostej ideatéw



Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @7, /;

ze wzgledu na izometrie

o (h---1,)>=pR dla pewnego 0 # p € R
e Oznaczmydla k,re{1,...,n}, k#r,

Tir = (b lee1)? - e Uhpn - dre1)? - 17 - (lrgr -+ 1)

° (%) C= l; (Chr)1<k,r<ns

crr € PR, Chr € Tir, k,re{l....,n}, k#r
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Twierdzenie

. . . n -
, (3 — nieosobliwe formy dwuliniowe na @;_, I; zdefiniowane
wzorami

n

ajk
a((le"'7Xn)7(y1a"'7.yn)) = Z ijyka
J k=1

n
bjx
5(()(17 oo 7Xn)7 ()’17 000 7.yn)) = Z ijyk-

k=1 P

J7
Przestrzenie (©]_4 lj, @), (Dj=1 I, 3) sa izometryczne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje macierz C taka jak w (x) o wyznaczniku
odwracalnym w R oraz

(ajk)1jks<n = C - (bjk)1<jksn - CT-
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @i /;

ze wzgledu na podobiefstwo

(tzn. kiedy dwie nieosobliwe przestrzenie naleza do tej samej klasy
podobienstwa w pierscieniu Witta WR?)
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @i /;

ze wzgledu na podobiefstwo

(tzn. kiedy dwie nieosobliwe przestrzenie naleza do tej samej klasy
podobienstwa w pierscieniu Witta WR?)

@ R — pierscien Dedekinda
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @i /;

ze wzgledu na podobiefstwo

(tzn. kiedy dwie nieosobliwe przestrzenie naleza do tej samej klasy
podobienstwa w pierscieniu Witta WR?)

@ R — pierscien Dedekinda

o K — ciato utamkéw pierscienia R
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Klasyfikacja nieosobliwych form dwuliniowych na @i /;

ze wzgledu na podobiefstwo

(tzn. kiedy dwie nieosobliwe przestrzenie naleza do tej samej klasy
podobienstwa w pierscieniu Witta WR?)

@ R — pierscien Dedekinda
o K — ciato utamkéw pierscienia R
@ charK #2
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Twierdzenie

. . - n -
@, 8 — nieosobliwe formy dwuliniowe na @;_, I; zdefiniowane
wzorami

n
ajk
Oé((Xl, ooo 7Xn)7 (ylﬂ e ’yn)) = Z ijyk’
jok=1

n
o

ﬁ((Xl,---,Xn),(y1,--.,yn)) - Z 7XJ'YI<'

Jrk=1

Przestrzenie (B, j, @), (@1 I;, 3) sa podobne wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje macierz

C= (Ckr>1<k,r§na ckr € K, k,rE {17"-7’7}7
o wyznaczniku odwracalnym w R oraz

(aj)1<jk<n = C - (bj)1gjhsn - C T
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