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Korelacja

Zale»no±¢ funkcyjna � wraz ze wzrostem jednej
zmiennej nast¦puje ±ci±le okre±lona zmiana druiej
zmiennej.

X � zmienne niezale»na (obja±niaj¡ca)
Y � zmienne zale»na (obja±niana)



Korelacja

Zale»no±¢ stochastyczna � wraz ze zmian¡ jednej
zmiennej nast¦puje zmiana rozkªadu drugiej zmiennej.

Zale»no±¢ statystyczna (korelacyjna) � okre±lonym
warto±ciom jednej zmiennej odpowiadaj¡ ±ci±le
okre±lone ±renie warto±ci drugiej zmiennej.



Korelacja

Wspóªczynnik korelacji � miernik siªy zale»no±ci
mi¦dzy badanymi zmiennymi

I zmiany jednokierunkowe � warto±ci obu
zmiennych na ogóª rosn¡ lub malej¡ � korelacja
dodatnia

I zmiany ró»nokierunkowe � wzrostowi jednego
szeregu odpowiada spadek warto±ci drugiego �
korelacja ujenma



Tablica korelacyjna

y1 y2 . . . yj . . . yr suma

x1 n11 n12 . . . n1j . . . n1r n1·
x2 n21 n22 . . . n2j . . . n2r n2·
...

...
...

...
...

...
xi ni1 ni2 . . . nij . . . nir ni ·
...

...
...

...
...

...
xk nk1 nk2 . . . nkj . . . nkr nk·

suma n·1 n·2 . . . n·j . . . n·r n



Tablica korelacyjna

gdzie:

ni · =
r∑

j=1

nij

n·j =
k∑

i=1

nij

n =
k∑

i=1

r∑
j=1

nij

Zamiast cz¦sto±ci absolutnych (bezwzgl¦dnych) nij
mo»na w tablicy korelacyjnej podawa¢ cz¦sto±ci
wzgl¦dne nij

n .



Korelacja

Rozkªad brzegowy � prezentuje struktur¦ warto±ci
jednej zmiennej bez wzgl¦du na ksztaªtowanie si¦
warto±ci drugiej zmiennej.

np.

x1 x2 · · · xi · · · xk
n1· n2· · · · ni · · · · nk·



Korelacja

Rozkªad warunkowy � prezentuje struktur¦ warto±ci
jednej zmiennej pod warunkiem, »e druga osi¡gn¦ªa
okre±lon¡ warto±¢.



Korelacja

�rednie arytmetyczne rozkªadów brzegowych:

x =
1
n

k∑
i=1

xini ·

y =
1
n

r∑
j=1

yjn·j



Korelacja

�rednie arytmetyczne rozkªadów warunkowych:

x j =
1
n·j

k∑
i=1

xinij

y i =
1
ni ·

r∑
j=1

yjnij



Korelacja

Wariancje rozkªadów brzegowych:

s2(x) =
1
n

k∑
i=1

(xi − x)2ni · =
1
n

k∑
i=1

x2i ni · − x2

s2(y) =
1
n

r∑
j=1

(yj − y)2n·j =
1
n

r∑
j=1

y 2j n·j − y 2



Korelacja

Wariancje rozkªadów warunkowych:

s2j (x) =
1
n·j

k∑
i=1

(xi − x j)
2nij =

1
n·j

k∑
i=1

x2i nij − x2j

s2i (y) =
1
ni ·

r∑
j=1

(yj − y i)
2nij =

1
ni ·

r∑
j=1

y 2j nij − y 2i



Korelacja

Cecha X jest stochastycznie niezale»na od cechy Y ,
je»eli:

x1 = x2 = . . . = x r

oraz
s2
1
(x) = s2

2
(x) = . . . = s2r (x)



Korelacja

Cecha Y jest stochastycznie niezale»na od cechy X ,
je»eli:

y 1 = y 2 = . . . = y k

oraz
s2
1
(y) = s2

2
(y) = . . . = s2k (y)



Korelacja

Niezale»no±¢ korelacyjna � tylko pierwsze warunki.

Uwaga:
Je»eli zmienne s¡ niezale»ne stochastycznie, to s¡
równie» niezale»ne korelacyjnie.
Ale nie jest na odwrót!



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Mo»na go stosowa¢ zarówno do cech mierzalnych, jak
i niemierzalnych.

Zakªadamy, »e przedmiotem badania jest populacja
generalna scharakteryzowana za pomoc¡ dwóch cech
jako±ciowych. Z populacji tej bierzemy n elementów,
a wynik tej próby zapisujemy w tablicy korelacyjnej
(zwanej te» tablic¡ niezale»no±ci)



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Wery�kujemy nast¦puj¡c¡ hipotez¦ zerow¡:

H0 : cechy X i Y s¡ niezale»ne

wobec hipotezy alternatywnej:

H2 : cechy X i Y nie s¡ niezale»ne



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Liczebno±ci teoretyczne:

n̂ij =
suma licz. i�tego wiesza× s. licz. j�tej kolumny

liczebno±¢ próby

n̂ij =
ni · × n·j

n



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Do wery�kacji hipotezy H0 o niezale»noci
stochastycznej zmiennych wykorzystujemy statystyk¦:

χ2 =
k∑

i=1

r∑
j=1

(nij − n̂ij)
2

n̂ij
=

k∑
i=1

r∑
j=1

n2ij
n̂ij
− n

Statystyka ta ma, przy zaªo»eniu prawdziwo±ci
hipotezy H0, dla du»ych prób asymptotyczny rozkªad
χ2 z (k − 1)(r − 1) stopniami swobody.



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Obszar krytyczny (prawostronny) w rozwa»anym
te±cie stanowi nierówno±¢:

χ2 ­ χ2

α

gdzie χ2

α jest warto±ci¡ krytyczn¡ odczytywan¡ z
tablicy rozkªadu χ2 dla ustalonego z góry poziomu
istotno±ci α i dla (k − 1)(r − 1) stopni swobody tak,
aby zachodziªa relacja

P(χ2 ­ χ2

α) = α



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

I gdy χ2 ­ χ2

α, to hipotez¦ o niezale»no±ci cech X
i Y odrzucamy

I gdy χ2 < χ2

α, to nie mamy podstaw do
odrzucenia hipotezy H0



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Gdy liczba stopni swobody przekracza 30, to w celu
wery�kacji hipotezy H0 o stochastycznej niezale»no±ci
zmiennych X i Y wykorzystujemy test:

Z =
√
2χ2 −

√
2(k − 1)(r − 1)− 1

który ma rozkªad normalny N(0, 1).



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Tablica 2× 2 (tablica czteropolowa)

1 2 ni ·

1 a b a + b

2 c d c + d

n·j a + c b + d n

χ2 =
n(ad − bc)2

(a + b)(a + c)(b + d)(c + d)



Test niezale»no±ci chi�kwadrat

Je»eli w tablicy czteropolowej przynajmniej jedna
liczebno±¢ jest mniejsza od 10 wprowadzamy
poprawk¦ Yatesa na nieci¡gªo±¢:

χ2 =
n(|ad − bc | − 0, 5n)2

(a + b)(a + c)(b + d)(c + d)



Opisowe miary korelacji dwóch zmiennych

I wspóªczynnik zbie»no±ci Czuprowa,
I wska¹niki (stosunki) korelacyjne Pearsona,
I wspóªczynnik korelacji liniowej Pearsona,
I wspóªczynnik korelacji rangowej Spearmana.



Wspóªczynnik zbie»no±ci Czuprowa

TXY =

√√√√√ χ2

n
√
(r − 1)(k − 1)

TXY = TYX , TXY ∈ 〈0, 1〉.
Gdy TXY = 0, to zmienne s¡ stochastycznie
niezale»ne.
Gdy TXY = 1, to obserwujemy zale»no±¢ funkcyjn¡
zmiennych.
Im bli»ej zera, tym zale»no±¢ mi¦dzy zmiennymi jest
sªabsza.
Nie wskazuje kierunku korelacji.



Wspóªczynniki korelacyjne Pearsona

x =
1
n

k∑
i=1

xini ·

y =
1
n

r∑
j=1

yjn·j

x j =
1
n·j

k∑
i=1

xinij

y i =
1
ni ·

r∑
j=1

yjnij



Wspóªczynniki korelacyjne Pearsona

s2(x) =
1
n

k∑
i=1

(xi − x)2ni ·

s2(y) =
1
n

r∑
j=1

(yj − y)2n·j

s2(x j) =
1
n

r∑
j=1

(x j − x)2n·j

s2(y i) =
1
n

k∑
i=1

(y i − y)2ni ·



Wspóªczynniki korelacyjne Pearsona

eXY =

√√√√√s2(x j)
s2(x)

=
s(x j)

s(x)

eYX =

√√√√√s2(y i)
s2(y)

=
s(y i)

s(y)

eXY 6= eYX (niesymetryczny), eXY , eYX ∈ 〈0, 1〉.



Wspóªczynniki korelacyjne Pearsona

S¡ równe zero, gdy cechy s¡ nieskorelowane, za±
równe jeden, kiedy mi¦dzy cechami wyst¦puje
zale»no±¢ funkcyjne.
Im warto±¢ jest bli»sza jeden, to zale»no±¢
korelacyjna mi¦dzy cechami jest silniejsza.
Nie wskazuj¡ kierunku korelacji.
Wa»ne jest, aby ustali¢, która cecha jest niezale»na, a
która zale»na.



Wspóªczynnik korelacji liniowej Pearsona

cov(X ,Y ) =
1
n

k∑
i=1

r∑
j=1

(xi − x)(yj − y)nij = xy − xy

cov(X ,Y ) � kowariancja
cov(X ,Y ) ∈ 〈−s(x)s(y), s(x)s(y)〉

I cov(X ,Y ) = 0 � brak zale»no±ci korelacyjnej
I cov(X ,Y ) > 0 � dodatnia zale»no±¢ korelacyjna
I cov(X ,Y ) < 0 � ujemna zale»no±¢ jkorelacyjna



Wspóªczynnik korelacji liniowej Pearsona

rXY = rYX =
cov(X ,Y )

s(x)s(y)

rXY ∈ 〈−1, 1〉

I rXY = 0 � brak zale»no±ci korelacyjnej
I rXY > 0 � dodatnia zale»no±¢ korelacyjna
I rXY < 0 � ujemna zale»no±¢ jkorelacyjna



Wspóªczynnik korelacji liniowej Pearsona

Wspóªczynnik determinacji (okre±lono±ci)

r 2XY

informuje o tym jaka cz¦±¢ zmian zmiennej
obja±nianej (skutek) jest wyja±niana przez zmiany
warto±ci zmiennej obja±niaj¡cej (przyczyna).



Wspóªczynnik korelacji rang Spearmana

I sªu»y do opisu siªy korelacji cech maj¡cych
charakter jako±ciowy i istnieje mo»liwo±¢
uporz¡dkowania obserwacji empirycznych w
okre±lonej kolejno±ci

I mo»e by¢ u»yty do badania cech ilo±ciowych w
przypadku niewielkiej liczby obserwacji

Rangowanie � uporz¡dkowanym rosn¡co lub
malej¡co warto±ciom zmiennych nadajemy numery
kolejnych liczb naturalnych. W przypadku, gdy
wyst¦puj¡ jednakowe warto±ci zmiennych,
przyporz¡dkowujemy im ±redni¡ arytmetyczn¡
obliczon¡ z ich kolejnych numerów.



Wspóªczynnik korelacji rang Spearmana

rs = 1−
6

n∑
i=1

d2

i

n(n2 − 1)

gdzie di oznaczaj¡ ró»nice mi¦dzy rangami
odpowiadaj¡cych sobie warto±ci cechy x i cechy y .

rs ∈ 〈−1, 1〉
Interpretacja jak dla wspóªczynnika korelacji liniowej
Pearsona.



Cechy niemierzalne

Tablica asocjacji

+ − suma

+ a b a + b

− c d c + d

suma a + c b + d n

+ oznacza, »e dana cecha wyst¦puje
− oznacza, »e danej cechy nie zaobserwowano (nie
wyst¦puje)
Tablica asocjacji mo»e mie¢ wi¦cej wierszy i kolumn
(decyzja nale»y do badaj¡cego)



Wspóªczynnik ϕ � Yule'a

sªu»y do badania siªy zwi¡zku dwóch cech
jako±ciowych, z których ka»da ma dwa warianty

ϕ =

√√√√χ2

n

gdzie χ2 jest warto±ci¡ statystyki dla testu
chi�kwadrat



Wspóªczynnik ϕ � Yule'a

ϕ =
ad − bc√

(a + b)(a + c)(b + d)(c + d)

ϕ ∈ 〈−1, 1〉
ϕ = 0 � zmienne s¡ niezale»ne
Im bli»ej 1 lub -1 tym zale»no±¢ jest wi¦ksza
ϕ nie informuje o kierunku zale»no±ci



Wspóªczynnik Cole'a

ϕkor =



ad−bc
n·min(b,c)+(ad−bc) , ϕ ­ 0

ad−bc
n·min(a,d)−(ad−bc) , ϕ < 0.



Wspóªczynnik kontyngencji C Pearsona

Mo»e by¢ stosowany do tablic wielodzielnych
dowolnej wielko±ci (co najmniej cztery pola) i
dowolnej formy (kwadratowe i prostok¡tne).

C =

√√√√ χ2

χ2 + n
=

√√√√ ϕ2

ϕ2 + n

C ∈ 〈0, 1〉
C = 0 � cechy s¡ niezale»ne
C = 1 � cechy s¡ zale»ne


