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Korelacja

Zaleznos¢ funkcyjna — wraz ze wzrostem jedne;
zmiennej nastepuje Scisle okre$lona zmiana druiej
zmiennej.

X — zmienne niezalezna (objasniajaca)
Y — zmienne zalezna (objasniana)



Korelacja

Zalezno$¢ stochastyczna — wraz ze zmianga jednej
zmiennej nastepuje zmiana rozktadu drugiej zmiennej.

Zaleznos¢ statystyczna (korelacyjna) — okreslonym
wartosciom jednej zmiennej odpowiadaja Scisle
okreslone Srenie wartosci drugiej zmiennej.



Korelacja

Wspétczynnik korelacji — miernik sity zaleznosci
miedzy badanymi zmiennymi
» zmiany jednokierunkowe — wartosci obu
zmiennych na ogét rosng lub maleja — korelacja
dodatnia

» zmiany réznokierunkowe — wzrostowi jednego
szeregu odpowiada spadek wartosci drugiego —
korelacja ujenma



Tablica korelacyjna

yi |y Yj Yr | suma
X1 M| M ni; nir n.
X2 np1 | N22 ny; nyr ny.
Xi nip | Nj2 nj; njy n;.
Xk Nk1 | Nk2 N Ngr N.
suma || n.i | no n.; n., n




Tablica korelacyjna

gdzie:
r
ni. =Y nj
j=1
k
nj=>_ n
i=1
k r
n=7> > nj
i=1j=1

Zamiast czestosci absolutnych (bezwzglednych) nj;
mozna w tablicy korelacyjnej podawaé czestosci
wzgledne £,



Korelacja

Rozktad brzegowy — prezentuje strukture wartosci
jednej zmiennej bez wzgledu na ksztattowanie sie
wartosci drugiej zmiennej.

np.




Korelacja

Rozktad warunkowy — prezentuje strukture wartosci
jednej zmiennej pod warunkiem, ze druga osiggneta
okreslong wartosc.



Korelacja

Srednie arytmetyczne rozktadéw brzegowych:

1 k

Y = — Xini.
ni—
1 r

Yy == yn,
nj:1



Korelacja

Srednie arytmetyczne rozktadéw warunkowych:

1 k

Xj = — > Xinj
n.j i=1
1 r

YI - Z-anU

nj. j—1



Korelacja

Wariancje rozktadéw brzegowych:

k

) = T (- xfm = Lo - %

i=1 ni—
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20 =, S0 =7 = néyfn,._y
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Korelacja

Wariancje rozktadéw warunkowych:

1 k
() = o (00— 5y = - Yy —
n._li:l .
1 s _ _
5/'2()/):,72()/1'_)’)”11 ZYJ”U y/2

I" J:l I J= ]_



Korelacja

Cecha X jest stochastycznie niezalezna od cechy Y,
jezeli:
X1 =X = ...= X,

oraz



Korelacja

Cecha Y jest stochastycznie niezalezna od cechy X,
jezeli:
Yi=Yo= ... =Yk

oraz

ss() =s3(y) =-.. = si(y)



Korelacja

Niezaleznos¢ korelacyjna — tylko pierwsze warunki.

Uwaga:

Jezeli zmienne sg niezalezne stochastycznie, to sa
réwniez niezalezne korelacyjnie.

Ale nie jest na odwrét!



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Mozna go stosowa¢ zaréwno do cech mierzalnych, jak
i niemierzalnych.

Zaktadamy, ze przedmiotem badania jest populacja
generalna scharakteryzowana za pomoca dwéch cech
jakoSciowych. Z populacji tej bierzemy n elementéw,
a wynik tej proby zapisujemy w tablicy korelacyjnej
(zwanej tez tablica niezaleznosci)



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Weryfikujemy nastepujaca hipoteze zerows:
Hy : cechy X i Y s3 niezalezne
wobec hipotezy alternatywne;j:

H, : cechy X i Y nie s3 niezalezne



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Liczebnosci teoretyczne:

suma licz. i—tego wiesza X s. licz. j—tej kolumny

njj = : VR,
/ liczebno$¢ préby

ni. X n;
n,-j = —
n



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Do weryfikacji hipotezy Hy o niezaleznoci
stochastycznej zmiennych wykorzystujemy statystyke:

(nij — Ay )
Xt = Z yo W) Z Z m
i=1 =1 nlj i=1j= 1 n
Statystyka ta ma, przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy Hy, dla duzych préb asymptotyczny rozktad
x? z (k — 1)(r — 1) stopniami swobody.



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Obszar krytyczny (prawostronny) w rozwazanym
tescie stanowi nieréwnos¢:

X’ > xa

gdzie x? jest wartoscig krytyczna odczytywang z
tablicy rozktadu x? dla ustalonego z géry poziomu
istotnosci v i dla (k — 1)(r — 1) stopni swobody tak,
aby zachodzita relacja

P(X*>x2)=a



Test niezaleznosci chi—kwadrat

» gdy x? > X2, to hipoteze o niezaleznosci cech X
i 'Y odrzucamy

» gdy x? < X2, to nie mamy podstaw do
odrzucenia hipotezy Hy



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Gdy liczba stopni swobody przekracza 30, to w celu
weryfikacji hipotezy Hy o stochastycznej niezaleznosci
zmiennych X i Y wykorzystujemy test:

Z =22 —\2(k-1)(r—1) -1

ktéry ma rozktad normalny N(0, 1).




Test niezaleznosci chi—kwadrat

Tablica 2 x 2 (tablica czteropolowa)

1 2 n;.
1 a b a+b
c d c+d
njlla+c|b+d n

) n(ad — bc)?

" (a+b)(a+ c)(b+ d)(c+d)



Test niezaleznosci chi—kwadrat

Jezeli w tablicy czteropolowej przynajmniej jedna
liczebnos¢ jest mniejsza od 10 wprowadzamy
poprawke Yatesa na nieciggtosc¢:

5 n(|ad — bc| — 0,5n)?
X TG b)(ato)(b+d)ctd)




Opisowe miary korelacji dwoch zmiennych

v

wspoétczynnik zbieznosci Czuprowa,

v

wskazniki (stosunki) korelacyjne Pearsona,

wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona,

v

v

wspotczynnik korelacji rangowej Spearmana.



Wspotczynnik zbieznosci Czuprowa

2

(- D(k— 1)
Txy = Tyx, Txy € <0, 1>.
Gdy Txy = 0, to zmienne s3 stochastycznie
niezalezne.
Gdy Txy =1, to obserwujemy zaleznos¢ funkcyjna
zmiennych.
Im blizej zera, tym zalezno$¢ miedzy zmiennymi jest
stabsza.
Nie wskazuje kierunku korelacji.

TXY—\J X



Wspétczynniki korelacyjne Pearsona

Ls-

X = — XN,

ni—1
]_ r

y == yn,
nj:]_

- 1

Xj = — > Xinj
n.J‘ i=1
1 r

Y/ = Z.yjnlj



Wspétczynniki korelacyjne Pearsona



Wspétczynniki korelacyjne Pearsona

ey — |S0%) _ (%)
s?(x)  s(x)

oy — 52(7/):5()7/')
TN R(y)  s(y)

exy 7& eyx (niesymetryczny), exy, €yx € <O, 1>.




Wspétczynniki korelacyjne Pearsona

S3 réwne zero, gdy cechy s3 nieskorelowane, za$
réwne jeden, kiedy miedzy cechami wystepuje
zaleznos¢ funkceyjne.

Im wartos¢ jest blizsza jeden, to zaleznos¢
korelacyjna miedzy cechami jest silniejsza.

Nie wskazuja kierunku korelacji.

Wazne jest, aby ustali¢, ktéra cecha jest niezalezna, a
ktéra zalezna.



Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

r

cov(X, ¥) = £ 33 — X)) = 7 — K7

i=1j=1

cov(X,Y) — kowariancja

cov(X,Y) € (—=s(x)s(y),s(x)s(y))

» cov(X,Y) =0 — brak zaleznosci korelacyjnej
» cov(X,Y) > 0 — dodatnia zalezno$¢ korelacyjna
» cov(X,Y) < 0 — ujemna zalezno$¢ jkorelacyjna



Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

o _cov(X, Y)
T s(x)s(y)

rxy € <—1, 1>

» rxy = 0 — brak zaleznosci korelacyjnej
» rxy > 0 — dodatnia zalezno$¢ korelacyjna

» rxy < 0 — ujemna zalezno$¢ jkorelacyjna



Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona

Wspdtezynnik determinacji (okreslonosci)
2
Fxy

informuje o tym jaka cze$¢ zmian zmiennej

objasnianej (skutek) jest wyjasniana przez zmiany
wartosci zmiennej objasniajacej (przyczyna).



Wspotczynnik korelacji rang Spearmana

» stuzy do opisu sity korelacji cech majacych
charakter jakosciowy i istnieje mozliwos¢
uporzadkowania obserwacji empirycznych w
okreslonej kolejnosci

» moze by¢ uzyty do badania cech ilosciowych w
przypadku niewielkiej liczby obserwacji

Rangowanie — uporzadkowanym rosngco lub
malejgco wartoéciom zmiennych nadajemy numery
kolejnych liczb naturalnych. W przypadku, gdy
wystepuja jednakowe wartosci zmiennych,
przyporzadkowujemy im Srednig arytmetyczna
obliczong z ich kolejnych numeréw.



Wspotczynnik korelacji rang Spearmana

6zd2

S )

gdzie d; oznaczaja réznice miedzy rangami
odpowiadajacych sobie wartosci cechy x i cechy y.

< <_17 1>
Interpretacja jak dla wspétczynnika korelacji liniowe;
Pearsona.



Cechy niemierzalne

Tablica asocjacji

+ — suma
+ a b a+b
— c d c+d
suma|a+c|b+d n

+ oznacza, ze dana cecha wystepuje

— oznacza, ze danej cechy nie zaobserwowano (nie
wystepuje)

Tablica asocjacji moze mie¢ wiecej wierszy i kolumn
(decyzja nalezy do badajacego)



Wspotczynnik ¢ — Yule'a

stuzy do badania sity zwigzku dwéch cech
jakoSciowych, z ktérych kazda ma dwa warianty

2

_ X
gp_ =
n

gdzie \? jest wartoscig statystyki dla testu
chi—kwadrat



Wspotczynnik ¢ — Yule'a

ad — bc

T Jatb)(ato)(btd)ctd)

2BS <_17 1>

¢ = 0 — zmienne s3 niezalezne

Im blizej 1 lub -1 tym zalezno$¢ jest wieksza
© nie informuje o kierunku zaleznosci



Wspotczynnik Cole’a

Pkor =

ad—bc

n-min(b,c)+(ad—bc)’

ad—bc

n-min(a,d)—(ad—bc)’

w < 0.



Wspotczynnik kontyngencji C Pearsona

Moze by¢ stosowany do tablic wielodzielnych
dowolnej wielkosci (co najmniej cztery pola) i
dowolnej formy (kwadratowe i prostokatne).

c \l X2 J %02
S Nx2+n \p2+n
C e(0,1)

C = 0 — cechy s3 niezalezne
C =1 — cechy s3 zalezne




Funkcja regresji liniowej MNK

Funkcja regresji liniowej zmiennej Y wzgledem
zmiennej X w populacji generalnej jest dana za
pomoca wzoru

Yi = aix + ao,
gdzie
cov(X,Y)
dl — —=—
Sx
oraz

ap =y — aiX.



