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Statystyka

Statystyka:
I nauka zajmuj¡ca si¦ liczbowym opisem zjawisk
masowych oraz ich analizowaniem,

I zbiory informacji liczbowych.

(Sªownik J¦zyka Polskiego)

Statystyka:
I nauka, której przedmiotem zainteresowania s¡
metody pozyskiwania i prezentacji, a przede
wszystkim analizy danych opisuj¡cych zjawiska, w
tym masowe.

(Wikipedia)
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Statystyka

Podstawowe poj¦cia statystyczne:
I populacja (zbiorowo±¢ statystyczna, masa
statystyczna) � zbiór dowolnych elementów
obj¦tych badaniem statystycznym,

I jednostka statystyczna (jednostka badania,
obserwacji) � elementy skªadowe badanej
populacji.



Statystyka

Cechy statystyczne:
I staªe � nie podlegaj¡ badaniu, decyduj¡ o
zaliczeniu jednostek do okre±lonej populacji,

I zmienne
I jako±ciowe (niemierzalne),
I ilo±ciowe (mierzalne) � daj¡ si¦ wyrazi¢ za
pomoc¡ liczb

I skokowe � warto±ci mog¡ wyra»a¢ si¦ jedynie
okre±lonymi liczbami zmieniaj¡cymi si¦ skokowo,
bez warto±ci po±rednich,

I ci¡gªe � mog¦ przyjmowa¢ ka»d¡ warto±¢ z
okre±lonego sko«czonego przedziaªu liczbowego.



Statystyka

Organizacja bada« statystycznych:
1. Przygotowanie badania,
2. Obserwacja statystyczna (zbiór danych

uzyskanych w wyniku obserwacji nazywamy
materiaªem statystycznym)

3. Opracowanie i prezentacja materiaªu
statystycznego

I grupowanie,
I zliczanie,

4. Opis lub wnioskowanie statystyczne
(opis dotyczy tylko danej zbiorowo±ci generalnej lub próby,

wnioskowanie ma miejsce, gdy badanie jest reprezentacyjne i

jego wyniki s¡ uogólniane na caª¡ populacj¦ generaln¡, z której

zostaªa pobrana próba).



Statystyka

Szereg statystyczny � zbiór wyników obserwacji jednostek
wedªug pewnej cechy:

I wyliczaj¡ce (szczegóªowe) � uporz¡dkowane wyª¡cznie wg
warto±ci badanej cechy,

I rozdzielcze (strukturalne) � poszczególnym wariantom
zmiennej przyporz¡dkowane s¡ odpowiadaj¡ce im
liczebno±ci. Okre±laj¡ struktur¦ danej zbiorowo±ci

I cech niemierzalnych,
I cech mierzalnych:

I puktowe,
I przedziaªowe,

I przestrzenne (geogra�czne) � przedstawiaj¡ce
rozmieszczenie wielko±ci statystycznych wg jednostek
administracyjnych, cz¦sci ±wiata, itp.,

I dynamiczne (czasowe) � prezentuj¡ rozwój zjawisk w
czasie.



Statystyka

Rozkªad empiryczny zmiennej � przyporz¡dkowanie
kolejnym warto±ci¡ zmiennej (xi) odpowiadaj¡cych
im liczebno±ci (ni)

Histogram � jeden z gra�cznych sposobów
przedstawiania rozkªadu empirycznego cechy. Skª¡da
si¦ z szeregu prostok¡tów umieszczonych na osi
wspóªrz¦dnych. Prostok¡ty te s¡ z jednej strony
wyznaczone przez przedziaªy klasowe warto±ci cechy,
natomiast ich wysoko±¢ jest okre±lona przez
liczebno±¢ (lub cz¦sto±ci) elementów wpadaj¡cych do
okre±lonego przedziaªu klasowego.
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Miary ±rednie

I ±rednie pozycyjne
I mediana
I dominanta
I kwantyle (kwartyle, centyle, . . . )

I miary klasyczne
I ±rednia arytmetyczna
I ±rednia geometryczna
I ±rednia harmoniczna



�rednia arytmetyczna

Szereg wyliczaj¡cy:

x̄ =
x1 + . . .+ xN

N
=

N∑
i=1

xi

N

Szereg rozdzielczy punktowy (±rednia wa»ona)

x̄ =
x1n1 + . . .+ xknk

N
=

k∑
i=1

xini

N
,

gdzie N = n1 + . . .+ nk =
k∑

i=1
ni



�rednia arytmetyczna

Szereg rozdzielczy przedziaªowy

x̄ =
x̊1n1 + . . .+ x̊knk

N
=

k∑
i=1

x̊ini

N
,

gdzie N = n1 + . . .+ nk =
k∑

i=1
ni



�rednia harmoniczna

Szereg wyliczaj¡cy:

H =
N

1
x1

+ . . .+ 1
xN

=
N
N∑
i=1

1
xi

Szereg rozdzielczy punktowy

H =
N

n1
x1

+ . . .+ nk
xk

=
N
k∑

i=1

ni
xi

,

gdzie N = n1 + . . .+ nk =
k∑

i=1
ni



�rednia harmoniczna

Szereg rozdzielczy przedziaªowy

H =
N

n1
x̊1

+ . . .+ nk
x̊k

=
N
k∑

i=1

ni
x̊i

,

gdzie N = n1 + . . .+ nk =
k∑

i=1
ni



�rednia geometryczna

Szereg wyliczaj¡cy:

G = N
√
x1 · x2 · . . . · xN

Szereg rozdzielczy punktowy

G = N
√
x1n1 · x2n2 · . . . · xknk

gdzie N = n1 + . . .+ nk =
k∑

i=1
ni



�rednia geometryczna

Szereg rozdzielczy przedziaªowy

G = N
√
x̊1n1 · x̊2n2 · . . . · x̊knk

gdzie N = n1 + . . .+ nk =
k∑

i=1
ni



Dominanta

Szereg rozdzielczy przedziaªowy

D = xD +
nD − nD−1

(nD − nD−1) + (nD − nD+1)
· iD

gdzie:
I xD � dolna granica przedziaªu dominanty,
I nD � liczebno±¢ przedziaªu dominanty,
I nD−1, nD+1 � liczebno±ci przedziaªów
poprzedzaj¡cego i nast¦puj¡cego po przedziale
dominanty,

I iD � rozpi¦to±¢ przedziaªu dominanty.



Mediana

Szereg wyliczaj¡cy:

Me =


xN+1

2

, N − nieparzyste,

xN
2

+xN
2
+1

2
, N − parzyste.



Kwartyle

Szereg rozdzielczy przedziaªowy:

Q1 = xQ1
+

N
4
−

k−1∑
i=1

ni

nQ1

· iQ1



Kwartyle

Szereg rozdzielczy przedziaªowy:

Q2 = Me = xMe +

N
2
−

k−1∑
i=1

ni

nMe
· iMe



Kwartyle

Szereg rozdzielczy przedziaªowy:

Q3 = xQ3
+

3N
4
−

k−1∑
i=1

ni

nQ3

· iQ3



Kwartyle

gdzie:
I xQ1

, xMe , xQ3
� dolne granice przedziaªów, gdzie

znajduje si¦ Q1, Me, Q3

I N � ogólne liczebno±¢ zbiorowao±ci

I
k−1∑
i=1

n1 � suma liczebno±ci od przedziaªu

pierwszego do tego, w którym znajduj¦ si¦
odpowiednio Q1, Me, Q3

I nQ1
, nMe , nQ3

� liczebno±¢ odpowiednich
przedziaªów

I iQ1
, iMe , iQ3

� dªugo±ci odpowiednich przedziaªów



Miary zmienno±ci

Daj¡ informacj¦ o rozproszeniu badanej cechy.

I miary pozycyjne
I empiryczny obszar zmienno±ci
I odchylenie ¢wiartkowe

I miary klasyczne
I odchylenie standardowe
I wariancja
I odchylenie przeci¦tne



Empiryczny obszar zmienno±ci

R = xmax − xmin



Odchylenie przeci¦tne

Okre±la o ile wszystkie jednostki danej zbiorowo±ci
ró»ni¡ si¦ ±rednio ze wzgl¦du na warto±¢ od ±redniej
arytmetycznej tej zmiennej.

Szereg wyliczaj¡cy:

d =
1
N

N∑
i=1

|xi − x̄ |



Odchylenie przeci¦tne

Szereg rozdzielczy punktowy:

d =
1
N

k∑
i=1

|xi − x̄ |ni

Szereg rozdzielczy przedziaªowy:

d =
1
N

k∑
i=1

|x̊i − x̄ |ni



Odchylenie ¢wiartkowe

Q =
Q3 − Q1

2



Typowy obszar zmienno±ci

Me − Q < xtyp < Me + Q



Wariancja

Szereg wyliczaj¡cy:

s2 =
1
N

N∑
i=1

(xi − x̄)2

Szereg rozdzielczy punktowy:

s2 =
1
N

k∑
i=1

(xi − x̄)2ni

Szereg rozdzielczy przedziaªowy:

s2 =
1
N

k∑
i=1

(x̊i − x̄)2ni



Odchylenie standardowe

s =
√
s2



Typowy obszar zmienno±ci

x̄ − s < xtyp < x̄ + s



Typowy obszar zmienno±ci

Q < d < s



Klasyczny wspóªczynnik zmienno±ci

Vs =
s

x̄
· 100%

Vd =
d

x̄
· 100%



Pozycyjny wspóªczynnik zmienno±ci

VQ =
Q

Me
· 100%

VQ1,Q3
=

Q3 − Q1

Q3 + Q1



Miary asymetrii

I Rozkªad symetryczny:

x̄ = D = Me

I Rozkªad z asymetri¡ prawostronn¡:

x̄ > Me > D

I Rozkªad z asymetri¡ lewostronn¡:

x̄ < Me < D



Wska¹nik asymetrii

Ws = x̄ − D

Ws = (Q3 − Q2)− (Q2 − Q1)

I Ws = 0 � rozkªad symetryczny
I Ws > 0 � asymatria prawostronna
I Ws < 0 � asymatria lewostronna



Wspóªczynnik asymetrii

As =
x̄ − D

s

As =
x̄ − D

d

As =
(Q3 − Q2)− (Q2 − Q1)

(Q3 − Q2) + (Q2 − Q1)
=

Q3 + Q1 − 2Me

2Q1



Wspóªczynnik asymetrii

−1 ¬ As ¬ 1

I As = 0 � rozkªad symetryczny
I As > 0 � asymatria prawostronna
I As < 0 � asymatria lewostronna



Moment centralny r�tego rz¦du

mr =
1
N

k∑
i=1

(xi − x̄)rni

Mamy:
I m1 = 0
I m2 = s2



Moment centralny trzeciego rz¦du

m3 =
1
N

k∑
i=1

(xi − x̄)3ni

I As = 0 � rozkªad symetryczny
I As > 0 � asymatria prawostronna
I As < 0 � asymatria lewostronna



Moment standaryzowany trzeciego rz¦du

As =
m3

s3



Moment standaryzowany czwartego rz¦du

a4 =
m4

s4

I a4 = 3 � rozkªad normalny
I a4 > 3 � asymatria wysmukªy
I a4 < 3 � asymatria spªaszczony



Eksces

e = a4 − 3



Estymacja przedziaªowa



Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

Zaªó»my, »e próba losowa (X1, . . . ,Xn) zastaªa pobrana z populacji

o rozkªadzie N(m, s) o nieznanej warto±ci ±redniej m i znanym

odchyleniu standardowym s.

Przedziaªem ufno±ci dla ±redniej m przy wspóªczynniku ufno±ci

1− α (dla α ∈ [0, 1]) jest

P

(
X̄ − zα

s√
n
< m < X̄ + zα

s√
n

)
= 1− α,

gdzie zα jest warto±ci¡ odczytan¡ z tablic rozkªadu N(0, 1) tak¡, »e

P(−zα < Z < zα) = 1− α.



Estymacja przedziaªowa
Wartości krytyczne rozkładu t-Studenta 

 
X ~ tν -  X zmienna losowa o rozkładzie t-Studenta z liczbą stopni swobody ν, 

α - poziom istotności, 
tν, α - wartość krytyczna - liczba taka, Ŝe P(|X| > tν, α ) = α  

 
ν  \  a 0,400 0,300 0,200 0,100 0,050 0,025 0,025 0,010 0,005 0,001 

1 1,3764 1,9626 3,0777 6,3137 12,7062 25,4519 25,4519 63,6559 127,3211 636,5776 

2 1,0607 1,3862 1,8856 2,9200 4,3027 6,2054 6,2054 9,9250 14,0892 31,5998 

3 0,9785 1,2498 1,6377 2,3534 3,1824 4,1765 4,1765 5,8408 7,4532 12,9244 

4 0,9410 1,1896 1,5332 2,1318 2,7765 3,4954 3,4954 4,6041 5,5975 8,6101 

5 0,9195 1,1558 1,4759 2,0150 2,5706 3,1634 3,1634 4,0321 4,7733 6,8685 

6 0,9057 1,1342 1,4398 1,9432 2,4469 2,9687 2,9687 3,7074 4,3168 5,9587 

7 0,8960 1,1192 1,4149 1,8946 2,3646 2,8412 2,8412 3,4995 4,0294 5,4081 

8 0,8889 1,1081 1,3968 1,8595 2,3060 2,7515 2,7515 3,3554 3,8325 5,0414 

9 0,8834 1,0997 1,3830 1,8331 2,2622 2,6850 2,6850 3,2498 3,6896 4,7809 

10 0,8791 1,0931 1,3722 1,8125 2,2281 2,6338 2,6338 3,1693 3,5814 4,5868 

11 0,8755 1,0877 1,3634 1,7959 2,2010 2,5931 2,5931 3,1058 3,4966 4,4369 

12 0,8726 1,0832 1,3562 1,7823 2,1788 2,5600 2,5600 3,0545 3,4284 4,3178 

13 0,8702 1,0795 1,3502 1,7709 2,1604 2,5326 2,5326 3,0123 3,3725 4,2209 

14 0,8681 1,0763 1,3450 1,7613 2,1448 2,5096 2,5096 2,9768 3,3257 4,1403 

15 0,8662 1,0735 1,3406 1,7531 2,1315 2,4899 2,4899 2,9467 3,2860 4,0728 

16 0,8647 1,0711 1,3368 1,7459 2,1199 2,4729 2,4729 2,9208 3,2520 4,0149 

17 0,8633 1,0690 1,3334 1,7396 2,1098 2,4581 2,4581 2,8982 3,2224 3,9651 

18 0,8620 1,0672 1,3304 1,7341 2,1009 2,4450 2,4450 2,8784 3,1966 3,9217 

19 0,8610 1,0655 1,3277 1,7291 2,0930 2,4334 2,4334 2,8609 3,1737 3,8833 

20 0,8600 1,0640 1,3253 1,7247 2,0860 2,4231 2,4231 2,8453 3,1534 3,8496 

21 0,8591 1,0627 1,3232 1,7207 2,0796 2,4138 2,4138 2,8314 3,1352 3,8193 

22 0,8583 1,0614 1,3212 1,7171 2,0739 2,4055 2,4055 2,8188 3,1188 3,7922 

23 0,8575 1,0603 1,3195 1,7139 2,0687 2,3979 2,3979 2,8073 3,1040 3,7676 

24 0,8569 1,0593 1,3178 1,7109 2,0639 2,3910 2,3910 2,7970 3,0905 3,7454 

25 0,8562 1,0584 1,3163 1,7081 2,0595 2,3846 2,3846 2,7874 3,0782 3,7251 

26 0,8557 1,0575 1,3150 1,7056 2,0555 2,3788 2,3788 2,7787 3,0669 3,7067 

27 0,8551 1,0567 1,3137 1,7033 2,0518 2,3734 2,3734 2,7707 3,0565 3,6895 

28 0,8546 1,0560 1,3125 1,7011 2,0484 2,3685 2,3685 2,7633 3,0470 3,6739 

29 0,8542 1,0553 1,3114 1,6991 2,0452 2,3638 2,3638 2,7564 3,0380 3,6595 

30 0,8538 1,0547 1,3104 1,6973 2,0423 2,3596 2,3596 2,7500 3,0298 3,6460 

31 0,8534 1,0541 1,3095 1,6955 2,0395 2,3556 2,3556 2,7440 3,0221 3,6335 

32 0,8530 1,0535 1,3086 1,6939 2,0369 2,3518 2,3518 2,7385 3,0149 3,6218 

33 0,8526 1,0530 1,3077 1,6924 2,0345 2,3483 2,3483 2,7333 3,0082 3,6109 

34 0,8523 1,0525 1,3070 1,6909 2,0322 2,3451 2,3451 2,7284 3,0020 3,6007 

35 0,8520 1,0520 1,3062 1,6896 2,0301 2,3420 2,3420 2,7238 2,9961 3,5911 

40 0,8507 1,0500 1,3031 1,6839 2,0211 2,3289 2,3289 2,7045 2,9712 3,5510 

45 0,8497 1,0485 1,3007 1,6794 2,0141 2,3189 2,3189 2,6896 2,9521 3,5203 

50 0,8489 1,0473 1,2987 1,6759 2,0086 2,3109 2,3109 2,6778 2,9370 3,4960 

55 0,8482 1,0463 1,2971 1,6730 2,0040 2,3044 2,3044 2,6682 2,9247 3,4765 

60 0,8477 1,0455 1,2958 1,6706 2,0003 2,2990 2,2990 2,6603 2,9146 3,4602 

65 0,8472 1,0448 1,2947 1,6686 1,9971 2,2945 2,2945 2,6536 2,9060 3,4466 

70 0,8468 1,0442 1,2938 1,6669 1,9944 2,2906 2,2906 2,6479 2,8987 3,4350 

75 0,8464 1,0436 1,2929 1,6654 1,9921 2,2873 2,2873 2,6430 2,8924 3,4249 

80 0,8461 1,0432 1,2922 1,6641 1,9901 2,2844 2,2844 2,6387 2,8870 3,4164 

85 0,8459 1,0428 1,2916 1,6630 1,9883 2,2818 2,2818 2,6349 2,8822 3,4086 

90 0,8456 1,0424 1,2910 1,6620 1,9867 2,2795 2,2795 2,6316 2,8779 3,4019 

95 0,8454 1,0421 1,2905 1,6611 1,9852 2,2775 2,2775 2,6286 2,8741 3,3958 

100 0,8452 1,0418 1,2901 1,6602 1,9840 2,2757 2,2757 2,6259 2,8707 3,3905 
 



Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

Zaªó»my, »e próba losowa (X1, . . . ,Xn) zastaªa pobrana z populacji

o rozkªadzie N(m, s) o nieznanej warto±ci ±redniej m i nieznanym

odchyleniu standardowym s.

Przedziaªem ufno±ci dla ±redniej m przy wspóªczynniku ufno±ci

1− α (dla α ∈ [0, 1]) jest

P

(
X̄ − tα,n−1

S√
n − 1

< m < X̄ + tα,n−1
S√
n − 1

)
= 1− α,

gdzie S jest statystyk¡ dla odchylenia standardowego z próby

S =

√√√√1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2

oraz tα,n−1 jest warto±ci¡ odczytan¡ z tablic rozkªadu t�Studenta o

n − 1 stopniach swobody tak¡, »e

P(−tα,n−1 < t < tα,n−1) = 1− α.



Przedziaªy ufno±ci dla ±redniej

Zaªó»my, »e próba losowa (X1, . . . ,Xn) zastaªa pobrana z populacji

o nieznanym rozkªadzie o nieznanej warto±ci ±redniej m i nieznanym

odchyleniu standardowym S .
W tym przypadku mo»emy budowa¢ przedziaªy ufno±ci tylko

dla du»ych prób!

Przedziaªem ufno±ci dla ±redniej m przy wspóªczynniku ufno±ci

1− α (dla α ∈ [0, 1]) jest

P

(
X̄ − zα

S√
n
< m < X̄ + zα

S√
n

)
= 1− α,

gdzie S jest statystyk¡ dla odchylenia standardowego z próby

S =

√√√√1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2

oraz zα jest warto±ci¡ odczytan¡ z tablic rozkªadu N(0, 1) tak¡, »e

P(−zα < Z < zα) = 1− α.



Estymacja przedziaªowa



Przedziaªy ufno±ci dla wariancji

Zaªó»my, »e próba losowa (X1, . . . ,Xn) zastaªa pobrana z populacji

o rozkªadzie N(m, σ) o nieznanej warto±ci ±redniej m i nieznanej

wariancji σ2. Dla maªej próby n ¬ 30.

Przedziaªem ufno±ci dla wariancji σ2 przy wspóªczynniku ufno±ci

1− α (dla α ∈ [0, 1]) jest

P

 nS2

χ2α
2
,n−1

< σ2 <
nS2

χ21−α
2
,n−1

 = 1− α,

gdzie χ2α
2
,n−1 oraz χ21−α

2
,n−1 s¡ warto±ciami odczytanymi z tablic

rozkªadu χ2 z n − 1 stopniami swobody takimi, »e

P(χ21−α
2
,n−1 < χ2 < χ2α

2
,n−1) = 1− α.



Przedziaªy ufno±ci dla odchylenia standardowego

Zaªó»my, »e próba losowa (X1, . . . ,Xn) zastaªa pobrana z populacji

o rozkªadzie N(m, σ) o nieznanej warto±ci ±redniej m i nieznanej

wariancji σ2. Dla du»ej próby n > 30.

Przedziaªem ufno±ci dla odchylenia standardowego σ przy

wspóªczynniku ufno±ci 1− α (dla α ∈ [0, 1]) jest
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gdzie zα jest warto±ci¡ odczytan¡ z tablic rozkªadu N(0, 1) tak¡, »e

P(−zα < Z < zα) = 1− α.


