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Statystyka

Statystyka:
» nauka zajmujaca sie liczbowym opisem zjawisk
masowych oraz ich analizowaniem,
» zbiory informacji liczbowych.

(Stownik Jezyka Polskiego)



Statystyka

Statystyka:
» nauka zajmujaca sie liczbowym opisem zjawisk
masowych oraz ich analizowaniem,
» zbiory informacji liczbowych.

(Stownik Jezyka Polskiego)

Statystyka:

» nauka, ktérej przedmiotem zainteresowania s
metody pozyskiwania i prezentacji, a przede
wszystkim analizy danych opisujacych zjawiska, w
tym masowe.

(Wikipedia)



Statystyka

Podstawowe pojecia statystyczne:
» populacja (zbiorowos¢ statystyczna, masa
statystyczna) — zbiér dowolnych elementéw
objetych badaniem statystycznym,

» jednostka statystyczna (jednostka badania,
obserwacji) — elementy sktadowe badane;
populacji.



Statystyka

Cechy statystyczne:
» state — nie podlegaja badaniu, decyduja o
zaliczeniu jednostek do okreslonej populagji,
» zmienne

» jakosciowe (niemierzalne),
» iloSciowe (mierzalne) — daja sie wyrazi¢ za
pomocy liczb
» skokowe — warto$ci moga wyrazac sie jedynie
okreslonymi liczbami zmieniajacymi sie skokowo,
bez wartosci posrednich,
» ciggte — moge przyjmowac kazda wartos¢ z
okreslonego skonczonego przedziatu liczbowego.



Statystyka

Organizacja badan statystycznych:

1. Przygotowanie badania,

2. Obserwacja statystyczna (zbiér danych
uzyskanych w wyniku obserwacji nazywamy

materiatem statystycznym)

3. Opracowanie i prezentacja materiatu
statystycznego

» grupowanie,
» zliczanie,

4. Opis lub wnioskowanie statystyczne
(opis dotyczy tylko danej zbiorowosci generalnej lub préby,
wnioskowanie ma miejsce, gdy badanie jest reprezentacyjne i
jego wyniki s3 uogélniane na cata populacje generalna, z ktérej

zostata pobrana préba).



Statystyka

Szereg statystyczny — zbiér wynikéw obserwacji jednostek
wedtug pewnej cechy:
» wyliczajace (szczegStowe) — uporzadkowane wytacznie wg
wartosci badanej cechy,
» rozdzielcze (strukturalne) — poszczegélnym wariantom

zmiennej przyporzadkowane s3 odpowiadajgce im
liczebnosci. Okreslaja strukture danej zbiorowosci

» cech niemierzalnych,
» cech mierzalnych:

> puktowe,
> przedziatowe,

» przestrzenne (geograficzne) — przedstawiajace
rozmieszczenie wielkosci statystycznych wg jednostek
administracyjnych, czesci $wiata, itp.,

» dynamiczne (czasowe) — prezentuja rozwdj zjawisk w
czasie.



Statystyka

Rozktad empiryczny zmiennej — przyporzadkowanie
kolejnym wartoscig zmiennej (x;) odpowiadajacych
im liczebnosci (n;)



Statystyka

Rozktad empiryczny zmiennej — przyporzadkowanie
kolejnym wartoscig zmiennej (x;) odpowiadajacych
im liczebnosci (n;)

Histogram — jeden z graficznych sposobdw
przedstawiania rozktadu empirycznego cechy. Sktada
sie z szeregu prostokatéw umieszczonych na osi
wspétrzednych. Prostokaty te sg z jednej strony
wyznaczone przez przedziaty klasowe wartosci cechy,
natomiast ich wysokos¢ jest okreslona przez
liczebnos¢ (lub czestosci) elementéw wpadajacych do
okreslonego przedziatu klasowego.



Miary $rednie

» Srednie pozycyjne
» mediana
» dominanta

» kwantyle (kwartyle, centyle, ...

» miary klasyczne
» $rednia arytmetyczna
» Srednia geometryczna
» Srednia harmoniczna



Srednia arytmetyczna

Szereg wyliczajacy:

X;
)—(_X1+"'+XN_I§]_I

Szereg rozdzielczy punktowy ($rednia wazona)
k

x1n + ...+ Xehy =
N N

Xin;
X = L

k
gdzie N=nm+ ...+ nc= > n,
i=1



Srednia arytmetyczna

Szereg rozdzielczy przedziatowy

k

o ° )%.n.
Xin =+ ...+ Xeng igl e

N N

X =

k
gdzie N=n+ ...+ nc= > n,
i=1



Srednia harmoniczna

Szereg wyliczajacy:

N N
=t i w,
wtotw 5l
i=1"

Szereg rozdzielczy punktowy
N N
ST T

X PRI Xk Z &

i=17%



Srednia harmoniczna

Szereg rozdzielczy przedziatowy

gdzie N=n+...+nc= X n

i=1



Srednia geometryczna

Szereg wyliczajacy:

G={Yx1-x2-... XN

Szereg rozdzielczy punktowy

G = \’V/xlnl cXoNp - ... XNk

k
gdzie N=ni+ ...+ nc= > n,
i=1



Srednia geometryczna

Szereg rozdzielczy przedziatowy

G = \“/flnl -ignz-...-iknk

k
gdzieN:nl—i—...Jrnk:.Zln,-



Dominanta

Szereg rozdzielczy przedziatowy

Nnp — Np—1

D =xp+
(np — np_1) + (np — np+1)

. I.D
gdzie:

» xp — dolna granica przedziatu dominanty,

» np — liczebno$¢ przedziatu dominanty,

» Np_1, Npy1 — liczebnosci przedziatéw

poprzedzajacego i nastepujacego po przedziale
dominanty,

» ip — rozpietos¢ przedziatu dominanty.



Mediana

Szereg wyliczajacy:
X, N — nieparzyste,

Me =

, N — parzyste.



Kwartyle

Szereg rozdzielczy przedziatowy:
-1
i 2 M
@ = XQ t = e
neQ,



Kwartyle

Szereg rozdzielczy przedziatowy:

Q2 = Me = xpe +



Kwartyle

Szereg rozdzielczy przedziatowy:

Q3 = xq, +

: iQ3



Kwartyle

gdzie:

>

XQ,» XMe, XQ, — dolne granice przedziatéw, gdzie
znajduje sie @, Me, Q3

N — ogélne liczebnos¢ zbiorowaosci

k=1

>> n; —suma liczebnosci od przedziatu
i=1

pierwszego do tego, w ktérym znajduje sie
odpowiednio @1, Me, @

ng,, Nme, NQ, — liczebnos¢ odpowiednich
przedziatéw

1Q,, IMe, 1@, — dtugosci odpowiednich przedziatéw



Miary zmiennosci

Daja informacje o rozproszeniu badanej cechy.

» miary pozycyjne
» empiryczny obszar zmienno$ci
» odchylenie ¢wiartkowe

» miary klasyczne

» odchylenie standardowe
> wariancja
» odchylenie przecietne



R _= XmaX J— Xmin

Q>



Odchylenie przecietne

Okresla o ile wszystkie jednostki danej zbiorowosci
réznia sie $rednio ze wzgledu na warto$¢ od $érednie;
arytmetycznej tej zmiennej.

Szereg wyliczajacy:

1 N
d:NI_zjllxl—)_(‘



Odchylenie przecietne

Szereg rozdzielczy punktowy:

1 k
d:Ni_zzllx,'—)_(‘n,'

Szereg rozdzielczy przedziatowy:

)?,-—)_(\n,-

1k
d=——
N &
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Typowy obszar zmiennosci

Me — Q < x¢p < Me + Q



Wariancja
Szereg wyliczajacy:
2= LS xp
Ni=
Szereg rozdzielczy punktowy:
s° = 1 Xk:(x,- —X)?n;
N =

Szereg rozdzielczy przedziatowy:



Q>
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Klasyczny wspétczynnik zmiennosci



Pozycyjny wspoétczynnik zmiennosci

Vo = — - 100%

=G
Ve = 0,170,



Miary asymetrii

» Rozktad symetryczny:
X =D = Me

» Rozktad z asymetrig prawostronna:
X > Me>D

» Rozktad z asymetrig lewostronna:

X< Me < D



Wskaznik asymetrii

§
><|

—D
Ws: (Q3 ) (Q2 )

» Ws = 0 — rozktad symetryczny
» W5 > 0 — asymatria prawostronna

» W, < 0 — asymatria lewostronna



Wspétczynnik asymetrii

As — (Qs — Q) — (@2 — Qu) _ Q5+ G —2Me
(Qs — Q)+ (@ — @n) 20,




Wspétczynnik asymetrii

—1<As«1

» As = 0 — rozktad symetryczny
» As > 0 — asymatria prawostronna

» As < 0 — asymatria lewostronna



Moment centralny r—tego rzedu

1 k
m, = N i_z:l(X,' — )?)’n;

Mamy:
>m1:O

> M) = S



Moment centralny trzeciego rzedu

m3 = N Z(X,‘ — )?)3n,-

» As = 0 — rozktad symetryczny
» As > 0 — asymatria prawostronna

» As < 0 — asymatria lewostronna



Moment standaryzowany trzeciego rzedu



Moment standaryzowany czwartego rzedu

my
ag = ——
54
» a4 = 3 — rozktad normalny
» a4 > 3 — asymatria wysmukty

» a4 < 3 — asymatria sptaszczony



€

as — 3

Q>



Estymacja przedziatowa

o 0,01

0,02

0,03

0,04

0,05| 0,06] 0,07

0,08

0,09

0,50000| 050399

050798

051187

0,51595

051094 052392 052790

0,53188| 053586

01

0,53983| 0,54380)

054776

056172

0,65667]

056062 0566356) 056749

0,57142| 057535

057926] 058317

058708

0,58085

0,68483]

059871 0E0257] 060642

0.61791) 062172

0,62552

0.62930

0,63307]

063683 064058 064431

0.65542) 065910

0,66276

066640

0,67003]

067364 0F7724] 068082

0.65146) 068487

0,69847

0.70184

070540}

0,70884) 071226] 071566

0,72575| 072807

0,73237)

0,73565

0,73891

0,74215] 0,74537] 0,74857

0,75804] _0,76115,

0,76424

0,76730

0,77035

077337 0,77637] 0,77935

0,78814] 0,79103)

0,79389

0,79673

0,79955]

080234 0,80571] 080785

081327

0,81594) 081853

082121

0,82381

0,82635)

0,84134) 084378

084614

084845

0,85083]

11

0.86433) 086650

0,86864

087076

0,87286)

0,85314] 085543 085769

087483 087698 087900

0,82884) 083147 083388

0,83891

0,86214

0,88288

0,88493) 0,88686

0,88877

089065

0,89251

0,89435 D‘EBEW‘ 0.89796

0,89973]

090147

0,50320| 080480

0,30658

0.30824

0,80988|

0,91148] D‘BWSDB‘ 091466

081621

081774

091924 092073

0,82220

0,92364

063310 0,93448]

0,83574

093659

0,92507

0,03622

0,92647) 0,92785] 0,82922

083043 0,94062] 094179

0,93036

0,04295

094520 0,94830]

084738

084845

0,04050| 005053 0,85154] 005254

0,95352

085728

095818

0,95907]

0,96246|

096562

098638

0,96712]

0,85054| 096080 096164
056784] 096856 0980928

0,95543| 0896637
0,98407) 098488

0,47128) 0497183

097257

0,97320

097381

097441 087500 097558

0,95995|

0,97615]

0,97725| 087778|

097831

097882

0,97932]

097982 098030 038077

0,98124]

098214 098257

0,38300

098341

0,88382|

088422 098461 038500

0,88537|

0,98610| 098645

0,05026] 0,38958|

0,98679)

0,88713

0,98745

0,98778) 0,98809] 0,88840

0,98870

0,58083

0,35010

0,95036

5.0061] 0,98066] _0.96111

0,99134

0,89180] 0,39202)

089224

0,89245

0,09266

0,89286] 0,09305] 0,39324

0,09343

0,99378) 099356

0,85413

095430

0,95446|

0,89461 ‘ 0,89477| 0,89492

0,95506|

0,99653) 099664

0,09534) 099547

0.,99560

098573

0,85632]

099674

0.,996683

0,09685) 059588 099608 095621
0,99693) 089702| 089711 035720

0,99728]

0,99744) 099752

0,39760

099767

0,99774]

099781 ‘ 0,.39788| 099795

0,99801

0,88813) 089818

0,39825

0.38831

0,89836|

0,89841 ‘ 0,88846| 0,99851

0,89856|

0,89874)

0,89878

0,99882

0,99869
0,05903| 0,39908]

0,85910

099913

0,99916

0,9886| 0,99888] 0,99893
059916 0,89921] 0,30924

0,99896

0,09926

0,99931| 0,09934]

0,89936

099938

0,99940

089942 0,99044] 0,39948

0,09948

0,99952| 0,09953]

0,39955]

098957

0,99958]

0,89960| 099861 095962

0,95964)

0,99984)

0,99993

4| 0.99966) 099968

0,99978

0,99965

0.,95970

0,85971

0,89972) 099573] 0,95974

0,99978

095979

0,99980}

0,99981) 099881 095952

0,99995

0,39985

099986
0,38950
0,99954
0,99956

0,99986|

0,99994

0,95996

099987 0,99987| 099988
059991 0,99892] 089992
09994 0,99994] 0,99995
0,50996] 0,99995] 0,30996

0,85975]
0,99988|

0,99995

0,95997

0

0,08

0,04

0,05] 0,06] 0,07

0,08]




Przedziaty ufnosci dla sredniej

Zatézmy, ze préba losowa (Xi,..., X,) zastata pobrana z populacji
o rozktadzie N(m,s) o nieznanej wartosci Sredniej m i znanym
odchyleniu standardowym s.

Przedziatem ufnosci dla sredniej m przy wspétczynniku ufnosci
1— o« (dla o €[0,1]) jest

— S — S
P(X—zy— X+z,— ) =1—-n0,
( z\/E<m< +Zﬁ> «

gdzie z, jest wartoscia odczytang z tablic rozktadu N(0,1) taka, ze

P(—z, < Z<zy)=1—-0u



Estymacja

przedziatowa

Wartosci krytyczne rozktadu t-Studenta
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Przedziaty ufnosci dla sredniej

Zatézmy, ze préba losowa (Xi,..., X,) zastata pobrana z populacji
o rozktadzie N(m,s) o nieznanej wartosci Sredniej m i nieznanym
odchyleniu standardowym s.

Przedziatem ufnosci dla sredniej m przy wspétczynniku ufnosci
1— o« (dla o €[0,1]) jest

<m<)_<+ta,n71 =1-aq,

P()?_t > 5)
a’nflx/n—l vn—1

gdzie S jest statystyka dla odchylenia standardowego z préby

5:$ii(x;->‘<)2

i=1

oraz t, n—1 jest wartoscig odczytang z tablic rozktadu t-Studenta o
n — 1 stopniach swobody taka, ze

P(—ton-1<t<ton1)=1-—a.



Przedziaty ufnosci dla sredniej

Zatézmy, ze préba losowa (Xi,..., X,) zastata pobrana z populacji
o nieznanym rozktadzie o nieznanej wartosci éredniej m i nieznanym
odchyleniu standardowym S.

W tym przypadku mozemy budowac¢ przedziaty ufnosci tylko
dla duzych préb!

Przedziatem ufnosci dla sredniej m przy wspétczynniku ufnosci
1— o« (dla o €[0,1]) jest

P()_(—za\;<m<)_<—|—za\;> =1-q,
gdzie S jest statystyka dla odchylenia standardowego z préby
1< =
S= JZ(X,-—XV

Lt

oraz z, jest wartoscig odczytana z tablic rozktadu N(0,1) taka, ze

P(—z, < Z<zy)=1—-0u



Estymacja przedziatowa

nia 099 098 097 096 095 09 0,1 0,05 0,04 0,03 0,02 0,01
1__00002] 00008 00014 00025 00033 00158 2,7055] 38415 42170 47003 54119 66340
2| 00201 00404 00608 00816 0,1026]  0,2107] 46052 50915 64378 70131 71,8240 86,2103
3| 0,146 0,048 02451 0,002 03516 05044 52514 78147 B,3112] 0473 09,8374 11,5449
4| 002071 04704] 05351 065271] 0,107 10538 7.7794| 094877 10,0255 10,7119] 11,6678 13,2767
5| 05543 07519 00031 10313 1,1455] 16103 0,2364] 11.0705] 11,6443] 12,3746 13,3082 15,0863
6] 085721 11344 19206 14024] 15a54|  2,2041| 106446 125016 13,1978] 13,0676 15,0332 168119
7] _1.2300[ 15643 16016 10971] 21673 2,8331] 12,0170 14.0671] 14.7030] 15,5001 16,6224 184753
8] 15465 20325 23101 25368]  2,7326] 34805 13,3516 155073 16,1708] 17,0105 18,1682 20,0007
o pa79] 25324 20485  3,1047]  3,3251]  4,1582] 146637 16,0100 17,6083] 184796 19,6790 21,6660
0] 256562]  30501]  34121| 36085 3,0403]  4.8652| 150572 18,3070] 19,0207| 19,9219] 21,1508 23,2003
11| 30535 36087| 30072 43087 45748] 557768 17,2750 19,6751 204120] 21,3416] 22,6179 24,7250
12| 3,5708] 41783 46000 40385 5,2260] 6,303 18,5403 21,0261] 21,7851] 22,7416] 24,0540 26,2170
13| 4,1060] 4.7854] 52210 55898 5,.5019]  7.0415] 19,8110 22,3620] 23,1423] 24,1240 254715 276862
14| 45604] 5,682 50556 65,2425 6,5706]  7.0005] 71,0641| 23,6848| 244855 254031 26,5720 20,1412
18] 5,003 50040] 55032 650137| 7,2600] G.5466| 22,3071| 24,0058 25,0152] 26,8479] 28,2505 30577
16| 58122 66142] 70625 75058  T.0616] 03122 235418 25,2962 27,1356] 28,1907| 20,6332 31,0999
17| 64078] _ 7.2560( 7,832 85,2878 B,5718] 10,0852 24,7600 275871| 28.4450] 20,5227 30,3950 33,4087
18| 7,0148] 70062 85120 5,0880]  0,3005] 10,8640 250004 25,8503 20,7451] 30,8447 32,3462 34,0053
19| 75327| G5670]  9,2004] 08,5083 10,1170] 11,6500 27,2035 30,1435 31,0357] 32,1577| 33,6074 36,1009
20| 62504 0,7357] 08071 104154 10,6508 1244726] 28.4120] 314104 32,3206 334624] 350106] 37,5662
21| 5,972 0,0146] 10,5013( 11,1395] 115813 13,2396] 20,6151 32,6708 335072 o4,7503] 36,3434] 30,0322
22| 95425 10,6000] 11,3125] 11,6703 12,3360] 14.0415] 30,8133 33,0244 346673 96,0402] 37,6505] 40,2004
23] 10,1957 11,2076] 12,0903 12,6072 130905 14,0480] 32,0080] 35,1725 36.1311| 37,3323] 36,0603 41,6364
24| 10,6564 11,0018] 12,7543 13,3408 13.0464| 155507] 33,1952] 364150 37.3801| 98,5003] 40,2704] 42,0798
25 11,5240] 12,6073] 13.4640( 14,0078 146114 164734] 34,3616] 37,6525 306416 00,0804] 41,5661 44,3141
26 12,1981| 134086] 14,2190[ 14,8500 153792 17,2010] 35,5632 30,8051| 39.6801| 41,1450] 42,8558] 45,6417
27| 128765 14.1254] 14,0502( 15,6087 16,1514 18,1130] 36,7412| 40,1133 41,1316 424056] 44,1400] 46,0529
28] 135647| 14.0475] 15,7042 16,3711| 160278 18,0392 37,0150] 41,3371| 42,3600] 43,5622] 454186 46,2782
29| 14,2565| 15.5745] 164536 17,1377 177084 10,7677] 30,0875 42,5570 43,6008 440132 46,5027] 49,5879
30| 14,9535 16,0052] 17,2076 17,0083 15,4027| 20,5002] 40,2560 43,7730 44,0336 46,1500] 47,0618] 50,8022
40 22,1643| 23,8376] 24,0437 25,7980 26,5003 23,0505] 51,8051 55,7585 560450 58,4278 604361 63,6007
50| 29,7067| 31,6630] 32,0500 33,0475 34,7643 37,6808] 63,1671| 67,5048 60,0030 704230] 72,6133 76,1530
60| 374840] 30,6004] 41,1504 42,2556 43,1800] 454500] 74,3070] 79,0010 804820 62,2751] 04.5799] 86,3704
70| 454417 47.0034] 404053 50,7243 51,7303 55,3200] 55,5270] 00,5312 02.0241| 03,5813] 06,3875 1004252
80| 53,5401| 56,2128] 57,0553| 59,2002 60,3915 64,2778] 06,5762 101,5705] 103,4568] 1054221] 10,0693 112,3288
90| 61.7541| 64.6347] 66,5003 67,0437 69,1260] 73,2011] 107,5650] 113,1453| 114,6057| 116,0688] 119,6485] 124,1163
100[_70,0648] 73,1422 75.1419] 76,5705 77,0205 62,3561| 118,4080] 124,3421] 126,0704] 128,2367] 131,1417] 135,0067]




Przedziaty ufnosci dla wariancji

Zatézmy, ze préba losowa (Xi, ..., X,) zastata pobrana z populagji
o rozktadzie N(m, o) o nieznanej wartosci sredniej m i nieznanej
wariancji o2. Dla matej préby n < 30.

Przedziatem ufnosci dla wariancji 02 przy wspétczynniku ufnosci
1— o (dla o €[0,1]) jest

2 2
nS nS
Pla—<o?< 5| =1-a,
Xg n-1 X1-2 n-1

gdzie Y% ,_q oraz Xia sg wartoéciami odczytanymi z tablic
2 =

,n—1

rozktadu x? z n — 1 stopniami swobody takimi, ze

POxia, 1 <X <xb,1)=1-o



Przedziaty ufnosci dla odchylenia standardowego

Zatézmy, ze préba losowa (X1, ..., X,) zastata pobrana z populagji
o rozktadzie N(m, o) o nieznanej wartosci $redniej m i nieznanej
wariancji o2. Dla duzej préby n > 30.

Przedziatem ufnosci dla odchylenia standardowego o przy
wspétczynniku ufnosci 1 — o (dla a0 € [0, 1]) jest

S S
P{S—z,——=<0<S$ a)zl—,
( zm o +Z\/ﬂ «

gdzie z, jest wartoscia odczytana z tablic rozktadu N(0, 1) taka, ze

P(—zo < Z<z)=1—qu



