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Granica ciagu

Niech Y # (0, AC N.

Dowolng funkcje f: A — Y nazywamy ciggiem elementéw
zbioru Y.

Najczesciej mamy: A=N, tzn. f: N — Y.

Jezeli Y = R, to powiemy, ze ciag jest ciagiem rzeczywistym.
Oznaczenie: Zamiast pisa¢ f(n) piszemy a,.

Ciag (an) jest ograniczony, jezeli

V Alal <M

MeR neN



Granica ciagu

Definicja zbieznosci ciggéw
Ciag rzeczywisty (a,) jest zbiezny do g € R jezeli

AV Alan—gl<e

e>0 ngeN n>ng

Inaczej, méwimy tez, ze ciag (a,) ma granice w g i piszemy:

lim a, =g

n—oo



Granica ciagu

Twierdzenie
Kazdy cigg zbiezny ma doktadnie jedng granice.

Uwaga
» lim a, =0<«= lim |3, =0
n—oo n—oo
» Jezeli a, = a (tzn. ciag a, jest ciggiem statym), to

lim a, = a

n—oo

Twierdzenie
Jezeli cigg rzeczywisty jest zbiezny, to kazdy jego podciag tez
jest zbiezny do tej samej granicy.



Granica ciagu

Twierdzenie
Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Twierdzenie
Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa
Z kazdego rzeczywistego ciggu ograniczonego mozna wybrac
podciag zbiezny.



Granica ciagu

Whtasnos$ci ciggéw zbieznych
Jesli ciagi (an) i (bn) sa zbiezne, to

» lim (a, + b,) = lim a,+ lim b,

n—oo n—oo n—oo
» lim(a, — b,) = lim a, — lim b,,

n—oo n—oo n—oo
» lim (a,- b,) = lim a,- lim b,

n—oo n—oo n—oo

lim an
ol N H an __ n—oo

» Jezeli dodatkowo nIer;O b, # 0, to nILngob—n =

n— oo



Granica ciagu

Twierdzenie o trzech ciagach
Niech (a,), (bn) i (cn) beda ciggami liczb rzeczywistych. Jezeli

a, < b, < c,, neN
oraz
A, 20 = Jim. ¢ = &
to
Am, br =g

Przyktady:

> nlL";o\/Ezl’ a>o,

> nIergO\/ﬁ: 1,

> nli_)rrgO va"+ b" = max(a,b), a,b>0.



Granica ciagu

Whiosek
Jezeli nILngO a, = 0 oraz (b,) jest ciggiem ograniczonym, to
nlingo(a,, - b,) = 0.

Twierdzenie o zachowaniu nieréwno$ci w granicy
Jesi A< a,<B,dlaneNoraz lim a, = a, to
n—oo

A<ax<B



Granica ciagu

Whiosek

Jesli lim a, = a, lim b, = b oraz
n—oo n—oo

N an < b,

neN

to



Granica ciagu

Moéwimy, ze ciag (a,) jest rozbiezny do +oo jezeli

AV NazM

M>0 ngeN n>ng

co zapisujemy: lim = +oo.
n—oo

Méwimy, ze ciag (a,) jest rozbiezny do —oo jezeli

AV Na<M

M<0 ngeN n>ng

co zapisujemy: lim = —oc.
n—oo

Uwaga: W powyzszych sytuacjach méwimy, ze cigg ma granice
niewtasciwg.



Granica ciagu

Twierdzenie
Kazdy podciag ciggu rozbieznego do +oco (rozbieznego do
—00) jest rozbiezny do 400 (rozbiezny do —o0).



Granica ciagu

Twierdzenie

» Jesli ciag (an) jest ograniczony, a ciag (bp) jest rozbiezny do
400, to
. . . a
nlmgo(a,, + bp) = +oo, lim (a, — by) = —00, lim = =0

n—oo n—oo n

» Jesli ciag (an) ma granice niewtfasciwg 400 lub —oo, to

Jesli lim a,=0o0raza,>0dlaneN, to lim L = +.

n—oo n—oo <n

» Jesli lim a,=a>0i lim b, =+, to
n—oo n—oo

(an - bn) = +o0

lim
n—o0



Granica ciagu

Inaczej:
> 00+a=a+00=00a—00=—00++a= —00,
» jezeli a > 0, to:
00 - a = 00, —oo-a:—oo,%:oo,?:—oo,
» jezeli a < 0, to:
003 = —00, —00-a =00, & =—00, —° = 00,
| 2

ézO,oo%—oo:oo,oo-oo:oo.

Symbole nieoznaczone:

> 00 — 00, 2, %,O-oo,

> 1oo, OO, OOO.



Szeregi liczbowe

Niech dany bedzie ciag rzeczywisty (a,). Definiujemy nowy
ciag (S,) wzorami:
51 = a
52 =a + a

53:a1+ag—|—a3

n

Sh=aita+...+a,=> a
k=1

dla n € N.



Szeregi liczbowe

Ciag (S,) nazywamy szeregiem liczbowym o wyrazach
ai, a, ... | zapisujemy:

%)
>
n=1

Liczbe S, nazywamy n—-t3 suma czesciowa szeregu Y. a,.
n=1

Jesli istnieje
S=1Im S, eR,

n—oo

o0
to liczbe S nazywamy suma szeregu i méwimy, ze szereg > a,
n=1

jest zbiezny.
W przeciwnym przypadku méwimy, ze szereg jest rozbiezny.
Ciag (a,) nazywamy ciagiem wyrazéw szeregu (S,).



Szeregi liczbowe

Twierdzenie

o0 &)

Zatézmy, ze szeregi Y ap i Y. b, sa zbiezne. Wéwczas zbiezne s3
n=1 n=1

réwniez nastepujace szeregi:

o e}

Z(an + bn), Z(an — bp), Z Aan
n=1

n=1 n=1

dal A € R. Ponadto zachodza wzory

Zan+b Za,,—i—Zb,,, Z(an—bn):Zan—an
n=1 n=1 n=1 n=1

Z Aap = A Z an
n=1 n=1



Szeregi liczbowe

Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu

Jezeli szereg jest zbiezny, to ciag jego wyrazéw jest zbiezny do
zera.



Szeregi liczbowe

Kryterium Cauchy’ego
Jezeli wyrazy ciagu (a,) spetniaja nastepujace zatozenia

a, >0, neN

oraz istnieje g > 0 takie, ze

lim va,=g

n—oo

to
» szereg >, a, jest zbiezny, gdy g < 1,
n=1

» szereg > a, Jest rozbiezny, gdy g > 1,
n=1



Szeregi liczbowe

Kryterium d’'Alemberta
Jezeli wyrazy ciagu (a,) spetniaja nastepujace zatozenia

a, >0, neN

oraz istnieje g > 0 takie, ze

. ant1
lim =g
n—oo g,

to

» szereg > a, Jest zbiezny, gdy g < 1,
n=1

» szereg > a, jest rozbiezny, gdy g > 1,
n=1



Szeregi liczbowe

Kryterium Leibniza
Jezeli ciag (a,) jest malejacy oraz nlingo a, = 0, to szereg
Z(_l)n—i-lan

n=1

jest zbiezny.



Szeregi liczbowe

Kryterium poréwnawcze

&) o0
Jezeli wyrazy szeregdéw > a, i Y. b, spetniaja nieréwnosci
n=1 n=1

0<a,<b,, neN

to
. 0 2 . - - x -
» jesli szereg > b, jest zbiezny, to szereg > a, jest
n=1 n=1
zbiezny;,
- . o . . . o) -
» jesli szereg > a, jest rozbiezny, to szereg > b, jest
n=1 n=1

rozbiezny.



Granica funkgji

Dowolny przedziat otwarty (a, b) zawierajacy x nazywamy
otoczeniem punktu x.
Niech x € (a, b). Wéwczas zbiér

(a,x) U (x, b)

nazywamy sasiedztwem punktu x.

Punkt xo € R nazywamy punktem skupienia zbioru A C R
jezeli w kazdym sasiedztwie punktu x; znajduja sie elementy
zbioru A, tzn. istnieje ciag (a,) taki, ze

a, € A\ {x}, neN

lim a, = xo

n—oo

Zbiér punktéw skupienia zbioru A oznaczamy symbolem A“.



Granica funkgji

Definicja Heinego
Niech ® # D C R, f: D — R, xo € D?. Wtedy funkcja f ma
granice w punkcie xp réwna g € R, co zapisujemy w postaci

g = lim f(x)

X—X0

jezeli dla kazdego ciggu (x,) elementéw zbioru D \ {xo} mamy

nIergoxn =Xy — nll_)ﬁgo f(x,) =g



Granica funkgji

Definicja Cauchy’ego

Niech D C R bedzie zbiorem niepustym, a f: D — R bedzie
funkcja i xp € DY. Wtedy funkcja f ma w punkcie xp granice
rowng g € R jezeli

AV A O<|x—x|<d=|f(x)—g|l<e)

€>06>0xeD



Granica funkgji

Granice jednostronne:
Niech a,b € R, a< b, f: (a,b) = R
» Méwimy, ze f ma granice lewostronng w punkcie
xo € (a, b] réwna g, jezeli dla kazdego ciagu (x,) takiego,
ze x, € (a,b), x, < xo dla n € N mamy
nleooX” =Xy — nlingo f(x,) =g
» Moéwimy, ze f ma granice prawostronng w punkcie
xo € [a, b) réwna g, jezeli dla kazdego ciagu (x,) takiego,
ze x, € (a,b), x, > xo dla n € N mamy

lim x, = x = lim f(x,) =g



Granica funkgji

Symbolem
lim f(x)

X—)XO

bedziemy oznaczali granice lewostronna.

Symbolem
lim f(x)

X*>X(;F

bedziemy oznaczali granice prawostronna.

Twierdzenie

Niech a, b € R, a < b. Odwzorowanie f: (a,b) — R ma w
punkcie xg € (a, b) granice wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
granice lewostronna i prawostronna funkcji f w punkcie xg i s3
sobie réwne.



Wtasnosci granicy funkgji

Twierdzenie
Niech) AD CR, f,g: D =R, xo € DY, X\ € R. Jesli
funkcje i g maja granice

lim f(x) = a, lim g(x)=0b

X—X0 X—X0

to funkcje f + g, - g oraz Af réwniez maja granice w punkcie
Xo oraz

lim (f(x) + g(x))

X—X0

lim (f(x) - g(x)) =a- b,

X—X0

lim (Af(x)) = Aa,

X—X0

jesli dodatkowo b # 0, to lim £ — 2

X—Xg g(x) b’

v
0
Il
©
_l’_
o

v v
>

v



Wtasnosci granicy funkgji

Twierdzenie o trzech funkcjach
Niech @ # D C R, xo € D. Jeéli funkcje f, g, h: D — R
spetniaja nieréwnosé

f(x) < g(x) < h(x)

dla wszystkich x nalezacych do pewnego sasiedztwa punktu xg

o lim f(x) = lim h(x) =a

X—Xp X—Xp

to istnieje granica funcji g w punkcie x; oraz

lim g(x) = a

X—X0



Wtasnosci granicy funkgji

Twierdzenie
Niech D #D CR, f,g: D - R, xo € D9, X € R. Jesli
funkcje f i g maja granice

lim f(x) = a, lim g(x) =»b

X—X0 X—X0

f(x) <g(x)

dla wszystkich x z pewnego sasiedztwa punktu xg, to

a<hb



Wtasnosci granicy funkgji

Twierdzenie

Kazda rzeczywista funkcja monotoniczna w przedziale P C R
ma w kazdym punkcie xo € intP obydwie granice jednostronna
Uwaga: Granice te nie muszg by¢ sobie réwne.



Granica funkgji

Niech a € R.

Méwimy, ze funkcja f: (a,+00) — R ma granice réwng g w
400, €O zapisujemy:

lim f(x) =g
jezeli dla dowolnego ciagu (x,) elementéw zbioru (a, +00)

takiego, ze lim x, = +00 mamy lim f(x,) =g

Méwimy, ze funkcja f: (—o0,a) — R ma granice réwna g w
—00, CO zapisujemy:

lim f(x)=g

X—00

jezeli dla dowolnego ciggu (x,) elementéw zbioru (—o0, a)
takiego, ze lim x, = —oo mamy lim f(x,) = g.



Granica funkgji

Uwaga:
Mozliwa jest sytuacja, kiedy w definicji granicy funkcji w
punkcie g = 400 lub g = —c0. Wtedy, jesli

lim f(x) = +o0
X— X0

lub
lim f(x) = —o0
X—X0

to méwimy, ze f ma w punkcie xo granice niewtasciwa.



Funkcje ciaggte

Funkcja ciagta w punkcie

Niech D C R bedzie zbiorem niepustym. Funkcja f: D — R
jest ciagta w punkcie xo € D jesli spetniony jest jeden z
ponizszych warunkéw:

» Xg jest punktem izolowanym zbioru D, tzn.
V(ID\{x})N(xo—ex+e)=10
e>0

(xo nie jest punktem skupienia zbioru D),

» jesli xo jest punktem skupienia zbioru D, to istnieje
granica funkgcji f w punkcie xg oraz

lim f(x) = f(x)

X—X0



Funkcje ciaggte

Twierdzenie
Niech D C R bedzie zbiorem niepustym, a f: D — R bedzie
funkcja. Wtedy funkcja f jest ciagta w punkcie xy jezeli

AV A (Ix=x|<d=If(x) - gl <¢)

e>06>0xeD

Funkcja ciagta
Mowimy, ze funkcja jest ciggta, jezeli jest ciggta w kazdym
punkcie dziedziny.



Funkcje ciaggte

Twierdzenie

Niech O # D C R. Jesli funkcje f,g: D — R s3 cigglte w
punkcie xg € D, to ciagte w punkcie xo sa réwniez funkcje
f+g, f—g, f-g Af (dla A € R). Jesli dodatkowo
g(x0) # 0, to funkcja g rowniez jest ciggta w punkcie xg

Twierdzenie

Niech ) # D C R oraz niech funkcja f: D — R bedzie ciaggta
w punkcie xo € D. Jezeli ciag (x,) elementéw zbioru D jest
taki, ze ,,an;o X, = Xp, to

lim f(x,) = f(x0)

n—oo



Funkcje ciaggte

Twierdzenie

Niech @ # D C R oraz xo € D. Jesli funkcja f: D — R jest
ciggta w punkcie xg, a funkcja g: f(D) — R jest ciggta w
punkcie f(xp), to odwzorowanie g o f: D — R jest ciagte w
punkcie xg.



Ekstrema

Niech dany bedzie niepusty zbiér D C R oraz funkcja
f:D—R.
Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg € D maksimum jezeli

N f(x) < fx)

xeD

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo € D minimum jezeli

N f(x) > fx)

xeD



Ekstrema

Niech dany bedzie niepusty zbiér D C R oraz funkcja
f:D—R.

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo € D maksimum
lokalne jezeli istnieje otoczenie U punktu x, takie, ze

A\ f(x) < f(x)

xeDNU

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xo € D minimum lokalne
jezeli istnieje otoczenie U punktu xp takie, ze

N\ f(x) = f(x)

xeDNU



Ekstrema

Twierdzenie
Jezeli funkcja f: [a, b] — R jest ciggta, to przyjmuje oba
ekstrema (maksimum oraz minimum).



Funkcje ciaggte

Twierdzenie
Jezeli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta oraz f(a) - f(b) <0, to
istnieje taki punkt xo € (a, b), ze f(x) = 0.



Wtasnos$é Darboux

Moéwimy, ze y lezy miedzy a i b jezeli
a<y<b lub b<y<a.

Niech C R bedzie niepustym zbiorem, a P C D bedzie
przedziatem. Méwimy, ze funkcja f: D — R ma wiasnos¢
Darboux w przedziale P, gdy dla dowolnych x;,x, € P,

x1 < xp oraz dla dowolnego yp € R jezeli yo lezy miedzy f(xq) i
f(x2), to istnieje xg € (x1, x2) taki, ze

¥o = f(xo)
Twierdzenie

Kazda rzeczywista funkcja ciagta w przedziale ma w tym
przedziale wtasnos¢ Darboux.



