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Funkcje

Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami (X, Y # ().

f: X — Y « funkcja, jezeli kazdemu elementowi x zbioru X
przyporzadkowany jest doktadnie jeden element y zbioru Y.

X — dziedzina funkcji f
Y - przeciwdziedzina funkgji f

jesli x € X, to piszemy: y = f(x) — warto$¢ funkcji f dla
argumentu x



Funkcje

Niech f: X; — Y1 i g: Xo — Y5 beda funkcjami. Wtedy

f=g
jezeli
» X1 =X,
> A f(x)=g(x)

XEX3



Funkcje

Niech f: X =Y, ACX, BCY.
» Zbiér
f(A)={yeY: Vy="Ff(x)}

XEA
nazywamy obrazem zbioru A poprzez funkcje f.
» Zbiér
fH(B) = {x € X: f(x) € B}

nazywamy przeciwobrazem zbioru B poprzez funkcje f.



Funkcje

Niech f: X — Y. Wtedy:
» f nazywamy surjekcja (odwzorowaniem ,na”), jesli
f(X)=Y,
» f nazywamy funkcja r6znowartosciowa, jezeli

/\ (x1 # x2 = f(x1) # f(x))

x1,Xx2€X

albo
/\ (f(xa) = fx) = x =x),

X1 ,X2 eX

» f jest odwracalna, jezeli jest surjekcja i jest
réznowarto$ciowa.



Funkcje

Ztozenie funkcji
Niech f: X — Y, g: Y — Z. Wtedy odwzorowanie
gof: X — Z dane wzorem

(gof)(x) =g(f(x)), xeX

nazywamy zfozeniem (superpozycja) funkcji f i g.

Uwaga: Sktadanie funkcji nie jest przemienne, tzn.
fog#gof!



Funkcje

Zbior nazywamy przeliczalnym, jezeli jest réwnoliczny z
pewnym podzbiorem zbioru liczb naturalnych, tzn.:

» albo jest skonczony
» albo jest réwnoliczny ze zbiorem N.

Zbiory, ktore nie sg przeliczalne, nazywamy zbiorami
nieprzeliczalnymi.
Przyktady: R, (a, b), [a, b] dla a < b.



Funkcje

lloczyn kartezjanski
X, Y #£0

XxY={(xy)xeXANyeY}

Jesli X = Y, to bedziemy pisali X? = X x X.

Niech Xl,Xz,.‘.,Xn 7£ @, to
X1XX2><...XXn:{(Xl,XQ,...,Xn): /\ X,'EX,'}

Jesli X = Xy = ... = X, to piszemy: X" = X; x ... x X,.
Jesli X =R, toR" =R x ... x R.
—_——

n—razy



Funkcje

Wykres odwzorowania
f: X—=Y

gr(f) ={(x,y) e X x Y:y = f(x)}

Twierdzenie:

Jesli f: X — Y jest odwzorowaniem odwracalnym, to
odwzorowanie g: Y 2% X jest odwzorowaniem odwrotnym do
f wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ngeof))=x n A(fog)ly)=y

xeX yey



Liczby rzeczywiste

Zasada indukcji matematyczne;

Jesli S jest podzbiorem liczb naturalnych o nastepujacych
wtasnosciach

» n, €8S,
»neS=n+1€S,
toS={neN:n>np}.

Nieréwnos¢ Bernoulliego

Dla kazdej liczby rzeczywistej x > —1, x # 0 zachodzi
nieréwnos¢:

(I14+x)" > 1+ nx, dan>2neN



Liczby rzeczywiste

Zbiér ograniczony
A#£D, ACR
» A jest ograniczony z géry <— \ A x < M,
MER x€A

» A jest ograniczony z dotu <—= \V A m < x,
meR x€A

» A jest ograniczony <= A jest ograniczony z géry i z dotu

V A<M

MeR x€A



Liczby rzeczywiste

Aksjomat ciaggtosci:
Jezeli A C R jest zbiorem niepustym i ograniczonym z gory, to
istnieje najmniejsza liczba rzeczywista M taka, ze

/\ng

XEA

Taka liczbe M nazywamy kresem gérnym zbioru A i
oznaczamy supA

M = supA <—
» A x<M
XEA

» AN Vx>M-—c¢

e>0 x€A



Liczby rzeczywiste

Kres dolny zbioru A ograniczonego z dotu:
Oznaczamy infA

M = infA <—
» Ax>M

XEA

» AN Vx<M-—c«¢

e>0 x€A

Pewnik Archimedesa
Jesli x > 0, to dla dowolnego y > 0 istnieje n € N takie, ze

y < nx



Funkcje, cz. 2

Funkcje monotoniczne:
DCR,f:D—R

» f—rosngca <= A (x1 <xx = f(x1) < f(x2))

X1,X2€D
» f —niemalejaca <= A (x1 < x = f(x1) < f(x))
X1,X2€D
» f-stala <= A f(x)="(x)
X17X2€D
» f —nierosngca <= A (x1 <x = f(x1) > f(x))
x1,%2€D

v

f—malejagca <= A (1 <x = f(x1) > f(x))

x1,X2€D



Funkcje, cz. 2

Parzystos$¢ funkcji:
Niech D C R bedzie taki, ze

xeD=(—x)eD

Wtedy f: D — R jest:
» parzysta & A f(—x) = f(x)
xeD

» nieparzysta < A f(—x) = —f(x)
xeD



Funkcje, cz. 2

Wypuktos¢:
P C R - przedziat o koficach ai b (a< b), f: P - R
» f — wypukta &
A A FOx+(1—=N)y) < A(x)+(1—=Nf(y)
X€[0,1] x,yeP
» f — wklesta &
A N FQx+ (1= A)y) > M(x) + (1= N)f(y)

A€[0,1] x,yeP



Funkcje elementarne

v

Wielomiany,

v

Funkcje wymierne,

v

Funkcja wyktadnicza,

v

Funkcja logarytmiczna,

v

Funkcje trygonometryczne: sin, cos, tg, ctg,
Funkcje cyklometryczne (kotowe):
> arcsin
> arccos,
> arctg,
> arcctg.

v



