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Funkcje

Niech X oraz Y b¦d¡ niepustymi zbiorami (X ,Y 6= ∅).

f : X → Y ↔ funkcja, je»eli ka»demu elementowi x zbioru X
przyporz¡dkowany jest dokªadnie jeden element y zbioru Y .

X � dziedzina funkcji f
Y � przeciwdziedzina funkcji f

je±li x ∈ X , to piszemy: y = f (x) � warto±¢ funkcji f dla
argumentu x



Funkcje

Niech f : X1 → Y1 i g : X2 → Y2 b¦d¡ funkcjami. Wtedy

f = g

je»eli

I X1 = X2,

I
∧

x∈X1

f (x) = g(x)



Funkcje

Niech f : X → Y , A ⊆ X , B ⊆ Y .

I Zbiór
f (A) = {y ∈ Y :

∨
x∈A

y = f (x)}

nazywamy obrazem zbioru A poprzez funkcj¦ f .

I Zbiór
f −1(B) = {x ∈ X : f (x) ∈ B}

nazywamy przeciwobrazem zbioru B poprzez funkcj¦ f .



Funkcje

Niech f : X → Y . Wtedy:

I f nazywamy surjekcj¡ (odwzorowaniem �na�), je±li
f (X ) = Y ,

I f nazywamy funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡, je»eli∧
x1,x2∈X

(x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2))

albo ∧
x1,x2∈X

(f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2) ,

I f jest odwracalna, je»eli jest surjekcj¡ i jest
ró»nowarto±ciowa.



Funkcje

Zªo»enie funkcji
Niech f : X → Y , g : Y → Z . Wtedy odwzorowanie
g ◦ f : X → Z dane wzorem

(g ◦ f )(x) = g(f (x)), x ∈ X

nazywamy zªo»eniem (superpozycj¡) funkcji f i g .

Uwaga: Skªadanie funkcji nie jest przemienne, tzn.
f ◦ g 6= g ◦ f !



Funkcje

Zbiór nazywamy przeliczalnym, je»eli jest równoliczny z
pewnym podzbiorem zbioru liczb naturalnych, tzn.:

I albo jest sko«czony

I albo jest równoliczny ze zbiorem N.

Zbiory, które nie s¡ przeliczalne, nazywamy zbiorami
nieprzeliczalnymi.
Przykªady: R, (a, b), [a, b] dla a < b.



Funkcje

Iloczyn kartezja«ski
X ,Y 6= ∅

X × Y = {(x , y) : x ∈ X ∧ y ∈ Y }

Je±li X = Y , to b¦dziemy pisali X 2 = X × X .

Niech X1,X2, . . . ,Xn 6= ∅, to

X1 × X2 × . . .× Xn = {(x1, x2, . . . , xn) :
∧

i∈{1,...,n}
xi ∈ Xi}

Je±li X = X1 = . . . = Xn, to piszemy: X n = X1 × . . .× Xn.
Je±li X = R, to Rn = R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n−razy

.



Funkcje

Wykres odwzorowania
f : X → Y

gr(f ) = {(x , y) ∈ X × Y : y = f (x)}

Twierdzenie:
Je±li f : X → Y jest odwzorowaniem odwracalnym, to
odwzorowanie g : Y

na−→ X jest odwzorowaniem odwrotnym do
f wtedy i tylko wtedy, gdy:∧

x∈X
(g ◦ f )(x) = x ∧

∧
y∈Y

(f ◦ g)(y) = y



Liczby rzeczywiste

Zasada indukcji matematycznej

Je±li S jest podzbiorem liczb naturalnych o nast¦puj¡cych
wªasno±ciach

I no ∈ S ,

I n ∈ S ⇒ n + 1 ∈ S ,

to S = {n ∈ N : n ­ n0}.

Nierówno±¢ Bernoulliego

Dla ka»dej liczby rzeczywistej x > −1, x 6= 0 zachodzi
nierówno±¢:

(1+ x)n > 1+ nx , dla n ­ 2, n ∈ N



Liczby rzeczywiste

Zbiór ograniczony
A 6= ∅, A ⊆ R

I A jest ograniczony z góry ⇐⇒ ∨
M∈R

∧
x∈A

x ¬ M ,

I A jest ograniczony z doªu ⇐⇒ ∨
m∈R

∧
x∈A

m ¬ x ,

I A jest ograniczony ⇐⇒ A jest ograniczony z góry i z doªu∨
M∈R

∧
x∈A
|x | ¬ M



Liczby rzeczywiste

Aksjomat ci¡gªo±ci:
Je»eli A ⊆ R jest zbiorem niepustym i ograniczonym z góry, to
istnieje najmniejsza liczba rzeczywista M taka, »e∧

x∈A
x ¬ M

Tak¡ liczb¦ M nazywamy kresem górnym zbioru A i
oznaczamy supA

M = supA ⇐⇒
I
∧
x∈A

x ¬ M

I
∧
ε>0

∨
x∈A

x > M − ε



Liczby rzeczywiste

Kres dolny zbioru A ograniczonego z doªu:
Oznaczamy infA

M = infA ⇐⇒
I
∧
x∈A

x ­ M

I
∧
ε>0

∨
x∈A

x < M − ε

Pewnik Archimedesa
Je±li x > 0, to dla dowolnego y > 0 istnieje n ∈ N takie, »e

y ¬ nx



Funkcje, cz. 2

Funkcje monotoniczne:
D ⊆ R, f : D → R

I f � rosn¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2))

I f � niemalej¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) ¬ f (x2))

I f � staªa ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

f (x1) = f (x2)

I f � nierosn¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) ­ f (x2))

I f � malej¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2))



Funkcje, cz. 2

Parzysto±¢ funkcji:
Niech D ⊆ R b¦dzie taki, »e

x ∈ D ⇒ (−x) ∈ D

Wtedy f : D → R jest:

I parzysta ⇔ ∧
x∈D

f (−x) = f (x)

I nieparzysta ⇔ ∧
x∈D

f (−x) = −f (x)



Funkcje, cz. 2

Wypukªo±¢:
P ⊆ R � przedziaª o ko«cach a i b (a < b), f : P → R

I f � wypukªa ⇔∧
λ∈[0,1]

∧
x ,y∈P

f (λx + (1− λ)y) ¬ λf (x) + (1− λ)f (y)

I f � wkl¦sªa ⇔∧
λ∈[0,1]

∧
x ,y∈P

f (λx + (1− λ)y) ­ λf (x) + (1− λ)f (y)



Funkcje elementarne

I Wielomiany,

I Funkcje wymierne,

I Funkcja wykªadnicza,

I Funkcja logarytmiczna,

I Funkcje trygonometryczne: sin, cos, tg, ctg,
I Funkcje cyklometryczne (koªowe):

I arc sin
I arc cos,
I arctg,
I arcctg.


