1 Elementy teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych

Roénania rézniczkowe sg jednym z najczesciej stosowanych narzedzi matematycznych stuzacych do
opisu m.in. proceséw ewolucyjnych.

1.1 Uwagi wstepne.

W calym rozdziale I bedzie oznacza¢ przedzial domkniety na prostej, tzn.:

I'=a, 0],

gdzie a, 8 € R oraz a < 3.
Niech g: I — R™ (n > 1) bedzuie odwzorowaniem o sktadowych ¢g;: I — R, ¢ € {1,...,n}.
Przypomnijmym, ze przez pochodng odwzorowania g rozmumiemy wektor

gt)=(o(0),....g,(t), tel

Rozszerzymy teraz pojecie catki Riemanna na odwzorowania wektorowe. Powiemy, ze odwzo-
rowanie g: I — R” jest calkowalne w sensie Riemanna w przedziale I, jesli kazda z funkcji skta-
dowych g;, i € {1,...,n} jest calkowalna w przedziale I. Wtedy wektor, ktérego i-ta sktadowa jest
liczba

B

/gi(t)dt, ie{l,...,n),

«

nazywamy caltka Riemanna odwzorowania g w prizedziale I i oznaczamy symbloem

B
/ g(t)dt.

Zatem, jesli odwzorowanie ¢g: I — R™ ma catkowalne sktadowe ¢;: I — R, i € {1,...,n}, to

B B B
/g(t)dt - /gl(t)dt,...,/gn(t)dt

7 powyzszej definicji wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek 1. Jesli g: I — R"™ jest odwzorowaniem cigglym, to dla dowolnego ty € I odwzorowanie
G: I — R" dane wzorem

G(t) = /g(s)ds, tel

to

jest rozniczkowalne w przedziale I oraz

dlat e 1.



1.2 Roéwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu.

Niech G C R™ bedzie zbiorem niepustym i ograniczonym oraz zalézmy, ze dane jest ciggle odwzo-
rowanie

f:IxG—R"

Bedziemy poszukiwali takich funkcji : I — G, ze dla kazdego t € I spetniona jest réwnosc
'(t) = f(t,2(t)).
Powyzsza réwnosé krocej bedziemy zapisywali w nastepujacy sposob:
¥ = f(t,x). (1)

Réwnosé (1) bedziemy nazywali rownaniem rézniczkowym zwyczajnym pierwszego rzedu, a kazda
funkcje rézniczkowalng x: I — G taka, ze réwnosé z/(t) = f(t,z(t)) jest spelniona dla dowolnego
t € I, bedziemy nazywali rozwigzaniem rownania (1).

Uwaga 1. Z ciggtosci odwzorowania f wynika, ze kazde rozwigzanie x réwnania (1) jest klasy C*
w przedziale I.

Przyktad 1. Niech f: [-1,1] x R — R bedzie funkcja dang wzorem
f(t, ) =3t
Wtedy réwnanie rézniczkowe (1) przyjmuje postaé
r' = 3%
Poszukujemy tutaj rozwigzan rdéwnania rézniczkowego. Inaczej, szukamy wszystkich
funkcji $x(t)$ o tej wiasnosci, ze $x’=3t"28.
W jaki sposéb bedziemy postepowac?

Zcatkujmy wzgledem zmiennej ¢ nasze réwnanie réozniczkowe:
/ 2 (t)dt = / 3t%dt

z(t) =t +c, ceR.

Mozna sprawdzi¢, ze kazda funkcja dana powyzszym wzotrem jest rozwigzaniem rozpatrywanego
roOwnania rézniczkowego.
Mozna zauwazyC, ze takich rozwigzan jest nieskoficzenie wiele.

Wtedy:

W dalszym ciagu bedziemy poszukiwaé takich rozwiazan réwnania (1), ktée speliaja réwnosé
.T(t()) =29

dla danego tg € I oraz o € G. W tym przypadku bedziemy méwié, ze rozwiazanie rownania (1)
spetnia warunek poczatkowy z(ty) = x¢. Problem szukania rozwiazan réwnania (1) spetniajacego
warunek brzegowy nazywamy problemem Cauchy’ego, co zapisujemy symbolicznie

(7=t o)

I(to) = X29-

Rozwiazanie problemu Cauchy’ego polega na znalezieniu wszystkich rozwigzan rénania (1) spet-
niajacych warunek poczatkowy z(ty) = .



Przyklad 2. Powréémy do réwnania z poprzedniego przykiadu.
Rozpatrzmy réwnanie
7' = 3t?

z warunkiem poczatkowym

z(0) = 0.
Wiemy, ze rozwiazania réwnania sg funkcjami postaci
z(t) =1+ c.

Wtedy otrzymujemy, ze
0=z(0)=0"+c=c

co oznacza, ze ¢ = 0, a zatem rozwiazaniem réwnania z warunkiem poxczatkowym x(0) = 0 jest
funkcja
w(t) = 3.

Rozpatrzmy teraz to samo rownanie z innym warunkiem poczatkowym:
z(1l) = 3.

Wtedy:
3=z(1)=1+c

tzn. ¢ = 2. Zatem rozwiazanie réwnania z warunkiem poxczatkowym x(1) = 3 jest postaci:
x(t) =1° + 2.
Pokazuje to, Ze warunek poczatkowy jest istotny.

zalézmy, ze odwzorowanie x: I — G jest rozwigzaniem problemu Cauchy’ego (2). Dla dowol-
nego t € I zachodza zatem réwnosci:

2'(t) = f(t, (1))

oraz

/x’(s)ds = /f(s,x(s))ds, sel,
a stad i z drugiej réwnosci otrzymujemy, ze:
t
oty = w0+ [ fls,a(s)ds,  tel 3)
to

Uwaga 2. Jedli f: I x G — R" jest odwzorowaniem cigglym, to zbior rozwigzan problemu Cau-
chy’ego (2) jest réwny zbiorowi rozwiazan réwnania (3).



1.3 Problem Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowego pierwszego rze-

du.
Twierdzenie 1 (Picarda, o istnieniu i jednoznacznosci). Niech K = K(zg,7) C R™ oznacza
kule otwartg o $rodku w punkcie xy € R™ i promieniu v > 0, a I = [ty — a,ty + a] C R bedzie

przedziatem na osi liczb rzeczywistych. Jesli odwzorowanie f: I x K — R™ jest ciggle oraz istniejg
stale ro € (0,7), L > 0 takie, ze dla dowolnych (t,x1), (t,z9) € I X K(xg,10) zachodzi nierénosé

1F (1) = J (8 2o)l] < Ly — s,

to istnieje takie T € (0, a], Ze problem Cauchy’ego

{x’zf(t,x),

$(t0) = X9-
ma doklgdnie jedno rozwigzanie x: [tg — 7,19 + 7| — K(xq,10).

Uwaga 3. Dowdd powyzszego twierdzenie podpowiada metode poszukiwania rozwiazania (jedy-
nego) problemu Cauchy’ego (2). Wystarczy skonstuowaé ciag:

I‘O(t) = 2o

oraz

oy (t) = 2o + / (s, 20(5))ds.

Wtedy funkcja
x(t) = lim x,(t)

jest jedynym rozwiazaniem problemu Cauchy’ego (2).

Przyktad 3. Niech f: [-1,1] x R — R bedzie funkcja postaci

f(t,x) = .

Rozpatrzmy zagadnienie Cauchy’ego postaci

{ras

Mozna zauwazy¢, ze zatozenia twierdzenia Picarda sa spetnione. Zatem:

.Z‘0<t) = ].,

¢
wl(t)zl—l—/ds:l—l—t,
0

t t 2
:Eg(t):1+/ a:l(s)d3:1—|—/(1+s)ds:1—|—t+§,

0 0
2 2 43

t t S t t
l’g(t):l—l—/ xg(t):1+/(1+s+—)ds:1+t+—+—.
0 0 2 2 3!



Mozna pokazaé, ze:

2 t3 $n
l‘n(t):1+t+§+§+...+m,
a zatem
. =t
f<t>=éa%o$n:,§a:€

jest rozwigzaniem rozwazanego problemu.

Twierdzenie 2 (Peano, o istnieniu). Jesli istnieje taka kula otwarta K(xo,r) C R™, Ze odwzo-
rowanie f: I x R" — R™ jest ciggle w zbiorze I x K(xq,r), to istnieje takie T > 0, Ze problem
Cauchy’ego (2) ma przynajmniej jedno rozwigzanie w przedziale (to — T,to + 7).

Przyktad 4. Rozpatrzmy funkcje f: R x R — R dang wzorem

ft,2) = /=],

Nie spehia ona zalozen twierdzenia Picarda, ale jest ciagta, zatem spetnia zatozenia twierdzenia
Peano. Rozpatrzmy problem Cauchy’ego

{ = 2\/@7
z(0) = 0.

Mozna zauwazy¢, ze kazda funkcja postaci

(4 D)2 t< —b,
Tan(t) = 0, te(—ba),
(t o a>27 t>a,

jest rozwiazaniem powyzszego problemu. Oznacza, to, ze powyzszy problem ma nieskonczenie wiele

rozwigzan.

1.4 Przeglad szczegdlnych typow réwnan rézniczkowych.

Zajmienmy si¢ teraz pewnymi szczegélnymi typami réonan rozniczkowych, w ktoych funkcja f
bedzie miata jedng sktadowa, tzn. n = 1.

1.4.1 Rownanie o zmiennych rozdzielonych.
Niecg f: I x (a,b) — R, gdzie —0o < a < b < 00, bedzie funkcja postaci
[t x) = g(t)h(x),
gdzie g: I — R oraz h: (a,b) — R sa funkcjami ciaglymi. Réwnanie rézniczkowe postaci
2 = g(t)h(x) (4)

nazywamy réwnaniem o zmiennych rozdzielonych.




Twierdzenie 3. Zaldzmy, Ze funkcje g: [o, 5] — R oraz h: (a,b) — R sq ciggle oraz (ty,x0) €
(a, B) x (a,b) jest danym punktem. Jesli g(to)h(xo) # 0, to istnieje taka stala dodatnia T, Ze

problem Cauchy’ego
«’ = g(t)h(z),
ZE(tO = Xy,

ma dokladnie jedno rozwigzanie x: [to — 11,19 + 71] — R.

Uwaga 4. Jezeli w powyzszym twierdzeniu opdéscimy zalozenie, ze g(to)h(xg) # 0, to problem
Cauchy’ego moze mie¢ wiecej niz jedno rozwigzanie. Na przyktad, mozna pokazaé, ze problem

Cauchy’ego
x = 3.7:%,
z(0) =0,
ma dwa rozwigzania:

oraz

Przyktad 5. Rozwazmy problem

Mozna zauwazy¢, ze spetnione sg zatozenia poprzedniego twierdzenia. Poszukajmy zatem rozwia-
zania problemu: na poczatek rozdzielmy zmienne.

T
1 1
[ode=2 [ at
x t
In|z| = 21n|t| + ¢, ct €R
x(t) = ct?, ceR
Wréémy teraz do warunku poczatkowego x(1) = 1. Wtedy

l=2(1)=c-1*=c

Zatem
x(t) =12



1.4.2 Roéwnanie liniowe.
Zatézmy, ze a,b: I — R sa funkcjami ciggtymi, a funkcja f: I x R — R jest postaci
f(t,2) = a(t)z + b(1).

Roéwnanie
' = a(t)z + b(t) (5)

nazywamy rownaniem liniowym rzedu pierwszego. Jesli b = 0, to rOwnanie

nazywamy rownaniem liniowym jednorodnym pierwszego rzedu.

Twierdzenie 4. Jesli a,b: I — R sq funkcjami cigglymi, to dla dowolnej pary (to,zo) € I x R
problem Cauchy’ego

{ ' = a(t)x + b(t), tel
(L’(to) = Xy,

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Podamy teraz algorytm rozwiazywania rownanie liniowego. Rozwazy najpierw réwnanie jedno-
rodne (jest to réwnanie o zmiennych rozdzielonych)

Niech A: I — R bedzie funkcja pierwotna funkcji a, tzn. A’(t) = a(t) dla ¢t € 1. Mnozac powyzsza
réwnosé przez e~ 4® otrzymujemy

e AW/ (1) — a(t)e 4 Wa(t) = 0, tel

€O oznacza, ze

Stad dla dowolnej statej c € R

tzn.

z(t) =c-éeo , tel.
Jesli dodatkowo zatozymy, ze x(tg) = o, to otrzymamy:
t
fa(s)ds
x(t) = xqg - €0 , tel
Whiosek 2. Jedynym rozwigzaniem problemu Cauchy’ego
{ ¥ =a(t)z, tel

ZL‘(to) = Xy,

jest funkcja postaci



Metoda rozwiaywania réwnania niejednorodnego postaci (5) nosi nazwe metody uzmienniania stale;.
7 réwnaniem

' =a(t)z + b(t)

skojarzone jest réwnanie jednorodne postaci

z(t)=c-¢ , tel.

Potraktujemy w powyzszej rownosci stala ¢ jaklo funkcja zmiennej t. Wtedt dla dowolnego to € I
otrzymujemy

fa(s)ds
x(t) = c(t) - e : tel.
Stad
fa(s)ds fa(s)ds
' (t) =d(t) - eo + a(t)c(t)e'o : tel.

Wstawiajac powyzsze dwie rownosci do réwnania, dostajemy:

t t t
fa(s)ds fa(s)ds fa(s)ds
d(t)-eo + a(t)c(t)eo = a(t)c(t)eto + (),
czyli
t
—fa(s)ds
d(t) =0b(t)e *o
t
—fa(s)ds
Funkcja ¢ jest zatem pierwotna funkcji I 5 ¢ — b(t)e *o € R. Wstawiajac ja do réwnosci
t
fa(s)ds
x(t) = c(t) - e : tel
otrzymujemy rozwigzanie rOwnania.
Przyklad 6. Rozwazmy ronanie
¥ +3x = 4.
Na poczatek rozwigzemy réonanie
¥ +3x =0,
czyli réGwnanie
¥ = -3z
x/
=-3



In|z| = =3t + ¢, ceR
z(t) = ¢ e—3t, ceR

Uzmiennimy teraz stata c. Mamy
x(t) = c(t) - e—3t.

Wtedy
o' (t) = (t)e " — 3e(t)e

Po wstawieniu powyzszych do rownania =’ 4+ 3x = 4 dostajemy:
d(t)e ™ —3e(t)e ™™ + 3c(t) - e =4,

czyli
d(t) = 4e®

Wtedy
4
c(t) = 4/63tdt = ge?’t + co.

Po wstawienu postaci funkcji-statej ¢ do wzoru z(t) = c(t) - e3¢ dostajemy

4 4
x(t) = <3e3t + 02> e = 3 + cpe™?,

1.5 Roéwnania liniowe n—tego rzedu o stalych wspoétczynnikach.

Niech x: I — R bedzie funkcja. Oznaczmy:

20I(t) = (@Y ().

Niech dalej a;,b: I — R beda funkcjami ciggtymi (dla i € {0,1,...,n — 1}). Rozwazmy réwnanie

rozniczkowe:

2™ an ()2 4 ()2 4 ax(t)a” + ay(B)a + ag(t)z = b(t),

dla ¢t € I. Rownanie (7) nazywamy réwnaniem niejednorodnym liniowym rzedu n. Jezeli b = 0, to

rownanie postaci

2™ 4 an ()™ ()2 £ 4 ay(t)2” + a1 (t)x + ap(t)z = 0,

nazywamy réwnaniem liniowym jednorodnym rzedu n. Roénanie liniowe rzedu n rozpatrujemy z

warunkami poczatkowymi
Cl?(to) = Zog,
.Z‘,(to) = T,

I(n_l) (to) = Tp—1-

9



Poszukujemy réwiazan réwnania (8) w postaci:
z(t) = e,
Wtedy (wstawiajac powyzsza funkcje do réwnania (8)) otrzymujemy:
Ay AN T asN + ag )+ ag = 0. (9)

Jest to rownanie wielomianowe rzedu n, tzn. istnieje n jego pierwiastkow zespolonych. Réwnanie
to nazywamy réwnaniem charakterystycznym.

e Jezeli \ jest pierwiastkiem rzeczywistym, to funkcja
z(t) = M
jest rozwiazaniem réwnania (8).

o Jezeli A\ = a + bi jest pierwiastkiem zespolonym, to réwniez liczba A = a — bi jest jego
pierwiastkiem. Wtedy rozwiazaniemi zespolonym réwnania (8) sa funkcje

e® sin bt oraz e® cos bt.

Twierdzenie 5. Jezeli a;: [ — R (dla i € {0,1,...,n — 1}) sq funkcjami cigglymi, to istnieje
doktadnie jedno rozwigzanie x: I — R rownania

2™ 4 an, ()2 + o,y ()2 4 ax(t)a” + ay(t)a + ag(t)z =0

z warunkami poczgtkowyms
x(to) = o,
' (tg) = 1,
20D (t0) = 3, 1.

Uwaga 5. Przy zalozeniach poprzedniego twierdzenia mamy:

e jezeli \ jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to funkcja
z(t)=c-eM
jest rozwiazaniem réwnaniach jednorodnego (8),

e jezeli A = a + bi jest zespolonym pierwiastkiem rownania charakterystycznego, to rowniez
A = a — bi jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego. Wtedy funkcje

e, e
sa zespolonymi rozwigzaniami réwnania jednorodnego (8). Natomiast funkcje

c1e™ sin (bt), caelat cos (bt)

sa jego rzeczywistymi rozwigzaniami,

10



e jezeli A jest k—krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to istnieje k liniowo
niezaleznym rozwiazan réwnania jednorodnego (8) postaci

At

co€e”, clteAt, 02t26”\t, cee ck_ltk_le’\t.

Oznacza to, ze jezeli rownanie charakterystyczne jest wielomianem stopnia n, to istnieje jego n
pierwiastkéw (liczonych z krotnosciami). Wtedy rownanie jednorodne (8) ma n liniowo niezaleznym
rozwigzan.

Przyklad 7. Rozwazmy rownanie
2’ —5xr' 4+ 62 =0

Wtedy réwnanie charakterystyczne jest postaci:

M —504+6=0

5—1
AM=—"=2 A
1 2 ) 2 9

Rozwiazania réwnania sa funkcjami postaci

th’ 63757

a zatem rozwigzanie ogoélne réwnania jest postaci
z(t) = cr1e® + cpe™.
Przyklad 8. Rozwiazemy teraz rownanie
2" —4x = 0.
Jego rownanie charakterystyczne jest postaci
N —4=0,

a jego pierwiastkiem podwojnym jest

Zatem rozwigzaniami réwnania sg funkcje

e oraz  te*.
Natomiast funkcja
x(t) = cre® + cpte®

jest jego rozwiazaniem ogolnym.
Poszukamy teraz rozwiazan réwnania (7). Podobnie jak w przypadku réwnan rzedu pierwszego,
mozemy wykorzysta¢ metoda uzmienniania statej. Jednak w przypadku réwnan wyzszych rzedow

wygodniejsza wydaje si¢ metoda przewidywan. Polega ona na przewidzeniu postaci pewnego roz-
wiazania szczegdlnego réwnania (7).

11



Przyktad 9. Rozwazmy réwnanie
4+ x + =3t

Prawa strona réwnania jest postaci b(t) = 3t. Bedziemy przewidywali rozwiazanie tego samego
typu, czyli wielomianu tego samego rzedu. W tym przypadku bedziemy szukali rozwigzania

x1(t) = at + b.
Obliczmy pochodne:
i) =a
z{(t) =0

Wtedy (po wstawieniu postaci rozwiazania do réwnania) otrzymujemy:
0+a+ (at+0b) =3t

Czyli
at+ (a+0b) =3t

a =3,
a+b=0

a=3,
b= -3

SAtad rozwigzanie szczegdlne jest postaci

Prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie 6. Jezeli a;,b: I — R (dlai € {0,1,...,n—1}) sq funkcjami cigglymi, to istnieje
doktadnie jedno rozwigzanie x: I — R rownania

2™ 4 a, ()" 4 an o ()2 £ a2 + ar ()2 + ag(t)z = b(t)

2z warunkami poczgtkowyms
%(to) = Zog,
I,(to) = T,
ZE(n_l) (to) = Tpn—-1-

Dodatkowo, jezeli xy jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego (8), a x1 jest pewnym
szczegolnym rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (7), to kazde rozwigzanie réwnania niejedno-
rodnego (7) jest funkcjq postaci

x(t) = xo(t) + z1(t).

Przyktad 10. Rozwigzemy réwnanie
o + 22" + 2z = 3e?.
na poczatek rozwazmy réwnanie niejednorodne:

2+ 22 4+ 2z =0.
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Roéwnanie charakterystyczne jest postaci:
N +22+2=0
Wtedy

22
AlzTZ:—l—i, o= —— = = 145

Zatem rozwiazanie zespolone sg postaci
Il(t) _ e(flfi)t7 $2(t) — 6(71+i)t

Ale
o717t — o7t e — o7 (cos (—t) +isin (—t)) = et (cost — isint)

Zatem rozwiazanie rzeczywiste sa postaci:
z1(t) = e " cost, To(t) = e 'sint

a zatem ogodlne rozwiazanie rownanie jednorodnego jest postaci:

zo(t) = cre " cost + cpe ' sint.

Przejdziemy teraz do znalezienia rozwigzania szczegdlnego rownania niejednorodnego:
g + 22" 4 22 = 3e*.
Prawa strona réwnania b(t) = 3¢ jest funkcja wyktadnicza, a zatem szukamy rozwigzania postaci:
z(t) = ae*

Obliczmy pochodne:
7' (t) = 2ae*

2" (t) = dae*
Wtedy (wstawiajac postaé¢ funkcji do rownania):
4ae* +2-2ae* + 2 - ae* = 3e*

10ae? = 3¢

10a = 3
3
a=—
10
Stad rozwigzanie szczegodlne jest postaci:
3 o
s t) = —
zs(t) = 15¢

Oznacza to, ze ogdlne rozwigzanie réwnania niejednorodnego jest funkcja postaci:
3
x(t) = z4(t) + zo(t) = 1—06% + cretcost + coesint
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