1 Elementy kombinatoryki i teorii prawdopodobienistwa

1.1 Elementy kombinatoryki

W rozwiazywaniu pewnych probleméw zwigzanych z obliczaniem prawdopodobienstwa o skonczo-
nej liczbie zdazen elementarnych bardzo czesto pomocne sa pojecia kombinatoryczne.

1.1.1 Regula mnozenia

Jesli pewng czynno$¢ wykonuje si¢ w k etapach, przy czym pierwszy etap mozna wykonac¢ na n;
sposobdéw, drugi etap mozna wykonaé na ns sposoby, ..., i wreszcie k-ty etap mozna wykonac na
n sposobéw, to liczba N okreslajaca liczbe sposobéw wykonania zadanej czynnosci wyraza sie
wzorem:

N=ny-ng-... ng.

1.1.2 Permutacje bez powtorzen

Niech A oznacza dowolny zbiér skonczony o n réznych elementach, A = {ay,...,a,}. Permutacja
bez powtérzen n elementowego zbioru A nazywamy nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag, w ktorym
kazdy element zbioru A wystepuje doktadnie raz. Jest to wiec uporzadkowanie elementow zbioru
A wedhug jakiegos kryterium.

Przyktad 1. Permutacjami zbioru {1,2,3} sa ciagi:
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)

Stosujac indukcjg matematyczng mozna wykazac, ze liczba P, wszystkich permutacji bez po-
wtorzen zbioru n-elementowego wynosi

P, =nl

Przyklad 2. Znalezz na ile sposob6w mozna 6 0s6b ustawi¢ w szeregu. Kazde ustawienie w szereg
jest permutacja zbioru oséb, ktréry skatda sie z 6 elementéw, zatem liczba mozliwosci wynosi

Ps = 6! = 720.

Inne przyktady: znalezZ liczbe mozliwoSci ustawienia 5 gosSci przy podiuznym
stole. Rozpatrzeé podobng sytuacje, ale ze stotem w ksztatcie koza.

1.1.3 Permutacje z powtorzeniami

Niech A bedzie zbiorem k réznych elementéw, A = {ai,...,ax}. Permutacja n-elementowa z
powtorzeniami, gdzie element a; powtarza sie ny razy, ..., element a; powtarza si¢ ny razy, n =
ny + ...+ ng, nazywamy kazdy n elementowy ciag, w ktérym kazdy poszczegdlny element zbioru
A powtarza sie wskazang liczbe razy.

Liczba PJ't™ wszystkich takich n elementowych permutacji z powtorzeniami wyraza si¢ wzo-

rem |
Pk — n
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ny: ... N



1.1.4 Wariacje bez powtdérzen

Niech A bedzie zbiorem n réznych elementéw. Kazdy k-wyrazowy ciag k réznych element6 zbioru
A, gdzie k < n, nazywamyk-wyrazowa permutacja bez powtérzen zbioru n-elementowego.

Liczba V¥ wszystkich k-wyrazowych permutacji zbioru n-elementowego mozna obliczy¢ ze wzo-
ru

VE—nn—1(n—2)...-(n—(k—1)), k<n.

Uwaga 1. Gdy n =k, to V! = P,.

Przyktad 3. Znalez¢ liczbe mozliwyc wyboréw trojki klasowej (kazda osoba pelni inng funkcje) w
klasie sktadajacej sie z 30 os6b. Kazda taka tréjka bedzie 3-elementowa permutacjg bez powtorzen
(jedna osoba nie moze petnié¢ dwoch funkcji) zbioru 30-elementowego, zatem:

Vi =30-29 - 28 = 24360.

1.1.5 Wariacje z powtérzeniami

Niech A bedzie zbiorem n-elementowym. Kazy k wyrazowy ciag (mogacych sie powtarzac) elemen-
tow zbioru A nazywamy k- wyrazowa wariacjg z powtorzeniami zbioru n-elementowego A.

Liczba W oznaczajaca liczbe k-wyrazowych wariacji z powtdérzeniami zbioru n-elementowego
mozemy obliczy¢ ze wzoru:

k_ ok
W, =n

Przyktad 4. Numer telefonu sktada sie z dziewieciu cyfr. Zaktadajac, ze kazda cyfra moze znalezé
sic na kazdym miejscu (co nie jest prawde w rzeczywistosci) znajdziemy liczbe mozliwych do
uzyskania w ten sposoéb numerdéw telefonéw. Kazdy numer jest dziewiecioelementows wariacja
zbioru wszystkich cyfr (ktory sktada sie z dziesieciu cyfr), zatem

Wi, = 10°.

1.1.6 Kombinacje bez powtdérzen

Niech A bedzie zbiorem n réznych elementéw. Kazdy k-elementowy (k < n) podzbioér zbioru A
nazywamy k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego (albo kombinacja z n elementéw po
k elementd).

Przyktad 5. Niech A = {a,b,c,d}. ZnajdZzmy wszystkie dwuelementowe kombinacje bez powto-

rzen zbioru A:
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}.

Uwaga 2. Podstawowa réznica miedzy wariacjami i kombinacjami zwigzana jest z faktem, ze
wariacjami sg ciagi, a kombinacjami zbiory.

Liczba C* wszystkich k-elementowych kombinacji bez powtoérzen zbioru n-elementowego wyraza

sie wzorem
n n!
= ="
" (k) El(n — k)!



Przykltad 6. Znajdziemy liczbe trzyosobowych reprezentacji na konkurs klasy sktadajacej sie z
30 oséb. Kazda reprezentacja jest trzyelementowa kombinacja bez powtérzen (kazdy uczei moze
wzia¢ udzial w reprezentacji tylko raz oraz kazda osoba w reprezentacji jest tak samo wazna —
pehni taka sama role). Zatem takich trojek jest

30 30! 2829 - 30
Ciy = = = = 4060.
50 <3> 31(30 — 3)! 2-3

Przyktad 7. Obliczymy liczbe mozliwych kombinacji szesciu cyfr ze zbioru 49 elementowego (tzn.
znajdziemy liczbe mozliwych uktadéw liczb w Lotto). Kazdy taki uktad liczb jest szeScioelementowa
kombinacja bez powtorzen zbioru 49-elementowegio, zatem

49
CSy = <6> = 13 983 816.

Uwaga 3.
VE=Ch-p,

1.2 Pojecie prawdopodobienstwa

Podczas analizowania doswiadczen losowych oraz obliczania prowdopodobienstwa bedziemy spo-
tykali sie m.in. z nastepujacym,i pojeciami:

e do$widczenie losowe — realizacja(rzeczywista lub nie)okreslonego zespotu warunkéw, wraz z
gbéryb okreslonym zbiorem wynikow,

e zdarzenie elementarne w — poszczegdlne wyniki doswaidczenia losowego,
e przestrzen zdarzen elementarycvh €2 — zbiér wszystkich zdarzen elementarnych.

Definicja 1. Niech Q # () bedzie zbiorem, a A bedzie rodzing podzbioréw zbioru Q (tzn. A C 2%).
Rodzine A nazywamy o—cialem podzbioréw zbioru € jezeli

1. 0,9 € A,
2. jezeli A € A, to rowniez Q\ A € A,

3. jezeli Ay, Ay ... € A to U A, € A.
n=1

Uwaga 4. Kazdy element o—ciata A nazywamy zdarzeniem elementarnym, przy czym:
e () — nazywamy zdarzeniem niemozliwym,
e () — nazywamy zdarzeniem pewnym,
e jesli A jest zdarzeniem, to zdarzenie A’ = '\ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A.

Definicja 2. Niech Q bedzie zbiorem niepustym (przestrzenig zdarzen elementarnych), a A C 2%
o—cialem podzbioréw zbioru Q2. Prawdopodobienstwem nazywamy funkcja P: A — [0, 1] taka, ze

1. P(Q) =1,



2. jesli Ay, Ag, ... sa parami roztacznymi zdarzeniami (tzn. elementami A)
to

P @ An> - X P

Jezeli Q jest niepustym zbiorem zdarzen, A — o—cialem podzbioréw zbioru 2, a P prawdopodo-
bienistwem okreslonym na A, to tréjke (€2, A, P) bedziemy nazywali przestrzenia probabilistyczna.

Twierdzenie 1 (Wtasnosci prawdopodobnienistwa). Niech (2, A, P) bedzie przestrzenig probabi-
listyczng. Wtedy:

1. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi zero

P(0) = 0.

2. Jezeli zdarzenie A pocigga zdarzenie B, tzn. A C B, to
P(A) < P(B).

3. Prowdopodobienstwo dowolnego zdarzenia nie przekracza liczby 1:

P(A) <1, AcA

4. Jezeli zdarzenie A pocigga zdarzenie B, tzn. A C B, to

P(B\ A) = P(B) — P(A).

5. Jezeli zdarzenia Ay, As, ..., A, sq parami rozlgczne, to

P(AfUAYU...UA,) =P(A) + P(A2) + ...+ P(4,).

6. Suma prowdopodobienstw zdarzen przeciwnych jest rona 1:

P(A) + P(A) = 1.

7. Dla dowolneych A, B € A zachodzi wzo
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

8. Jezeli Q) jest zbiorem co najwyzej przeliczalnymi przy tym okreslone sq prawdopodobienstwa
pi zdarzen jednoelementowych {w;}, czyli

pi = P({wi}) > 0,
P14 ... +p,=1, gdyQ jest zbiorem skonczonym,
p1+p2+...=1, gdyQ jest zbiorem nieskonczonym,

to prawdopodobieristwo zdarzenia A, ktoremu sprzyjajg zdarzenia elementarne wj,, . ..w;
(czyli A =A{wi,, ... ,wi }) wynosi

k



9. (Klasyczna definicja prawdopodobieristwa) Jezeli przestrzen Q sktada sie zn zdarzen elemen-

tarnych,
A= {wl,...,wn}

oraz zdarzenmia jednoelementowe sq jednakowo prawdopodobne, tzn.

P({w}) = -,

to prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A skladajgcego sie z k zdarzen elementarnych
WYNOSL:

Podamu teraz definicje prawdopodobienstwa warunkowego. Gdy jezeli A, B s dowolnymi zda-
rzeniami, to prawdopodobienstwo zdarzenia A obliczone pod warunkiem zajscia zdarzenia B nazy-
wamy prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenai A pod warunkiem B i oznaczamy symbolem

P(A|B).

Definicja 3. Niech (€2, .4, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, za$ B ustalonym zdarzeniem o
dodatnim prawdopodobienstwie P(B) > 0. Prawdopodobienstwem warunkowym zdarzenia A € A
pod warunkiem B nazywamy liczbe

P(ANB
P(A[B) = <P(QB))
Definicja 4. Mowimy, ze zdarzenia A, B € A sg niezalezne, gdy
P(ANB)=P(A)- P(B).
Uwaga 5. Jezeli zdarzenia A i B sa niezalezne, to wtedy (jezeli P(A) > 01 P(B) > 0)
P(A|B) = P(A)
P(B|A) = P(B)

Twierdzenie 2 (Prawdopodobienstwo zupelne). Jesli B jest dowolnym zdarzeniem oraz zdarzenie
Ay, As, ... A, spelniajg nastepujgce warunki

1. wykluczajg sie parami
AiﬁAj:(Z), gdyl#jv

2. ich suma jest zdarzeniem pewnym
ATUAU...UA, =Q,
3. majqg dodatnie prawdopodobienstwa

P(A)>0, ie{l,..n},

to prawdopodobienstwa zdarzenia B wyraza sie wzorem

P(B) = P(A,)P(B|A;) + ...+ P(A,)P(B|A,).



Prawdopodobienstwo okreslone w powyzszym twierdzenie nazywamy prawdopodobienstwem
zupelnym lub catkowitym.

Twierdzenie 3 (Wzér Bayesa). Jesli B jest dowolnym zdarzeniem o dodatnim prawdopodobien-
stwei, a zdarzenia Ay, ..., A, spelniajq zaloZenia powyziszego twierdzenie (twierdzenia o prawdopo-
dobienstwei calkowitym), to prawdopodobieristwo warunkowe P(Ay|B) zdarzenia Ay przy warunku
B wyraza sie wzorem

P(A)P(B]A,)
5 p(A4)P(BIA)

P(A;|B) = ke{l,...n.

1.3 Zmienna losowa, rozklad prawdopodobienstwa
1.3.1 Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Niech (€2, .4, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Zmienng losowg nazywamy dowolna funkcje
X: Q — R taka, ze dla dowolnego ustalonego x € R, zbiér zdarzen elementarnych w, dla ktoych
spetniona jest nieréwnos¢ X (w) < z, jest zdarzeniem, tzn,:

Veer{w: X(w) < z} € A.
Zdarzeniami losowymi sg réwniez zbiory zdarzen elementarnych postaci
{w: X(w) € A},

gdzie A C R jest dowolnym podzbiorem borelowskim na prostej (np. A jest zbiorem postaci: [a, b],
<a7b)7 {xo}, ltp)

Prawdopodobienstwo P(X € A) przyjecia przez zmienna losowa X wartosci ze zbioru A C R
okreslamy ronoscia:

P(X € A) = P({w: X(w) € A}).

Np., gdy A = (a,b], to
Pla<X <b)=P({w:a< X(w)<b}).

7 definicji zmiennej losowej wynika, ze zbior
{w: X(w) <z}

jest zdarzeniem dla dowolych z € R. Mozna zatem rozpatrywaé prawdopodobienistwa P(X < x).
Funkcje Fx: R — [0, 1] okreslona wzorem

Fx(z) =P(X <)

nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej X. Jezeli nie ma watpliwosci z jaka zmienng losowa
mamy do czynienia, to piszemy F', zamiast F'y.

Uwaga 6 (Wtasnosci dystrybuanty). Dystrybuanta F' dowolnej zmiennej losowej ma nastepujace
wtasnosci:

1. 0 < F(z) < 1 dla kazdego = € R,

2. F jest funkcjg niemalejaca,



3. Mamy

lim F(z) =0
oraz
lim F(z) =1,
r—+00

4. F jest funkcjg lewostronnie ciggly, tzn.

lim F(x) = F(xg),

T—oTy

5. Prawdopodobiefistwo przyjecia przez zmienna losowa X wartosdci z przwedziatu [a, b) jest
rone przyrostowi wartoséci dystrybuanty F' miedzy punktami a i b:

Pla < X <b) = F(b) — F(a),

6. Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna losowa X ustalonej wartosci xy wyraza sie
wzorem

P({xo}) = lim+ F(x) — F(xo),

{L‘*).'EO

Uwaga 7. Jezeli G: R — R jest funkcja majaca wtasnosci (2), (3) i (4), to jest ona dystrybuanta
pewnej zmiennej losowe;j.

Wyrézniamy dwa typy zmiennych losowych
e zmienne losowe typu skokowego (dyskretnego),

e zmienne losowe typu cigglego.

1.3.2 Zmienna losowa typu skokowego

Moéwimy, ze zmienne losowa jest typu dyskretnego (skokowego) jezeli istnieje skoriczony albo prze-
liczalnyz bioér

Wx:{xl,...,xn,...}

jej wartosci taki, ze

oraz

Zpizl

i=1
gdzie gérna granica sumowania wynosi n albo 0o, jezeli zbior W, jest odpowiednio skonczony (ma

n elementéw) albo przeliczalny. Warunek (1) nazywamy warunkiem unormowania.
Funkcje p okreslona na zbiorze W, réwnoscia

p(x;) = P(X = ;) = p;, x; € Wy,

spetniajaca warunek unormowania (1) nazywamy rozkladem prawdopodobieristwa zmiennej losowe;
X.
Réwnowaznie rozktad prawdopodobienstwa mozemy zdefiniowaé tabelka:



Gdy dany jest rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, to prawdopodobienstwo przy-
jecia przez nig wartosci ze zbioru A okreslone jest rownoscig

P(X €A = sz

T, €EA

W szczegdlnosei, dla dowolnego przedziatu (a, b) mamy

Pla<X<b= > p

a<x;<b

oraz

F(z) = P(X < x) sz

xr;<x

1.3.3 Zmienne losowa typu cigglego

Zmienna losowa X przymujaca wszystkie wartosci z pewnego przedzialu (lub przedziatéw), dla
ktorej istnieje taka nieujemna funkcja f: R — R, Zze dystrybuante F' zmiennej losowej X mozna
przedstawi¢ w postaci

:/f*t)dt, dla z € R

nazywamy zmienna losowa typu ciaggtego, a funkcje f jej gestoscia.

o Jezeli gestosé zmiennej losowej X jest rézna od zera tylko w przedziale (a,b), to rozklad
nazywamy skoncentrowanym na przedziale (a, b).

e Dystrybuanta zmiennej losowej typu ciggtego jest funkcja ciggtla.
Uwaga 8 (Wlasnosci zmiennej losowej typu ciaglego).

1. Jezeli x jest punktem ciagtosci gestosci f, to

3. P(X =c¢) =0 dla kazdego ¢ € R.
4. Pla<X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)=F(@0) — Fl(a)
D.



1.3.4 Charakterystyki liczbowe zmiennej losowej

W celu syntetycznego scharakteryzowania zmiennej losowej, przyporzadkowuje si¢ jej pewne liczby
charakteryzujace ja pod wzgledem np. wartosci najbardziej prawdopodobnej, rozrzutu jej wartosci,
ksztattu histogramu lub wykresu jej gestosci. Liczby te nazywamy charakterystykami liczbowymi
zmiennej losowej (lub jej rozktadu prawdopodobienstwa). Najwazniejsze z nich to wartol$¢ prze-
cietna, wariacja oraz odchylenie standardowe.

Jezeli X jest zmienna losowa, to warto$ciq oczekiwang (wartoscig przecietng) jest:

e jezeli X jest zmienng losowg typu dyskretnego

xiEWr

e jezeli X jest zmienng losowa typu ciagtego
EX = / LF(t)dt.

Powyzsza definicja jest poprawnie okreslona, jezeli szereg i calka po prawej stronie réwnosci sa
zbiezne.

Twierdzenie 4 (Wtasnosci wartosci oczekiwanej). Niech X 1Y bedg zmiennymi losowymi oraz
a, b, c bedg statymi. Wtedy:

(€)=c
E(aX)=aEX

1.

&

&

(X+b)=EX+b
(X —EX)=0
E(X+Y)=EX+EY

S v e
&

Jezeli X 1Y sq niezalezne, to E(XY)=EX -EY

Wariancja zmiennej losowej X jest to wartos¢ przecietna kwadratu odchylenia zmiennej losowej
od jej wartosci przecietnej, tzn.
D?’X = E(X — EX)%

Inaczej:

e jezeli X jest zmienng losowa typu dyskretnego, to

D*X = > (v — EX)*ps,

r; EWy

e jezeli X jest zmienng losowg typu cigglego, to

D*X = 7(t — EX)*f(t)dt.



Twierdzenie 5 (Wtasnosci wariancji). Jezeli X i Y sq zmiennymi losowymi oraz a, b, ¢ sq statymi,
to:

1. D*(c)=0

D?*(aX) = a*D*X

D*(X +b) = D*°X

gdy X 1Y sq niezalezine, to D*(X +Y) = D*X + D?Y

DX = B(X?) — (EX)?

Wartosé
DX =vD2X

nazywamy odchyleniem standardowym. Odchylenie standardowe jest waznym pojeciem statystycz-
nym.

1.4 Przeglad typowych rozktadéw
1.4.1 Rozklad jednopunktowy

ZT; T
pi |1

Wtedy:
EX =z, D*X = 0.

1.4.2 Rozklad zero—jedynkowy

Zmienna losowa X ma rozklad zero—jedynkowy z parametrem p, gdzie p € (0, 1), jezeli jej rozktad
prawdopodobienstwa jest postaci

Di

gdzie g =1 —p.
Wtedy:
EX =p, D*X = pq.

1.4.3 Rozklad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozklad dwumianowy (rozktad Bernoulliego) z parametrami (n,p), n € N,
p € (0, 1), jezeli jej funkcja prawdopodobienistwa jest postaci:

n

P(X =k)=P(k,n,p) = (k

)pkqn_k, ke {0,...,n},
gdzie g =1 —p.
Wtedy:
EX =np, D*X = npq.

10



1.4.4 Rozklad Poissona

Dyskretna mienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A > 0, jesli jej funkcja prawdo-

podobienstwa jest postaci
k

A
pe=P(X=k) = e*Aﬁ.

Przyjmuje ona zatem z dodatnim prawdopodobienstwem przeliczalng liczbe wartosci (wartosciami
sa wszystkie liczby 0,1,2,3,...).
Mamy:
EX =), D*X = ).
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie taczace rozktady dwumianowe z rozktadem Poissona:

Uwaga 9. Jezeli (X,,) jest ciagiem zmiennych losowych o rozktadzie dwumianowym z parametra-
mi, odpowiednio (n,p,) oraz A > 0 jest taka, ze

1im np, = A,
todla k €N i
. ny i n—k __ —)x/\
lim. <k>pn(1 —pa)" =

1.4.5 Rozklad jednostajny

Zmienna losowa X typu ciaglego ma rozklad jednostajny na przedziale [a, b], jezeli jej gestosé jest
dana za pomoca wzoru:
1
— dlaz € [a,]
— b—a’ » Y
f(z) { 0, dlax ¢ [a,b].

Wowczas dystrybuanta okreslona jest wzorem:

0, dlax € (—o0,a),
F(z) =4 2, dlazxe¢a,b]
1, dlaz e (b,00).
Mamy:
_a+b 1

: D?*X = —(b—a)*
2 12

1.4.6 Rozklad wykladniczy

Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0, jezeli jej gestos$¢ jest postaci:

1 _z
_ ) oxe, dla z > 0,
f(@) { 0, dlaz <0.
Wowcezas dystrybuanta okreslona jest wzorem:
0, dlaz <0,
F(z) = { 1—e %, dlaz>0.
Woéwcezas:
EX =\, D2X = )\

Jedna z wlasnosci rozktadu wyktadniczego jest tzw. brak pamigci, tzn. dla dowolnych a,b > 0
mamy
P(X>a+0bX >a)=P(X >0).

11



1.4.7 Rozklad normalny

RRozktad normalny jest jednym z najczesciej wystepujacych rozktadow typu ciaglego.
Zmienna losowa X ma rozklad normalny (gaussowski) z parametrami pi o (u € R, o > 0),
jezeli jej gestosé prawdopodobienstwa okreslona jest wzorem:

1 (z—p)?
z) = e 22
fa) = —
dla x € R.
Rozktad normalny z parametrami p, o oznaczamy symbolem
N(p,0).
Mamy:

EX =pu, D)X =0
Jezeli zmienna losowa X ma rozklad normalny N(u, o), to zmienna losowa
daryzowany rozktad normalny N (0, 1). Wowczas jej gestosé wyraza sie wzorem
1 2

p(r) = Von -z

X—p
ag

ma tzw. stan-

ez,
a dystrybuanta:

1 7 t2

Obliczenie wartosci dystrybuanty ®(z) nie jest tatwe, poniewaz wystepujacej tam calki nie ozna
wyrazi¢ za pomoca funkcji elementarnych. Do obliczenia wartosci dystrybuanty rozktadu normal-
nego shuza tablice.

1.5 Przedzialy ufnosci

Sposobem estymacji (przyblizania), dajacym mozliwo$¢ oceny doktadnosci oceny wartosci niezna-
nych parametréw, jest metoda przedzialowa polegajaca napodaniu tzw. przedziatow ufnosci dla
nieznanych parametréw rozktadu.

Przedziatem ufnosci dla parametru 6 na poziomie ufnosci o (0 < o < 1) nazywamy przedzial
(01, 05) spelniajacy warunki:

e jego konce 0; = 01(Xy,..., X,) 1 02 = 05(X4,...,X,) sa wartoSciami proby losowej i nie

zaleza od szacowanego parametru 6,

e prawdopodobienstwo pokrycia przez ten przedziatl nieznanego parametru 6 jest réwne 1 — a,

tzn.
P(91<9<92):1—OA

Liczbe 1 — a nazywamy wspotezynnikiem ufnosci.
Jezeli podczas badania cechy X uzyskujemy n wynikéw: Xy, ..., X, to:

_ 1
X =YX,
oraz 1 n
52 =3 (X, — X)?
n =



1.5.1 Przedzialy ufnosci dla wartosci przecietnej

Cecha X populacji generalnej ma rozklad normalny N(u, o) o nieznanej wartosci przecietnej i
znanym odchyleniu standardowym o. Przy danej liczebnosci proby n i danym wspotezynniku
ufnosci 1 — a najkrotszym przedziatem ufnosci dla p jest przedziat

_ a\ o - a\ o
(xu(1-2) xa(1-2) )
gdzie u(() jest kwantylem rozktadu N (0, 1) rzedu f, tzn. ®(u(3)) = S.

1.5.2 Przedzialy ufnosci dla wariacji i odchylenia standardowego

Niech cecha X ma rozktem N(u,o) o nieznanych p i 0. Préoba liczy co najwyzej 50 jednostek
(n < 50). Konstrukeje przedziatu ufnosci oprzemy na statystyce

2 n 2
i=1
ktora ma rozktad chi-kwadrat o n — 1 stopniach swobody (wartosci dystrybuanty tego rozktadu

sa stablicowane). Niech x?(3,n — 1) oznaczaja kwantyle rozktadu chi-kwadrat o n — 1 stopniach
swobody rzedu 3. Wtedy przedziatl ufnosci dla wariancji przyjmuje postac:

nS? P nS?
O' B —
Xz(l—%&,n—l) X2(%a>n_1)

zas dla odchylenia standardowego

n n
(\/X2(1 —sa,n — 1)S SO X(za,n — 1)S>

W sytuacji, kiedy cecha ma rozktad N(u, o) o nieznanych pu, o oraz préba jest o liczebnosci
n > 50. W tym przypadku statystyka

2
V22 = 2@ NG
g

o

ma w przyblizeniu rozktad N(v/2n — 3,1). Zatem przedzial ufnosci przybiera postaé

Svan Svan
<m+u<1_;a) 7= m_uu_;a))
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