ZBIOR ZADAN Z MATEMATYKI STOSOWANEJ

1. Liczby zespolone
1. Znajdz posta¢ trygonometryczng liczb

(a) 144

(b) 1-—i

() 1+V3i;
(d) 2v3-2i
(e) 4

(£) 2.

2. Znajdz postaé¢ arytmetyczng liczb

(a)  3(cos(— 7T)—i—zsm(—g));
(b) 8(Cos—+181n7;)

(¢) 2(cosm+isinm).
3. Oblicz potegi

(2) (1-0%
(b)  (1+v30)%
(c) (V3-1)
4. Znajdz pierwiastki
(a) V1
(b) 2 — 2V/3i;
() Vi
(d) V/—64.
5. Narysuj na plaszczyznie zespolonej

(a) |z+3—3i>3, Argze[g,%—];

(b) |z—Q+9)|-|z—24+2i] |z+2—3i]=0.
6. Rozwiaz réwnania

(a) 224 (2+42i)z+3 —2i — 0;

(b) 22+ (1+4i)z—5—i=0;

(¢) 22+2iz4i-1=0.

(d) 24+22+z+1=0.

(e) 2*—522+4=0.
2. Funkcje wielu zmiennych
1. Oblicz granice fuglkcji

2
(a) im 5 y2;
(z,y)—(0,0) = + Yy
x2y
b li —
() (@a)(0.0) 72 + 2
2
Yy
li -
(c) @) 00) 72 + 47
1 1
(d) » yl)ig%o 0)(w + y) sin - sin m
2. Sprawdz czy funkcja jest ciagla
=iz (@) #(0,0)
a)  f(zy :{ Ty ;
(@) ) 0 (z.9)=(0.0)
2,2
(b) o) =4 T D0 FO0
0 (z,9) =(0,0)

3. Oblicz pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie zg w kierunku wektora a
(a) flry)=a"+y' +22y+1, 2= (1,2), a= (3, -1);
(b)  f(z,y,2) =2+ > +ay2®, o= (1,1,-1), a=(2,0,1).

4. Oblicz pochodne czastkowe funkcji



(8)  flay) = arctg
(b)  flr,y) =In(@® + )
(€)  f(wy)=In(e+Iny);
@ fw) =5l

5. Oblicz

(a) uxwv, u-vdlau=1[1,23], v=[-1,3,-2];

(b) grad f dla f(z,y) = 2 + y*;

(c) gradf dla f(x,y,z) = ™%

(d) divf dla f(z,y,2) = (2® +y,2y° — 2,322 + z);

(e) rotf dla f(x,y,2) = (2? +y,2y* — 2,32° + z).
6. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f: R? — R

(a) f(z,y) = 222 +3a:y+y2—2:n—y—|—1;

(b)  f(z, )—m +y — 22?2 +4xy—2y,

() flz,y) =2a? —wy+2y —x 44y —5;

(d)  f(z,y) =2*+y* — 12zy;

(e) f(z,y) =2+ 32y — 6zy — 3y* — 152 — 15y;
() flz,y) =4doy+ - ! +;

(8) flx,y) = \/w2+y ;

f
(h)  flz,y) ==y ln(af +4%).
7. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji f: R? - R
(a)  flz,y,2) =a® + 2%+ 22 — 20 + 4y — 62 + 1;
(b) f(x,y,z):x3+xy+y2—2z:r+222+3y—1;
() [fl@y,2)=zyz(l-—2—y—2);
(d)  f(z,y,2) =222 +9y° 4+ 22 — 20y + 42 — x.
8. Znajdz warunkowe ekstrema lokalne funkcji f pod warunkiem M, gdzie
(a)  f(z,y) =2 +:ry+y M ={(z,y) eR* :z+y =1}

f(
(b)  flz,y) =27 +y M = {(z,y) € R? : zy = 1};
(c) f(x,y)—x +y M = {(z, y)€R2 x+y=2z,y>0}
(d) f(w,y)—fc+y1, ={(z,y) eR*:e $1+y—xy+1}
(@ flay)=_+0 M={( y) €R?: *+y =1}
(

()  flz,y) ==zy, M ={(z,y) e R?: 22 + > = 8.
9. Znajdz przyblizona wartosé liczb
(a)  (1,02)3-(0,997)%
(b)  {/(2,93)3 + (4,05)3 + (4,99)3.
10. Zastosowania
(a) Obwodd trojkata wynosi 2p. Jakie dtugosci powinny mie¢ jego boki, aby pole byto jak najwieksze?
(Wykorzystaj wzor Herona na pole trojkata P = +/p(p — x)(p — y)(p — 2), gdzie p = %(:v +y+ 2),
x,y, z sa dtugoéciami bokow trojkata.)
(b)  Znajdz ekstrema funkcji f: R3 — R w kuli domknigtej K ((0,0,0),10), gdzie
f(z,y,2) =2* + 2% + 32%, z,y,2 €R.
3. Calki wielokrotne
1. Oblicz caltki

(a) //m2y+x—|—ydxdy, P=[-1,1] x [0,1];

P
//3m2 + 2y — dzydxdy, P =10,1] x [0,1];

dzx dy
P=10,2 0,1];
// et P= 0.2 X1



(d) //:Usin(:ny) dzdy, P =[0,1] x [m, 27];
P
(e) ydx dy, D:{(x,y)ER2zx2§y§x§1};
i
(f) ze¥drdy, D= {(z,y) eR*:0<y<z <1}
i
(g) //a:+y+1dxdy, D ={(z,y) e R?: 2% <y < 3z < 3};

D
(h) //da:d% D={(z,y) eR*:2? <y <z <1}
D

2. Oblicz calki korzystajac ze wspotrzednych biegunowych
@ [ dedy D={@y) B sy 1)
D

() [[a 4P drdy, D= {(zy) e B 5ot 4y < 1)
D

© [[avdedy. D= (@) e B iwz0 12024y <),
D

(d) //:r2+y2d:ndy,D:{(:c,y)6R2:0<y<x2—|—y2<x}.
D
3. Oblicz catki
(a) rdrdydz

- P =11,2] x [1,e] x [1,€];

P

(b) ///w+y+zdxdydz, P =11,2] x [2,3] x [3,4];
P

(c) ///ex+y+2dxdydz, D ={(z,y,2) GR?’:OSzg L <y<i):

D

dxdydz

@ ] G e P ) €R a2 0. 0221 -0 -
D

(e) ///yd:rdydz’ D={(z,y,2) eR*:0< 2<y<1—2a?};
D

(f) ///xQ—I—y?dwdydz, D={(,y,2) €RP:0< <y’ —a> 0<a<y<l)
D

@ [[[awvdeaydz D—{zy2) e B0y <o <o),

D
4. Oblicz catki korzystajac ze wspétrzednych sferycznych lub walcowych

(a) ///x2d$dydz’D:{(x7yvz)GRSIOSZSQ—xz_yQ};
D
D

(C) ///$2+y2dxdydz7D:{(x’y’Z)ERS:Q\/WSZSS};
D

(@ ///$y2d$dydz’ D={(z,y,2) €R®: Va2 + 2 <z < \/T—22 — 2}
D

@ [[[2awd D@ er v rR <o B2k
D



///:L‘decdydz, D ={(z,y,2) e R®: 22 + ¢y + 2% < 4z},

D
dz dyd
///% ={(z,y,2) eR®: 4 <a® +y° + 2 <9}
<:<Vi-a =)

drdydz 3,
D= R
///my o D= {me) €

///z Va2 +y2 + 22dzdydz, D= {(z,y,2) e R3:0< 2 < /4 — 22 — 92}

D
5. Oblicz calki krzywoliniowe nieskierowane
(a) /a: +ydl, K jest trojkatem o wierzcholtkach A(0,0), B(1,0), C(0,1);
K

[\DM—t

(b) /ﬂs2 + 4% dl, K jest okregiem o réwnaniu y* + 2° — z = 0;
K

(c) /952 + 2 dl, K jest krzywa o rownaniach x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), t € [0, 27].

6. ObliczK calki krzywoliniowe skierowane
(a) 7{3/2 de +2%dy, K jest goérng potows elipsy z = acost, y = asint;
K
(b) ?{(JUQ — 2zy)dz + (2zy + y?) dy, K jest tukiem paraboli z = 32 od punktu A(1,1) do B(4,2);
K
(c) %(2@ —y)dx + zdy, K jest krzywa o rownaniach = a(t — sint), y = a(l — cost), t € [0,27] w

K
kierunku zgodnym ze wzrostem t.

7. Oblicz calki po powierzchni §

(2) //:U2+y2d5’, S={(x,y,2) e R3: /a2 + 92 =2 < 1};
S
//8—2zd5 S ={(z,y,2) ER?:0 < 22 =8 — 2% — y°};

//aﬂyzdss {(w,9,2) €R®: 2 = RE— a2 — 7).

8. Zastosowanla

(a)  Znalez¢ mase czesci kuli o promieniu R znajdujacej sie w pierwszej 6semce uktadu wspotrzednych,
jezeli gestosé tej bryly jest w kazdym jej punkcie réwna odlegtosci tego punktu od plaszczyzny OXY'.

(b)  Znalez¢ mase czesci kuli o promieniu ¢ lezacej w pierwszej dsemce uktadu wspoétrzednych i ograni-
czonej powierzchnig £ 4+ ¥ = 1 (a,b < ¢), wiedzac, Ze jej gestos¢ w kazdym punkcie (z,y, 2z) wynosi
p(z,y,z) = 2.

(¢) W poltkuli okreslonej nieréwnosciami x2 + 32 + 22 < a?, z > O, gestosé zmienia sie proporcjonalnie
do odlegtosci punktu od poczatku uktadu wspétrzednych. Znalezé wspélrzedne srodka ciezkosci tej
bryty.

(d)  Obliczy¢ wspotrzedne srodka ciezkosci bryty V okreglonej warunkami y? < 4z, 2z4+y+2 < 4, z > 0.

(e)  Wyznaczy¢ moment bezwladnosci walca obrotowego o wysokosci h, promieniu podstawy a wzgledem
osi bedacej srednica podstawy walca.

(f)  Znalez¢ moment bezwladnosci stozka obrotowego o wysokosdci h, promieniu podstawy a, gestosci p,
wzgledem $§rednicy podstawy.

4. Réwnania ré6zniczkowe
1. Rozwiaz réwnania rézniczkowe

(a) o =eYsin;

(b) coszsinyy —sinzcosy = 0;



(d)
(e)
(f)
(g)
(h)
(i)
()
(k)
(M
(m)
(n)
(o)
(p)
(a)
(r)
(s)
(t)

T 1t a2
y = (z+y)%
Y =x+y+3;
y=(@—y)’+1
y =2y +3x;
y =2 +1g?;
X X
zy =y
Y =2+ y;
/_y+$37y(1)—17
2
r Y
=2 _Z 1) =1
v'=7 y,y() ;
y = +nat;
X
Yy + 22y =xe

y'—2xyzm—x3;

ry +y = rsinm;

xy/—2y:xe%;

Y =y +1-a%
/ Ly2

y =zytezr;

y =eTe Y 41;

2. Rozwiaz liniowe réwnania rézniczkowe

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(2)
(h)

y+y=e "

y" + 4y = 0;

y' +y —2y=0;

Y — 8y + 16y = x e*;
y" + 9y = x cos x;

y' — 4y +dy = 2%

y' +y -2y = dx;

y" — 5y = x.

3. Zastosowania.

(a)

(b)
(c)
(d)
(e)

Wyznaczy¢ przebieg zmian natezenia pradu I(t) w obwodzie RC wlaczonym w chwili ¢ = 0 do zrodla
pradu zmiennego o napieciu U = Uy sin(wt). Obwod zawiera kondensator o pojemnosci C' i opornik o
oporze R. Wiemy, ze szukana funkcja I spelnia réwnanie rézniczkowe

RI'(t) + Iét) = Upw cos(wt).

W pewnym ruchu prostoliniowym przyspieszenie z”(t) jest proporcjonalne do predkosci /(t), tzn.
2" (t) = ka'(t). Wyznaczy¢ rownanie tego ruchu z = f(¢) przyjmujac k = 2.

W pewnym ruchu stosunek przyspieszenia z”(t) do przebytej drogi x jest wielkoscia staty i wynosi
—9. Wyznaczy¢ réwnanie tego ruchu.

Wyznaczy¢ réwnanie ruchu, w ktérym stosunek przyépieszenia do predkosci jest wielkoscig stata i
wynosi —3.

Wyznaczy¢ natezenie pradu w zaleznoscei od czasu I(t) dla obwodu RLC elektrycznego wlaczonego
w chwili ¢ = 0 do zrédta pradu zmiennego o napieciu U = Upsin(wt). Obwod zawiera opornosé R,
indukcyjnosé L i pojemnoéé C' potaczone w szereg. Wiemy, ze szukana funkcja I spelnia réwnanie
rézniczkowe

LI"(t) + RI'(t) + I(Ct) = Upw cos(wt).

5. Prawdopodobieristwo
1. Rozwiaz zadania.

(a)

Cztery tomy dzieta utozono losowo na poétce. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze tomy zostaly
utozone w kolejnosci 1, 2, 3, 47



(b) W partii 100 elementow znajduja sie 3 braki. Wybieramy losowo jeden element. Jakie jest prawdo-
podobienistwo, ze bedzie on prawidtowy?
(¢) W pudetku jest 90 sprawnych i 10 niesprawnych tranzystoréw. Z pudeltka wzieto 10 tranzystorow.
Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wéréd wyjetych
e jest doktadnie jeden niesprawny tranzystor,
e nie ma tranzystoréw niesprawnych.
(d) Rzucamy dwiema kostkami jednoczesnie. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
suma oczek jest roéwna 4,
suma oczek jest mniejsza od 5,
suma oczek jest wieksza niz §,
suma oczek jest liczba parzysta,
roznica oczek (odejmujemy od liczby wiekszej liczbe nie wiekszg od pierwszej) jejst liczbg niepa-
rzysta,
e iloczyn liczby oczek jest liczba parzysta,
e wyrzucimy przynajmniej jedng szostke.
2. Prawdopodobieristwo warunkowe i catkowite.
(a) W urnie znajduje si¢ 6 kul czarnych i 4 biate. Wyciagamy losowo 2 razy po jednej kuli, (1) ze
zwrotem kuli do urny po pierwszym wyjeciu, (2) bez zwrotu. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze druga
wylosowana kula bedzie biata, jesli wiadomo, ze pierwsza wylosowana byta biata.

(b) Na pierwszym roku studiéw pewnej uczelni studenci studiuja na trzech wydziatach: Wy, Wy i
W3. Ich liczebnos$¢ na poszczegblnych wydziatach wynosi odpowiednio: 180, 120, 90. Wiadomo, ze
prawdopodobieristwo terminowego ukoniczenia studiéw dla poszczegédlnych wydzialéw sg réwne: 0,8;
0,7; 0,5. Ze zbioru 390 studentéw wylosowano studenta. Oblicz

e prawdopodobienistwo tego, ze student studiuje na wydziale Wy,

e prawdopodobienistwo tego, ze student ukoriczy studia w terminie,

e prawdopodobienistwo tego, ze student studiowal na wydziale W3, jezeli wiadomo, ze ukoriczyt
studia w terminie.

(c) Z fabryki F} pochodzi 60% elementow, reszta z fabryki Fh. Niezawodno$é dziatania w okreslo-
nym czasie T elementow z Fy wynosi 95%, z Fy - 90%. Pobrano losowo jeden element. Obliczy¢
prawdopodobieristwo niezawodnego dzialania elementu w czasie T.

(d) Na linii tacznosci nadaje sie tylko dwa rodzaje sygnatow A i B z prawdopodobieristwami odpowiednio
rownymi 84% i 16%. Z powodu zaklocen % sygnaléw A jest odbierana jako sygnalty B, a % sygnatow B
jest odbierana jako sygnalty A. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze na punkcie odbiorczym pojawi sie:
(1) sygnat A, (2) sygnal B, (3) odebrano sygnal A, jakie jest prawdopodobiernistwo, ze nadano go?

(e) W zaktadzie znajduja sie 3 maszyny typu A, 5 typu B i 2 typu C, produkuja one odpowiednio 5%,
3%, 1% brakow:

e pobieramy losowo z calej przemierzonej masy towarowej jedna sztuke. Obliczyé¢ prawdopodo-
biefistwo, ze bedzie ona brakiem

e pobrano losowo jedna sztuke, ktéra okazata sie brakiem. Obliczyé¢ prawdopodobieristwo, ze po-
chodzi ona z maszyny B.

3. Zmienne losowe.
(a) Dobra¢ tak statg C, by funkcja
cx?, 0<x<3
f@)_{ 0, 2<0Vz>3
byta gestoscia prawdopodobieristwa, wyznaczy¢ dystrybuante, obliczyé P(|X| < 1).

(b)  Niech zmienna losowa ma rozktad postaci
c

P(X:n):pn:m, n € N.
Wyznacz warto$¢ c tak, by ciag {(n,pn),n € N} byl rozkladem prawdopodobieristwa, podaj dystry-
buante zmiennej losowej X oraz oblicz prawdopodobieristwo P(X > m) dla m € N.
(¢)  Wyznacz wartosé ¢, dla ktorej funkcja
c/z?, x>10
f(x):{ 0, z<10
jest gestoscia zmiennej losowej X, podaj jej dystrybuante oraz oblicz P(X > 20).



(d) Zmienna losowa X ma dystrybuante F. Znajdz dystrybuante zmiennej losowej Y = aX + b, gdzie
a,beR.
(e) Niech X bedzie zmienng losows jednostajng na przedziale [—3, §]. Znajdz rozktad zmiennej losowe
Y =sinX.
(f)  Pokazaé, ze jezeli X jest zmienng losowa dodatnig o gestosci f, to X ~! ma gestosé postaci f(%)/m2
4. Wartosé oczekiwana, wariancja.
(a) Rzucamy moneta 4 razy. Niech zmienna losowa X przyjmuje wartosci rowne liczbie wyrzuconych
ortow:
e podac rozktad tej zmiennej losowej,
e obliczy¢ E(X) i D*(X).
e obliczy¢ P(1 < X < 3).
(b)  Gracz rzuca raz kostka i otrzymuje 1 zl, gdy wyrzuci parzysta liczbe oczek, otrzymuje 2 zt, gdy
wyrzuci 5 oczek, w pozostatych przypadkach przegrywa 3 zi;
e rozklad zmiennej losowej X, ktéra jest wygrana gracza,
e wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej X i naszkicowaé ja,
e wyznaczy¢ warto$é przecietng tej zmiennej i odpowiedzie¢ na pytanie, czy gra jest sprawiedliwa,
tj. czy E(X) = 0.
(c) Dystrybuanta zmiennej losowej X okreslona jest wzorem

0, <0
F(z)=({ 3 —1cosz, 0<az<m
1, z>n

e znalezé gestodé,
e obliczy¢ E(X), D*(X),
e obliczy¢ prawdopodobieristwo P(0 < X < ).
(d) Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci
_ el ze=11]
flw) = { 0, |z]>1
e Naszkicowaé wykres gestosci i wyznaczyé dystrybuante,
e obliczy¢ E(X), D*(X),
e obliczy¢ P(|X]| > 3).
5. Przedziaty ufnodci.

(a)  Wedlug normy technicznej wykonanie obrébki mechanicznej elementu silnika okretowego powinno
zajmowaé 20 min. Wylosowano 18 stanowisk roboczych, dla ktérych sredni czas obrébki wyniést 22
min. Wiadomo, ze odchylenie standardowe czasu obrébki wynosi 5 min. Zaktadajac, ze rozktad czasu
obrébki jest normalny, zweryfikowaé¢ na poziomie istotnosci a = 0,05 hipoteze zerowa Hy : m = 20
wobec hipotezy alternatywnej Hy : m # 20.

(b) Btlad pomiaru katow pionowych za pomocy sekstansu ma rozktad normalny. Przeprowadzono 8
pomiaréw tego samego kata pionowego i otrzymano nastepujace wartosci btedéow (w min. katowych)

k 1 2 3 4 5 6 7 8
x| —1,4|1-0,810,4]-0,2(0,8]|1,0]1,8|2,2
Przyjmujac poziom istotnoséci o = 0,01 zweryfikowa¢ hipoteze Hy : 02 = 0, 75.




