
Zbiór zada« z Matematyki I

Zadanie 1 Sprawd¹ czy nast¦puj¡ce wyra»enia s¡ tautologiami:

(a) (p⇒ q)⇔ (¬q ⇒ ¬p);
(b) (p ∧ q ⇒ r)⇔ [p⇒ (q ⇒ r)];
(c) p⇒ [q ⇒ (p ∧ q)];
(d) ¬[p ∧ (¬p ∧ q)];
(e) [p⇒ (q ⇒ r)]⇔ [q ⇒ (p⇒ r)].

Zadanie 2 Czy prawdziwe jest zdanie:

(a) Je»eli liczba naturalna a dzieli si¦ przez 2 i dzieli si¦ przez 3, to z faktu, i» a nie dzieli si¦ przez 3

wynika, i» a nie dzieli si¦ przez 2.

(b) Je»eli liczba naturalna a dzieli si¦ przez 3 i dzieli si¦ przez 4, to z faktu, i» a nie dzieli si¦ przez 2

wynika, i» a nie dzieli si¦ przez 3.

Zadanie 3 Oblicz sum¦ i przekrój zbiorów:

(a) An = {x ∈ R : − 1
n+1 < x ¬ 1

n+1}, n ∈ N;
(b) An = {x ∈ R : n2 < x ¬ (n+ 1)2}, n ∈ N;
(c) An = {x ∈ R : 1 + 1n < x ¬ 2 + 1n}, n ∈ N.

Zadanie 4 Znajd¹ kresy zbiorów:

(a) A = { n
n+1 : n ∈ N};

(b) A = {x ∈ R : |2x− 5| < 3};
(c) A = {1 + (−1)

n

n : n ∈ N};
(d) A = {x ∈ R : x > 0 ∧ sin 1x = 0}.

Zadanie 5 Korzystaj¡c z indukcji matematycznej wyka», »e:

(a) 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)
2 , n ∈ N;

(b) 12 + 22 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 , n ∈ N;

(c) 1
1·2 +

1
2·3 + . . .+

1
n(n+1) =

n
n+1 , n ∈ N;

(d) 3 | 10n + 4n − 2, n ∈ N;
(e) 3 | n3 + 2n, n ∈ N;
(f) 8 | 5n + 2 · 3n−1 + 1, n ∈ N;
(g) dla a > −1 mamy (1 + a)n ­ 1 + na, n ∈ N;
(h) 1 + 1√

2
+ 1√

3
+ . . .+ 1√

n
>
√
n, n ∈ N \ {1}.

Zadanie 6 Znajd¹ posta¢ trygonometryczn¡ liczb zespolonych

(a) 1 + i;
(b) 1− i;
(c) 1 +

√
3i;

(d) 2
√
3− 2i;

(e) 4;
(f) 2i.

Zadanie 7 Znajd¹ posta¢ arytmetyczn¡ liczb zespolonych

(a) 3(cos(−π
2
) + i sin(−π

2
));

(b) 8(cos
π

3
+ i sin

π

3
);

(c) 2(cosπ + i sinπ).

Zadanie 8 Oblicz pot¦gi

(a) (1− i)4;
(b) (1 +

√
3i)3;
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(c) (
√
3− i)6.

Zadanie 9 Znajd¹ pierwiastki

(a)
3
√
1;

(b)

√
2− 2

√
3i;

(c)
3
√
i;

(d) 6
√
−64.

Zadanie 10 Narysuj na pªaszczy¹nie zespolonej

(a) |z + 3− 3i| > 3, Arg z ∈ [π
2
,
3π
4
];

(b) |z − (1 + i)| · |z − 2 + 2i| · |z + 2− 3i| = 0.

Zadanie 11 Rozwi¡» równania

(a) z2 + (2 + 2i)z + 3− 2i− 0;
(b) z2 + (1 + 4i)z − 5− i = 0;
(c) z2 + 2iz + i− 1 = 0.
(d) z3 + z2 + z + 1 = 0.
(e) z4 − 5z2 + 4 = 0.

Zadanie 12 Sprawd¹ czy funkcja f : R→ R jest parzysta, nieparzysta, okresowa:

(a) f(x) =
√
|sinx|;

(b) f(x) = sinx+ cosx;
(c) f(x) = sin(2x) + cos(3x);
(d) f(x) = (x− [x])2.

Zadanie 13 Oblicz zªo»enie funkcji g ◦ f :

(a) f(x) =

{
x+ 1 , x < 1
x2 + x , x ­ 1 , g(x) = x

x2+1 ;

(b) f(x) = 1x , g(x) = x
2;

(c) f(x, y) = xy + x2, g(x) = (x, sinx);
(d) f(x, y) = (x+ y, x− 2y), g(x, y) = (x− y, x+ y).

Zadanie 14 Sprawd¹ czy funkcja jest "1-1" i "na". Je±li tak, to wyznacz funkcj¦ odwrotn¡.

(a) f(x) =

{
2x+1
x+2 , x 6= −2
2 , x = −2 ;

(b) f(x) =


2x+ 3 , x ∈ R \ {−1, 0}
3 , x = −1
1 , x = 0

;

(c) f(x) =


−x2 , x < 0
x , x ∈ [0, 1)
2x− 1 , x ­ 1

;

(d) f(x) =


x+ 1 , x < 1
3 , x = 1

x2 + 2x+ 1 , x > 1
;

(e) f(x) = (x+ 2, 2x+ 1), x ∈ R;
(f) f(x, y) = (x+ 2y, x), x, y ∈ R;
(g) f(x, y) = (x+ 2y, xy), x, y ∈ R.

Zadanie 15 Oblicz granic¦ ci¡gów:

(a) an = n
n2+1 sin(3n+ 1), n ∈ N;

(b) an =
1+4+7+...+(3n−2)

n2 , n ∈ N;
(c) an = 1−2+3−4+...−2n√

n2+1
, n ∈ N;
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(d) an = 4·3
n+1+2·4n
5·2n+4n+2 , n ∈ N;

(e) an =
√
n2 + n−

√
n2 − n, n ∈ N;

(f) an = 1n
(n
1

)
+ 1

n2

(n
2

)
+ 1

n3

(n
3

)
, n ∈ N;

(g) an =
√
n2+5−n√
n2+2−n , n ∈ N;

(h) an =
(n+2n )
n2 , n ∈ N;

(i) an =
1+ 12+...+

1
2n

1+ 13+...+
1
3n
, n ∈ N;

(j) an =
(n+2)!+(n+1)!
(n+2)!−(n+1)! , n ∈ N;

(k) an =
1+2−3+4+5−6+...+(3n−2)+(3n−1)−3n

n2+n+1 , n ∈ N;
(l) an = n(

3
√
n3 + n− n), n ∈ N;

(m) an = 3
√
n(n+ 1)2 − 3

√
n(n− 1)2, n ∈ N;

(n) an =
(n+2n+1)

2

2+4+...+2n , n ∈ N;
(o) an = (1− 1n)

n, n ∈ N;
(p) an = (3n−13n+1)

n+4, n ∈ N;
(q) an = (1 + 1

n2 )
n, n ∈ N;

(r) an = (n
2+3
n2+1)

2n2+5, n ∈ N;
(s) an = n

√
n, n ∈ N.

Zadanie 16 Wyznacz granic¦ ci¡gów korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach

(a) an = n
√
2 · 3n + 4 · 7n, n ∈ N;

(b) an = n
√
3n+ sinn, n ∈ N;

(c) an = 1
n2+1 +

2
n2+2 + . . .+

n
n2+n , n ∈ N;

(d) an =
n

√
2n+ (−1)

n

n , n ∈ N.

Zadanie 17 Wyznacz dziedzin¦ funkcji:

(a) f(x) =
√
−5x;

(b) f(x) = 1√
x2−4x ;

(c) f(x) = arcsin
√
2x;

(d) f(x) =
√
ln
(
5x−x2
4

)
.

Zadanie 18 Wyznacz zbiór warto±ci funkcji:

(a) f(x) = x2 − 2x+ 3;
(b) f(x) = 1

|x|−1 ;

(c) f(x) = 4− 5 sinx;
(d) f(x) = x2

x2+1 ;

(e) f(x) = 3e−|x|.

Zadanie 19 Wyznaczy¢ granic¦ funkcji w punkcie

(a) lim
x→−1

x4+3x2−4
x+1 ;

(b) lim
x→+∞

(
√
x2 + 1−

√
x2 − 1);

(c) lim
x→16

√
x
√
x−8

4√x−2 ;

(d) lim
x→0

3√1+x−1
x ;

(e) lim
x→1
(
√
x2 + 8x+ 3−

√
x2 + 11x);

(f) lim
x→0

tg x
sinx ;

(g) lim
x→π

4

√
sinx−

√
cosx

sinx−cosx ;
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(h) lim
x→+∞

√
x · sin(

√
x+ 1−

√
x);

(i) lim
x→+∞

x sin 1x ;

(j) lim
x→+∞

(2x+32x+1)
x+1;

(k) lim
x→+∞

(3x−13x+1)
2x−5.

Zadanie 20 Sprawd¹ czy funkcja jest ci¡gªa:

(a) f(x) =

{
x2 , x ∈ [0, 1]
2− x2 , x ∈ (1, 2] ;

(b) f(x) =

{
cos πx2 , |x| ¬ 1
|x− 1| , |x| > 1 ;

(c) f(x, y) =

{
x2y
x2+y2 , (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}
0 , (x, y) = (0, 0)

;

Zadanie 21 Wyznacz asymptoty funkcji:

(a) f(x) = 2x+3x−5 ;

(b) f(x) = sinxx ;

(c) f(x) = x2+4x+5
x−2 ;

(d) f(x) = x+ arctgx.

Zadanie 22 Wyka» zbie»no±¢ szeregów i znajd¹ ich sumy

(a)
∞∑
n=1

1
n(n+1) ;

(b)
∞∑
n=1

1
(2n−1)(2n+1) ;

(c)
∞∑
n=1

1
(3n−2)(3n+1) ;

(d)
∞∑
n=1

3n+2n
6n .

Zadanie 23 Wyka» rozbie»no±¢ szeregów

(a)
∞∑
n=1

1
n√n ;

(b)
∞∑
n=1
2(−1)

nn;

(c)
∞∑
n=1
cos(sin 1n);

(d)
∞∑
n=1

n(
√
n2 + 1−

√
n2 − 1).

Zadanie 24 Zbadaj zbie»no±¢ szeregów stosuj¡c kryterium porównawcze

(a)
∞∑
n=1

1
n

√
sin 1n ;

(b)
∞∑
n=1

1
n(
√
n+ 1−

√
n);

(c)
∞∑
n=2

1
lnn ;

(d)
∞∑
n=1

1√
n
√
n+1

;

(e)
∞∑
n=2

1
n lnn ;

(f)
∞∑
n=1

1
n ln(1 +

1
n);

(g)
∞∑
n=1

e

1
n

n ;
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(h)
∞∑
n=1
sin 1n ;

(i)
∞∑
n=1

e
− 1n
n .

Zadanie 25 Zbadaj zbie»no±¢ szeregów stosuj¡c kryterium d'Alemberta

(a)
∞∑
n=1

10n
n! ;

(b)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)! ;

(c)
∞∑
n=1

n!
nn ;

(d)
∞∑
n=1

n5

2n+3n ;

(e)
∞∑
n=1

1
2n ln(n!) .

Zadanie 26 Zbadaj zbie»no±¢ szeregów stosuj¡c kryterium Cauchy'ego

(a)
∞∑
n=1
(arctg (n2 + 1))n;

(b)
∞∑
n=1

n2

(2+ 1
n
)n
;

(c)
∞∑
n=1
( n
2n+1)

n;

(d)
∞∑
n=1
( 1
ln(n+1))

n;

(e)
∞∑
n=1

(n!)n

nn2
.

Zadanie 27 Oblicz pochodn¡ funkcji:

(a) f(x) = (
√
x+ 1)( 1√

x
− 1);

(b) f(x) = 2
x3−1 ;

(c) f(x) = 2x4
9−x2 ;

(d) f(x) = 3
√

1
1+x2 ;

(e) f(x) = 1√
1−x4−x8 ;

(f) f(x) = x
1−cosx ;

(g) f(x) = cos2 x;
(h) f(x) = 3 sin2 x− sin3 x;
(i) f(x) = 3 sin(3x+ 5);
(j) f(x) = sin(

√
1 + x2);

(k) f(x) = x arcsinx;
(l) f(x) = arctg 2 1x ;

(m) f(x) = arcsin 2x ;

(n) f(x) =
√
lnx;

(o) f(x) = lnx
1+x2 ;

(p) f(x) = ln sinx;
(q) f(x) = x

4x ;

(r) f(x) = x8x
2
;

(s) f(x) = e
x

1+x2 ;

(t) f(x) = 3sinx;
(u) f(x) = xx.

Zadanie 28 Zbadaj przebieg zmienno±ci funkcji
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(a) f(x) = lnxx ;

(b) f(x) = x−1
x
√
x
;

(c) f(x) = |x|e−x2;
(d) f(x) = e

x

x+1 ;

(e) f(x) = x
2
3 e
−x2
3 ;

(f) f(x) = x4

x3−x .

Zadanie 29 Znajd¹ ekstrema funkcji:

(a) f(x) = x lnx, x > 0;
(b) f(x) = x3 − x2 + 1;
(c) f(x) = x+ 1x , x > 0;
(d) f(x) = lnx+ 1x , x > 0;

(e) f(x) = x2e−x
2
;

(f) f(x) = xarctgx− 12 ln(1 + x
2);

(g) f(x) = x arcsinx+
√
1− x2, x ∈ [−1, 1];

(h) f(x) = 3 3
√
x− 2

√
x, x > 0;

(i) f(x) = xx
2
, x > 0.

Zadanie 30 Oblicz caªki stosuj¡c wzór na caªkowanie przez cz¦±ci:

(a)
∫
x sinxdx;

(b)
∫
xexdx;

(c)
∫
x cosxdx;

(d)
∫
xe−xdx;

(e)
∫
xarctgxdx;

(f)
∫
xn lnxdx, n ∈ N;

(g)
∫
arccosxdx;

(h)
∫
arcsinxdx;

(i)
∫
x tg2 xdx;

(j)
∫
x cos2 xd;

(k)
∫
x ln(x2 + 1)dx;

(l)
∫
x3exdx;

Zadanie 31 Oblicz caªki stosuj¡c caªkowanie przez podstawienie:

(a)
∫
xe−x

2
dx;

(b)
∫
x
√
1− x2dx;

(c)
∫ dx
x lnx ;

(d)
∫ ln5 x

x dx;

(e)
∫ 3x+5
x2+1dx;

(f)
∫ cos√x√

x
dx;

(g)
∫ cosx
1+4 sin2 xdx;

(h)
∫

e

1
x

x2 dx;

(i)
∫ x3

1+x8dx;

(j)
∫ dx
x lnx ln(lnx) .

Zadanie 32 Oblicz caªki funkcji wymiernych:

(a) xdx
2x2−3x−2 ;

(b)
∫ x5+x4−8

x3−4x dx;

(c)
∫ dx
x3+x ;
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(d)
∫ dx
(1+x2)3 .

Zadanie 33 Oblicz pola �gur ograniczonych wykresami:

(a) y = x2, x = y2;
(b) y = lnx, y = x− 1;
(c) y = x2, y = x3;
(d) y = x3, y = x5;
(e) y = x2 − 6x+ 10, y = 6x− x2;
(f) x2 + y2 = 8, 2y = x2;

(g) x2

4 + y
2 = 1, x2

2 − y
2 = 1;

(h) y = 1
1+x2 , y =

x2

2 ;

Zadanie 34 Oblicz wyznaczniki macierzy:

(a)

∣∣∣∣∣ 1 42 5
∣∣∣∣∣;

(b)

∣∣∣∣∣ 1 25 1
∣∣∣∣∣;

(c)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
5 1 4
3 2 5

∣∣∣∣∣∣∣;
(d)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 5 4
3 −2 0
−1 3 6

∣∣∣∣∣∣∣;
(e)

∣∣∣∣∣∣∣
0 2 2
2 0 2
2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣;
(f)

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣∣;
Zadanie 35 Oblicz iloczyn macierzy:

(a)

[
1 2
−2 3

]
·
[
−4 0
−1 5

]
;

(b)

[
2 1
1 3

]2
;

(c)

 6 4
−2 1
7 9

 · [ 0 1 23 4 5

]
;

(d)

 −3 4 1
0 2 8
1 3 −1


2

;

(e)
[
1 2 3 4 5

]T
·
[
1 2 3 4 5

]
;

(f)

[
2 3 3
0 1 2

]
·

 2 03 1
3 2

;
Zadanie 36 Wyznacz macierz odwrotn¡:

(a)

[
1 2
2 5

]
;

(b)

[
0 2
−2 1

]
;
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(c)

 1 2 −30 1 2
0 0 1

;
(d)

 1 1 00 1 1
1 0 1

;
Zadanie 37 Rozwi¡» nast¦puj¡ce równania macierzowe:

(a) X

[
4 1
0 4

]
=

[
4 −6
2 1

]
;

(b)

[
4 1
0 4

]
X =

[
4 −6
2 1

]
;

(c) X

 1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

 =
 1 −1 34 3 2
1 −2 5

;
(d)

[
2 1
3 2

]
X

[
−3 1
1 1

]
=

[
−2 4
3 1

]
;

Zadanie 38 Stosuj¡c wzory Cramera wyznacz rozwi¡zania ukªadów równa«:

(a)


2x− y + z = 4
3x+ 4y − 2z = 11
3x− 2y + 4z = 11

;

(b)


x+ y + 2z = −1
2x− y + 2z = −4
4x+ y + 4z = −2

;

(c)


x+ y + 4z = 31
5x+ y + 2z = 29
3x− y + z = 10

;

(d)


ax+ y + z = 1
x+ ay + z = a
x+ y + az = a2

;

(e)


x+ y + 2z = 1
x− y + z = 0
2x+ ay + 2z = b

.
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