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Macierze

Niech dane beda liczby n, m € N.

Kazda funkcje okreslona na iloczynie kartezjariskim

{1,...,m} x{1,..., n} o wartosciach w zbiorze liczb rzeczywistych
lub zespolonych nazywamy macierza o m wierszach i n kolumnach.
Zwykle macierz zapisujemy za pomoca tabelki (szachownicy) o m
wierszach i n kolumnach:

all aio . adin
ani djyy ... asp
dml dm2 --- dmn

lub
[3ij]ie{1,...m},je{1,...n}

Symbol aj; oznacza liczbe umieszczong na skrzyzowaniu i—tego
wiersza i j—tej kolumny.



Macierze

Jezeli m = n, to macierz nazywamy macierza kwadratowa i
woéwczas n nazywamy stopniem macierzy.

Rozwazmy macierz kwadratowa stopnia n:

dil1 d12 ... din
do1 a2 ... ap
dnl ap2 ... Aann
Wyrazy a11, @22, - - ., ann lezg na jednej przekatnej macierzy.

Bedziemy ja nazywali gtéwnga przkatna macierzy.

W dalszym ciggu bedziemy macierze oznaczalui wielkimi literami
AB,C,...



Macierze

Niech A i B beda macierzami o m wierszach i n kolumnach:

alil aio e din
ani ano . don

A= B =
dml dm2 --- dmn

Wéwczas macierz

ail + b a2+ b
a1 + b1 ax + b

ami + bm1  am2 + bmp

bii b2 ... bin

b1 b ... by

bmi bmz ... bmn
ain + bin
32n+b2n
amn + bmn

nazywamy suma macierzy A i B oraz oznaczamy

C=A+B



Macierze

Niech « bedzie liczba rzeczywista lub zespolong oraz A niech
bedzie macierzag o m wierszach i n kolumnach:

all aio . dln
ani ano e aon
A=
dmi adm2 .- Amn
Wéwczas macierz
aall aadlp ... Qaip
any Qadryy ... (asp

cA=a - A=A-a=
ddmi Qamp ... Qdmn

nazywamy iloczynem macierzy A przez liczbe (skalar) a.



Macierze

Witasnosci dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez skalar
» a(A+ B)=aA+aB,
> (a—l—ﬂ)A:aA—FﬁA,
> (o B)A = aBA),
gdzie A i B s3 macierzami, a «, 3 liczbami rzeczywistymi lub
zespolonymi.



Macierze

Dla ufatwienia wprowadzmy oznaczenie:
Aan

na macierz 0 m wierszach i n kolumnach.

Niech A beda macierza o m wierszach i n kolumnach, zas B
macierza o n wierszach i p kolumnach::

arl a2 ... din b11 b12 . blp

a  axp ... an by by ... byp
A= . o . B=| . .

dml dm2 --- dmn bnl bn2 . bnp

tzn.
A= Amxn B = Bn><p



Macierze

Wtedy iloczynem macierzy A = Anmxn i B = Bpxp nazywamy
macierz C = Cpxp taka, ze

r n n n T
Yo aiibin Y aiibp ... Y aiibp
=1 i=1 =1
n n n
Y. asibin Y asibip ... Y asibip
C=A.B=| i1 =1 =1
n . n . . n .
Z amibit  Y_ amibiz ... Y. amibip
L =1 P =1 |

tzn. C = [ck], gdzie

n
k=Y akibi
i=1

Uwaga: Mnozenie macierzy A - B jest wykonalne tylko wtedy, gdy
liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierzy macierzy B.



Macierze

Witasnosci dziatan na macierzach (cd):
» (A-B)-C=A-(B-Q),
» C-(A+B)=C-A+C-B,
» (A+B)-C=A-C+B-(C,
» a(A-B)=(aA)-B=A-(aB),

gdzie A, B, C sa macierzami, za$ « jest skalarem.

Uwaga

Mnozenie macierzy nie jest przemienne, tzn.

A-B#£B-A



Macierze

Macierza jednostkowa nazywamy macierz | postaci

10 ... 0

01 0
| =

00 --- 1

Uwaga: Jesli macierz A jest macierzg kwadratowa stopnia n, a /
macierza jednostkowa stopnia n, to:

Al=1-A=A



Wyznaczniki

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n.
Wyznacznikiem macierzy A nazywamy liczbe detA zdefiniowana w
sposéb indukcyjny:
» wyznacznikiem macierzy [a11] nazywamy liczbe ap tzn.
det[all] = a1,

> jesli n > 1, to wyznacznikiem macierzy

a1 4ai12 ... din

dop1 a2 ... ap
A=

dnl dan2 ... ann

nazywamy liczbe
detA = (1) ay My +(—1) PPapp Mo+ . +(=1)"ay , My,
gdzie My; jest wyznacznikiem macierzy stopnia n —1

otrzymanej z macierzy A przez skreslenie pierwszego wiersza i
i—tej kolumny (i € {1,...,n}).



Wyznaczniki

Minorem Mj; macierzy A bedziemy nazywali wyznacznik macierzy
stopnia n — 1 powstatej z macierzy A poprzez skreslenie i—tego
wiersza oraz j—tej kolumny.
Wyrazenie

(*1)#13,'1 M1 + (*1)#23;2/\//,'2 —+ ...+ (*1)#”3,',,/\//,',,
nazywamy rozwinieciem wyznacznika wedtug i—tego wiersza,
natomiast wyrazenie

(—1)1+j31j/\/11j + (—1)2+j32jM2j +...+ (—1)”+ja,,jM,,j

nazywamy rozwinieciem wyznacznika wedtug j—tej kolumny.

Twierdzenie

Rozwiniecie wyznacznika stopnia n wedtug i—tego wiersza
(ie{1,...,n}) lub j—tej kolumny (j € {1,...,n}) jest réwne temu
wyznacznikowi.



Wyznaczniki

Macierz diagonalna stopnia n > 2 jest to macierz, ktéra poza
gtéwna przekatna ma wytacznie zera:

alil 0 0
0 dano 0
p=| 0 0 0
0 0 ... am

Jej wyznacznik jest réwny:

detD = a11 - ax - ... ann.



Wyznaczniki

Wihasnosé 1

Wyznacznik danej macierzy kwadratowej jest réwny wyznacznikowi
macierzy transponowanej tej macierzy.

Wiasnosé 2

Wyznacznik macierzy, w ktérej jeden wiersz sktada sie z samych
zer, jest réwny zero.

Whasnosé 3

Zamiana dwdéch réznych wierszy w macierzy kwadratowej powoduje
zmiane znaku jej wyznacznika.

Wiasnos¢ 4

Jezeli w macierzy kwadratowej dwa wiersze s3 identyczne, to jej
wyznacznik jest réwny zero.



Wyznaczniki

Whasnosé 5

Wspélny czynnik danego wiersza mozemy wyciagna¢ przed znak
wyznacznika, tzn.

a1l dl1o dln dil1 d12 ... din

det | Xajg Aajp ... Aaj, | =A-det| ain aip ... ain

anl an? 000 dnn dnl dn2 ... @dnn




Wyznaczniki

Whasnosé 6

Jezeli dwa wiersze wyznacznika s3 proporcjonalne, to wyznacznik
ten jest réwny zero.

Whasnosé 7

Wyznacznik nie zmieni sie, jezeli do jedngo wiersza dodamy inny
(dodajac do siebie odpowiednie wyrazy) wiersz pomnozony przez
dowolng stata.



Wyznaczniki

Twierdzenie Cauchy’ego

Jezeli Ai B s3 macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to

det(A - B) = detA - detB.



Wyznaczniki

Kazda macierz kwadratowa o wyznaczniku réznym od zera
nazywamy macierzg nieosobliwa.

Twierdzenie

Dla kazdej macierzy kwadratowej A istnieje co najwyzej jedna
macierz B taka, ze
B-A=A-B=1I.

Jesli dla danej macierzy kwadratowej A istnieje macierz B
spetniajaca powyzsza réwnosé, to te (jedyna) macierz B nazywamy
macierza odwrotna i oznaczamy symbolem A1,

Twierdzenie

Dana macierz kwadratowa ma macierz odwrotna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest nieosobliwa



Uktady réwnan

Rozpatrzmy uktad n réwnan liniowych o n niewiadomych:

aiix1 + axo + ...+ aipx, = by,
axix1 + anXx2 + ...+ anxs = b,

anm X1+ amXo + ...+ annxn = bp.

Macierz
dil1 di2 ... din
a1 a2 ... azp
A= | . .
dnl dp2 ... @ann

nazywamy macierza uktadu (1). Uktad (1) nazywamy ukfadem
Cramera, jesli macierz A ukfadu (1) jest nieosobliwa, tzn. detA # 0.
Liczbe detA nazywamy wyznacznikiem ukfadu (1), a macierz
[by,...,b,s]" nazywamy kolumna wyrazéw wolnych tego uktadu.



Uktady réwnan

Niech x = [x1,...,x,] " i b=[b1,...,by]T. Wéwczas uktad (1)
mozemy zapisa w postaci

di1 4ai2 ... din X1 b1
ax ax ... ax X2 by
anl am2 ... ann Xn b,

lub



Uktady réwnan

Kazdy uktad liczb x1, x, . .., x, spetniajacy uktad (1) nazywamy
rozwigzaniem uktadu (1).

Twierdzenie Cramera
Kazdy uktad Cramera postaci (1) ma doktadnie jedno rozwiazanie.
Jest ono dane wzorem

detAx

Xk:m7 kE{l,...,n},

gdzie Ay jest macierza powstata z macierzy A uktadu (1) przez
zastapienie k—tej kolumny przez kolumne wyrazéw wolnych.

Powyzsze wzory nosza nazwe wzoréw Cramera.



Uktady réwnan

Jezeli kolumna wyrazéw wolnych w uktadzie (1) jest zerowa, tzn.
by = by =...= b, =0, to uktad taki nazywamy ukfadem
jednorodnym

aiixi + axo + ...+ ainxp, = 0,

ar1xy + apxo + ...+ awnxy = 0,

. (2)
anix1 + anpxo + ...+ apnxp = 0.

Z twierdzenia Cramera wynika, ze jesli wyznacznik uktadu (2) jest
rézny od zera, to ukatd ten ma doktadnie jedno rozwiazanie,
doktadniej: rozwiazanie zerowe, tzn. x; = xp = ... = x, = 0.

Whiosek

1. Jednorodny uktad Cramera (2) ma tylko rozwigzanie zerowe.

2. Jezeli uktad réwnan (2) ma rozwiazanie niezerowe, to
wyznacznik tego uktadu jest réwny zero.



Uktady réwnan

Jesli z macierzy prostokatnej (niekoniecznie kwadratowej) skreslimy
pewng ilos¢ wierszy lub kolumn, tak aby elementy nieskreslone
utworzyty macierz kwadaratows, to jej wyznacznik bedziemy
nazywali minorem macierzy.

Rzedem macierzy nazywamy najwyzszy za stopni tych jej minoréw,
ktére sg rézne od zera.
Rzad macierzy A bedziemy oznacza¢ symbolem r(A).
Twierdzenie
Rzad macierzy nie zmieni sig, gdy:

» zamienimy wiersze na kolumny,

> przestawimy wiersze,

> wiersze pomnozymy przez liczbe r6zng od zera,

v

do jednego wiersza dodamy inny pomnozony przez dowolng
liczbe rzeczywista.



Uktady réwnan

Rozwazmy nastepujacy uktad m réwnan o n niewiadomych:
ai1xy + aex2 + ...+ ainxn = b,
X1 + anx2 + ...+ anxy = by,
amix1 + amex2 + ...+ amnXp = bpm,

w ktérym m,n > 1 oraz aj, b; (i € {1,...,m}, j€{1,...,n})
naleza do zbioru liczb rzeczywistych lub zespolonych.



Uktady réwnan

Niech
alrl aio e dlin X1 b1
a  ax ... am X2 by
A= | o x=|" b=
dml dm2 .- dmn Xn bm

Przy tych oznaczeniach uktad (3) przyjmuje postac
Ax=b

Macierz A nazywamy macierza ukfadu (3), natomiast macierz

ail an ain b

a1 ax an b
A= ]

dml a4m2 amn bm

nazywamy macierza uzupetniong uktadu (3).



Uktady réwnan

Twierdzenie Kroneckera—Capelliego

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to by ukfad (3) miat
rozwigzanie, jest aby

» Uktad, ktéry nie ma rozwigzahn nazywamy uktadem
sprzecznym.

» Dwa uktfady réwnan s3 réwnowazne, jezeli maja te same zbiory
rozwigzan.



Uktady réwnan

Twierdzenie

Zatézmy, ze uktad (3) ma rozwiazanie i r(A) = r. Niech M # 0
bedzie minorem stopnia r macierzy A. Usuamy z uktadu (3) te
réwnania, ktérych wspéfczynniki nie s3 elementami minora M.
Otrzymany uktad jest réwnowazny uktadowi (3).



Uktady réwnan

Twierdzenie
Niech macierz A uktadu réwnan

anxi + aipxo + ...+ ainxn = by,
a1 xi + axnxo + ...+ axpx, = by,

ar1x1 + arpXx2 + ...+ amxn = by,

ma rzad réwny r. Wéwczas wszystkie rozwigzania tego uktadu
otrzymujemy, traktujac (n — r) niewiadomych jako parametry,
pozostate za$ niewiadome obliczajac wzorami Cramera.

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby uktad
jednorodny (2) miat rozwiazanie niezerowe, jest aby wyznacznik
tego uktadu byt réwny zero.



