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Catka oznaczona

Niech P = [a, b] C R bedzie przedziatem.

Podziatem przedziatu P bedziemy nazywali kazda skonczona
rodzine N = {Py, Py, ..., Pn} takich przedziatéw, ze

oraz
int(P;) N int(Pj) = 0, dlai+#j,i,je{l,...,m}

Oznaczajac przez |/| dtugos¢ przedziatu | otrzymujemy
m
Pl=YIP=b-a
i=1

Przedziaty P; mozemy zapisa¢ w postaci [x;_1, x;] dla
ie{l,....m}, gdziea=x <x1 <...<Xm-1<Xm=Db.
Woéwczas ‘P,| = Xj — Xj—1.



Catka oznaczona

Podziat ¥ = {K1, K>, ..., K|} nazywa sie podpodziatem
podziatu I1, jesli

AV KcP

ie{l,...,1} je{1,....m}

Liczbe
(M) = max(|P1], |P2l,- - |Pml|)

nazywamy Srednica podziatu 1.



Catka oznaczona

Niech f: P — R bedzie dana funkcja ograniczong. Wtedy
niech
M = sup f(P), My = sup f(Px)

m = inf f(P), my = inf f(Py)

oraz

Liczby s(f, P,1) oraz S(f, P, M) nazywamy sumami
aproksymacyjnymi, odpowiednio dolng i gérna, funkcji f na
przedziale P dla podziatu IN.

Z definicji wynika bezposrednio, ze

m|P| < s(f,P,M) < S(f,P,M) < M|P|



Catka oznaczona

Uwaga:
Jesli ¥ = {Ki, Ky, ... Ki} jest podpodziatem podziatu
M= {Pl,PQ,...,Pm}, to

s(f,P,M) <s(f,P,X), oraz S(f,P, %)< S(f,P,N)

Uwaga:
Jesli My i My s3 dwoma podziatami przedziatu P, to



Catka oznaczona

Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze istnieja liczby rzeczywiste

I(f,P) =sups(f,P,), /(f,P):inS(f,P,I'I)
—— n

oraz zachodzi nieréwnos¢

Oznaczenia:

» I(f, P) — catka gérna.
» /(f, P) — catka dolna,

Moéwimy, ze funkcja f jest catkowalna w przedziale P w sensie
Riemanna, jesli catka dolna jest réwna catce gérne;.



Catka oznaczona

Wspélna wartos¢ tych catek nazywamy catka Riemanna funkcji
f w przedziale P = [a, b] i oznaczamy

b

/f lub /f lub /bf lub /f(x)dx

[a,b] a a

Liczby a i b nazywamy granicami catkowania. odpowiednio
dolng i gérna.

Ponadto przyjmujemy:

a a b
/f:O oraz /f:—/f
a b a



Catka oznaczona

Uwaga: Nie kazda funkcja ograniczona na przedziale
domknietym jest catkowalna w sensie Riemanna!

Przyktad: Funkcja Dirichleta

[ 1, daxe[0,1]NnQ,
D(X)—{o, dla x € [0,1] \ Q,

nie jest catkowalna w sensie Riemanna na przedziale [0, 1], ale
jest ograniczona.



Catka oznaczona

Lemat

Funkcja ograniczona f: [a, b] — R jest catkowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego £ > 0 istnieje podziat Il
przedziatu [a, b] taki, ze

S(f,[a, b],N) — s(f,[a, b],N) < e.

Twierdzenie

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta, to f jest catkowalna w
[a, b].

Twierdzenie

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest monotoniczna, to jest
catkowalna.



WHtasnosci catki oznaczonej

Whasnosé 1

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest catkowalna oraz
m = inf f([a, b]) M = sup f([a, b])

to zachodzi nastepujaca nieréwno$é

m(b — a) < /f(x)dx < M(b — a)



WHtasnosci catki oznaczonej

Wiasnosé 2

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest catkowalna i nieujemna, to

b
/f(x)dx >0

Whasnosé 3

Jesli funkcja jest catkowalna na przedziale [a, b], to jest
catkowalna na kazdym podprzedziale przedziatu [a, b].



WHtasnosci catki oznaczonej

Whasnosé 4

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest catkowalna, a

M= {Pi,P,,...,Pny} jest podziatem przedziatu [a, b], to
funkcja f jest catkowalna na kazdym z przedziatow
P.,P,, ..., P, izachodzi wzér



WHtasnosci catki oznaczonej

Whasnosé 5

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest catkowalna i @ € R, to funkcja
af jest catkowalna w [a, b] oraz

b

b
/Ozfzoz/f.

a

Whasnosé 6

Jesli funckje f1, £, s3 catkowalne w przedziale [a, b], to funkcja
fi + £, tez jest catkowalna w [a, b] oraz

b b

/b(fl+fz)=/f1+/f2.

a a



WHtasnosci catki oznaczonej

Whasnos¢ 7
Jesli funkcje £, g: [a, b] — R sa catkowalne oraz
f(x) > g(x), x € [a, b]

to

Wihasnosé 8

Niech f: [a, b] — R bedzie funkcja catkowalng oraz niech
g: [inf f([a, b]),sup f([a, b])] — R bedzie funkcja ciagta.
Funkcja g o f: [a, b] — R jest wtedy catkowalna.



WHtasnosci catki oznaczonej

Whasnosé 9

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest catkowalna, to funkcja 2
réwniez jest catkowalna w przedziale [a, b].

Wihasnosé 10

Jesli funkcje f, g: [a, b] — R sa catkowalne, to funkcja f - g
jest catkowalna w przedziale [a, b.

Witasnos¢ 11
Jesli funkcja f: [a, b] — R jest catkowalna, to funkcja |f| jest
catkowalna w przedziale [a, b] oraz
b
< /|f(x)\dx.

a

/b f(x)dx




WHtasnosci catki oznaczonej
Wtasnos¢ 12

Dla dowolnych funkcji f i g catkowalnych w przedziale [a, b]
zachodzi nieréwnos$,¢ schwarza:

(o) <(/) (1)

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta, to




Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Jesli funcja f: [a, b] — R jest nieujemna i catkowalna, to
ustalajac podziat

M= {[3, X1]7 [Xl,Xz], cee [melv b]}

mozemy interpretowaé sktadniki sum aproksymacyjnych
s(f,[a, b], ) oraz S(f,[a, b], M) jako pola pewnych
prostokatéw, a same sumy jako pola pewnych wielokatéw.
Wtedy pole zawarte pomiedzy osig OX, a wykresem funkcji f
w przedziale [a, b] jest catka z funkcji f w tym przedziale.
Oznaczajac symbolem D ten obszar, a jako |D| jego pole
dostajemy

|D| :/bf(x)dx.



Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

W szczegélnosci, jesli fi, f: [a, b] — R s3 funkcjami
catkowalnymi oraz f; > f, w przedziale [a, b], to pole |D|
obszaru D zawartego pomiedzy wykresami funkcji f; i fH w
przedziale [a, b] wyraza sie wzorem

b

D= [(h— )

a



WHtasnosci catki oznaczonej

Niech f: [a, b] — R bedzie funkcja catkowalng i niech
F: [a, b] — R bedzie funkcjg dang wzorem

F(x) = / fF(t)dt,  x € [a,b]. (1)
Funkcje F nazywamy funkcjg gérnej granicy catkowania.

Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego

Funkcja F okreslona wzorem (1) jest ciagta. Ponadto, jesli
funkcja f jest ciagta w punkcie xp € [a, b], to funkcja F jest
rézniczkowalna w punkcie xp oraz

F/(Xo) = f(Xo).



WHtasnosci catki oznaczonej

Whiosek

Kazda funkcja ciagta w przedziale [a, b] ma w przedziale [a, b]
funkcje pierwotna (z wiec i catke nieoznaczong). Jedna z
funkcji pierwotnych jest funkcja dana wzorem (1).

Wzér Newtona—Leibniza

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta, a funkcja ¢: [a, b] — R
jest dowolng funkcja pierwotna funkgji f, to

[ FOdx = 6(6) - ()



WHtasnosci catki oznaczonej

Twierdzenie o catkowaniu przez czesci
Zatézmy, ze funkcje f, g: [a, b] — R sa klasy C'. Wéwczas

b

[ F(0g'(x)dx = F(b)g(b) — F(a)g(a) — [ F(x)g(x)x.

a

Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta, a funkcja
¢: [, B] — [a, b] jest klasy C! i a = () oraz b = (f3), to

b B
[ FGadx = [ Fe(e)¢ ()t



Catka niewtsciwa

Do tej pory rozwazalismy pojecie catki funkcji okmreslonej na
przedziale domknietym (a zatem tez ograniczonym) i
organiczonej w tym przedziale. Chcielibysmy sprébowa¢ ostabi¢
te zatozenia. W tym celu zdefiniujemy tzm. catke niewfasciwa.

Zatézmy, ze funkcja f: [a, b) — R, gdzie —o0 < a < b < o0,
jest catkowalna w kazdym przedziale [c, d] C [a, b). Dla
kazdego d € (a, b) istnieje catka

Punkt b nazywamy punktem osobliwym funkcji f, jesli
» albo b = +o0,
» albo b € R oraz lim |f(x)| = oo.

x—b~



Catka niewtsciwa

Jesli b jest punktem osobliwym funkgji f i istnieje skonczona
granica

lim /(d),

d—b—
to granice te mazywamy catka niewtasciwa funkcji £ w
przedziale [a, b) i oznaczamy

/bf lub /bf(x)dx

/ F(x)dx = lim [ F(x)dx.

d—b— .
a a

Zatem

Jesli powyzsza granica nie istnieje, to méwimy, ze catka
niewtasciwa [ f(x)dx nie istnieje.



Catka niewtsciwa
Podobnie méwimy, ze, punkt a jest punktem osobliwym funkcji
f:(a,b] = R, gdzie —co < a < b < o0, jesli
» albo a = —o0,
> albo a € Roraz lim [f(x)| = oc.
Jesli f jest catkowalna w kazdym przedziale [c, d] C (a, b]. Dla
kazdego ¢ € (a, b) istnieje catka

b

/ f(x)dx.

C

to granice te mazywamy catka niewtasciwa funkcji £ w
przedziale (a, b] i oznaczamy

/f lub if(x)dx



Catka niewtsciwa

Zatem
b d

/ F(x)dx = lim | f(x)dx.
c—at.
a a
Jesli powyzsza granica nie istnieje, to méwimy, ze catka

niewtasciwa [ f(x)dx nie istnieje.

Jesli istnieje
b

/f(x)dz

to méwimy, ze catka ta jest zbiezna. Jezeli istnieje catka

/b]f(x)|dx

to méwimy, ze jest ona bezwzglednie zbiezna.



Catka niewtsciwa

Twierdzenie

Zatézmy, ze b jest punktem osobliwym funkgcji f, a
F: [a,b) — R oraz

[f()I < F(x),  x€lab)
Zatézmy, ze istnieje catka
b
/ F(x)dx.

Woéweczas istnieje catka

/: f(x)dx

i jest bezwzglednie zbiezna.



