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Caªka oznaczona

Niech P = [a, b] ⊆ R b¦dzie przedziaªem.

Podziaªem przedziaªu P b¦dziemy nazywali ka»d¡ sko«czon¡

rodzin¦ Π = {P1,P2, . . . ,Pm} takich przedziaªów, »e

P =
m⋃
i=1

Pi

oraz

int(Pi ) ∩ int(Pj) = ∅, dla i 6= j , i , j ∈ {1, . . . ,m}

Oznaczaj¡c przez |I | dªugo±¢ przedziaªu I otrzymujemy

|P| =
m∑
i=1

|Pi | = b − a

Przedziaªy Pi mo»emy zapisa¢ w postaci [xi−1, xi ] dla
i ∈ {1, . . . ,m}, gdzie a = x0 < x1 < . . . < xm−1 < xm = b.
Wówczas |Pi | = xi − xi−1.



Caªka oznaczona

Podziaª Σ = {K1,K2, . . . ,Kl} nazywa si¦ podpodziaªem
podziaªu Π, je±li ∧

i∈{1,...,l}

∨
j∈{1,...,m}

Ki ⊆ Pj

Liczb¦
δ(Π) = max(|P1|, |P2|, . . . , |Pm|)

nazywamy ±rednic¡ podziaªu Π.



Caªka oznaczona

Niech f : P → R b¦dzie dan¡ funkcj¡ ograniczon¡. Wtedy
niech

M = sup f (P), Mk = sup f (Pk)

m = inf f (P), mk = inf f (Pk)

oraz

s(f ,P ,Π) =
m∑

k=1

mk |Pk |, S(f ,P ,Π) =
m∑

k=1

Mk |Pk |

Liczby s(f ,P ,Π) oraz S(f ,P ,Π) nazywamy sumami
aproksymacyjnymi, odpowiednio doln¡ i górn¡, funkcji f na
przedziale P dla podziaªu Π.
Z de�nicji wynika bezpo±rednio, »e

m|P | ¬ s(f ,P ,Π) ¬ S(f ,P ,Π) ¬ M |P |



Caªka oznaczona

Uwaga:

Je±li Σ = {K1,K2, . . .Kl} jest podpodziaªem podziaªu
Π = {P1,P2, . . . ,Pm}, to

s(f ,P ,Π) ¬ s(f ,P ,Σ), oraz S(f ,P ,Σ) ¬ S(f ,P ,Π)

Uwaga:

Je±li Π1 i Π2 s¡ dwoma podziaªami przedziaªu P , to

m|P | ¬ s(f ,P ,Π1) ¬ S(f ,P ,Π2) ¬ M |P |.



Caªka oznaczona

Z powy»szej nierówno±ci wynika, »e istniej¡ liczby rzeczywiste

I (f ,P) = sup
Π

s(f ,P ,Π), I (f ,P) = inf
Π
S(f ,P ,Π)

oraz zachodzi nierówno±¢

I (f ,P) ¬ (I (f ,P).

Oznaczenia:

I I (f ,P) � caªka górna.

I I (f ,P) � caªka dolna,

Mówimy, »e funkcja f jest caªkowalna w przedziale P w sensie
Riemanna, je±li caªka dolna jest równa caªce górnej.



Caªka oznaczona

Wspóln¡ warto±¢ tych caªek nazywamy caªk¡ Riemanna funkcji
f w przedziale P = [a, b] i oznaczamy

∫
P

f lub
∫

[a,b]

f lub

b∫
a

f lub

b∫
a

f (x)dx

Liczby a i b nazywamy granicami caªkowania. odpowiednio
doln¡ i górn¡.

Ponadto przyjmujemy:∫ a

a
f = 0 oraz

∫ a

b
f = −

∫ b

a
f



Caªka oznaczona

Uwaga: Nie ka»da funkcja ograniczona na przedziale
domkni¦tym jest caªkowalna w sensie Riemanna!

Przykªad: Funkcja Dirichleta

D(x) =

{
1, dla x ∈ [0, 1] ∩Q,
0, dla x ∈ [0, 1] \Q,

nie jest caªkowalna w sensie Riemanna na przedziale [0, 1], ale
jest ograniczona.



Caªka oznaczona

Lemat

Funkcja ograniczona f : [a, b]→ R jest caªkowalna wtedy i
tylko wtedy, gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje podziaª Π
przedziaªu [a, b] taki, »e

S(f , [a, b],Π)− s(f , [a, b],Π) < ε.

Twierdzenie

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa, to f jest caªkowalna w
[a, b].

Twierdzenie

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest monotoniczna, to jest
caªkowalna.



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 1

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna oraz

m = inf f ([a, b]) M = sup f ([a, b])

to zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

m(b − a) ¬
b∫

a

f (x)dx ¬ M(b − a)



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 2

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna i nieujemna, to

b∫
a

f (x)dx ­ 0

Wªasno±¢ 3

Je±li funkcja jest caªkowalna na przedziale [a, b], to jest
caªkowalna na ka»dym podprzedziale przedziaªu [a, b].



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 4

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna, a
Π = {P1,P2, . . . ,Pm} jest podziaªem przedziaªu [a, b], to
funkcja f jest caªkowalna na ka»dym z przedziaªów
P1,P2, . . . ,Pm i zachodzi wzór

b∫
a

f (x)dx =
m∑

k=1

∫
Pk

f (x)dx .



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 5

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna i α ∈ R, to funkcja
αf jest caªkowalna w [a, b] oraz

b∫
a

αf = α

b∫
a

f .

Wªasno±¢ 6

Je±li funckje f1, f2 s¡ caªkowalne w przedziale [a, b], to funkcja
f1 + f2 te» jest caªkowalna w [a, b] oraz

b∫
a

(f1 + f2) =

b∫
a

f1 +

b∫
a

f2.



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 7

Je±li funkcje f , g : [a, b]→ R s¡ caªkowalne oraz

f (x) ­ g(x), x ∈ [a, b]

to
b∫

a

f (x)dx ­
b∫

a

g(x)dx .

Wªasno±¢ 8

Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ oraz niech
g : [inf f ([a, b]), sup f ([a, b])]→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.
Funkcja g ◦ f : [a, b]→ R jest wtedy caªkowalna.



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 9

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna, to funkcja f 2

równie» jest caªkowalna w przedziale [a, b].

Wªasno±¢ 10

Je±li funkcje f , g : [a, b]→ R s¡ caªkowalne, to funkcja f · g
jest caªkowalna w przedziale [a, b].

Wªasno±¢ 11

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest caªkowalna, to funkcja |f | jest
caªkowalna w przedziale [a, b] oraz∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ¬
b∫

a

|f (x)|dx .



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wªasno±¢ 12

Dla dowolnych funkcji f i g caªkowalnych w przedziale [a, b]
zachodzi nierówno±,¢ schwarza: b∫

a

f · g

2

¬

 b∫
a

f

 ·
 b∫

a

g

 .

Wªasno±¢ 13

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa, to

∨
ξ∈[a,b]

1

b − a

b∫
a

f (x)dx = f (ξ).



Interpretacja geometryczna caªki oznaczonej

Je±li funcja f : [a, b]→ R jest nieujemna i caªkowalna, to
ustalaj¡c podziaª

Π = {[a, x1], [x1, x2], . . . , [xm−1, b]}

mo»emy interpretowa¢ skªadniki sum aproksymacyjnych
s(f , [a, b],Π) oraz S(f , [a, b],Π) jako pola pewnych
prostok¡tów, a same sumy jako pola pewnych wielok¡tów.
Wtedy pole zawarte pomi¦dzy osi¡ OX , a wykresem funkcji f
w przedziale [a, b] jest caªk¡ z funkcji f w tym przedziale.
Oznaczaj¡c symbolem D ten obszar, a jako |D| jego pole
dostajemy

|D| =

b∫
a

f (x)dx .



Interpretacja geometryczna caªki oznaczonej

W szczególno±ci, je±li f1, f2 : [a, b]→ R s¡ funkcjami
caªkowalnymi oraz f1 ­ f2 w przedziale [a, b], to pole |D|
obszaru D zawartego pomi¦dzy wykresami funkcji f1 i f2 w
przedziale [a, b] wyra»a si¦ wzorem

|D| =

b∫
a

(f1 − f2).



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Niech f : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ i niech
F : [a, b]→ R b¦dzie funkcj¡ dan¡ wzorem

F (x) =

x∫
a

f (t)dt, x ∈ [a, b]. (1)

Funkcj¦ F nazywamy funkcj¡ górnej granicy caªkowania.

Podstawowe twierdzenie rachunku ró»niczkowego i caªkowego

Funkcja F okre±lona wzorem (1) jest ci¡gªa. Ponadto, je±li
funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 ∈ [a, b], to funkcja F jest
ró»niczkowalna w punkcie x0 oraz

F ′(x0) = f (x0).



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Wniosek

Ka»da funkcja ci¡gªa w przedziale [a, b] ma w przedziale [a, b]
funkcj¦ pierwotn¡ (z wi¦c i caªk¦ nieoznaczon¡). Jedn¡ z
funkcji pierwotnych jest funkcja dana wzorem (1).

Wzór Newtona�Leibniza

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa, a funkcja φ : [a, b]→ R
jest dowoln¡ funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f , to

b∫
a

f (x)dx = φ(b)− φ(a).



Wªasno±ci caªki oznaczonej

Twierdzenie o caªkowaniu przez cz¦±ci

Zaªó»my, »e funkcje f , g : [a, b]→ R s¡ klasy C 1. Wówczas

b∫
a

f (x)g ′(x)dx = f (b)g(b)− f (a)g(a)−
b∫

a

f ′(x)g(x)dx .

Twierdzenie o caªkowaniu przez podstawienie

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa, a funkcja
ϕ : [α, β]→ [a, b] jest klasy C 1 i a = ϕ(α) oraz b = ϕ(β), to

b∫
a

f (x)dx =

β∫
α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt.



Caªka niewª±ciwa

Do tej pory rozwa»ali±my poj¦cie caªki funkcji okmre±lonej na
przedziale domkni¦tym (a zatem te» ograniczonym) i
organiczonej w tym przedziale. Chcieliby±my spróbowa¢ osªabi¢
te zaªo»enia. W tym celu zde�niujemy tzm. caªk¦ niewªa±ciw¡.

Zaªó»my, »e funkcja f : [a, b)→ R, gdzie −∞ < a < b ¬ ∞,
jest caªkowalna w ka»dym przedziale [c , d ] ⊆ [a, b). Dla
ka»dego d ∈ (a, b) istnieje caªka

I (d) =

d∫
a

f (x)dx .

Punkt b nazywamy punktem osobliwym funkcji f , je±li
I albo b = +∞,
I albo b ∈ R oraz lim

x→b−
|f (x)| =∞.



Caªka niewª±ciwa

Je±li b jest punktem osobliwym funkcji f i istnieje sko«czona
granica

lim
d→b−

I (d),

to granic¦ t¦ mazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f w
przedziale [a, b) i oznaczamy

b∫
a

f lub

b∫
a

f (x)dx

Zatem
b∫

a

f (x)dx = lim
d→b−

d∫
a

f (x)dx .

Je±li powy»sza granica nie istnieje, to mówimy, »e caªka
niewªa±ciwa

∫ b
a f (x)dx nie istnieje.



Caªka niewª±ciwa

Podobnie mówimy, »e, punkt a jest punktem osobliwym funkcji
f : (a, b]→ R, gdzie −∞ ¬ a < b <∞, je±li

I albo a = −∞,
I albo a ∈ R oraz lim

x→a+
|f (x)| =∞.

Je±li f jest caªkowalna w ka»dym przedziale [c , d ] ⊆ (a, b]. Dla
ka»dego c ∈ (a, b) istnieje caªka

b∫
c

f (x)dx .

to granic¦ t¦ mazywamy caªk¡ niewªa±ciw¡ funkcji f w
przedziale (a, b] i oznaczamy

b∫
a

f lub

b∫
a

f (x)dx



Caªka niewª±ciwa

Zatem
b∫

a

f (x)dx = lim
c→a+

d∫
a

f (x)dx .

Je±li powy»sza granica nie istnieje, to mówimy, »e caªka
niewªa±ciwa

∫ b
a f (x)dx nie istnieje.

Je±li istnieje
b∫

a

f (x)dz

to mówimy, »e caªka ta jest zbie»na. Je»eli istnieje caªka
b∫

a

|f (x)|dx

to mówimy, »e jest ona bezwzgl¦dnie zbie»na.



Caªka niewª±ciwa

Twierdzenie

Zaªó»my, »e b jest punktem osobliwym funkcji f , a
F : [a, b)→ R oraz

|f (x)| ¬ F (x), x ∈ [a, b).

Zaªó»my, »e istnieje caªka∫ b

a
F (x)dx .

Wówczas istnieje caªka ∫ b

a
f (x)dx

i jest bezwzgl¦dnie zbie»na.


