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Pochodna funkgji

Niech a,b € R, a < b.
Niech f: (a, b) — R bedzie funkcja oraz x, x; € (a, b) beda
réznymi punktami przedziatu (a, b). Wyrazenie

f(x) = fx)

I (x, %0) = . — x
— Xo

nazywamy ilorazem réznicowym funkcji f miedzy punktami x i
Xo-
Jesli h = x — xo, to mozemy tez napisac

f(Xo + h) — f(Xo)
h

le(xo + h, x0) =



Pochodna funkgji

Jesli istnieje granica ilorazu Ir(xg + h, xo) przy h — 0, to
granice te nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xg i
oznaczamy f'(x), tzn.:

f(xo+ h) — f(xo) — Im f(x) — f(xo)

h X=X X — X

7o) = fm

Jesli f ma pochodna w punkcie xo € (a, b), to méwimy, ze f
jest rézniczkowalna w punkcie xp.

Jezeli f ma pochodna w kazdym punkcie przedziatu (a, b), to
méwimy, ze f jest rézniczkowalna w zbiorze (a, b).



Pochodna funkgji

Twierdzenie

Jesli funkcja f: (a, b) — R jest r6zniczkowalna w punkcie
xo € (a, b), to f jest ciggta w punkcie xp.



Pochodna funkgji

Interpretacja fizyczna pochodnej:

Niech funkcja f: (a, b) — R jest r6zniczkowalna w punkcie
Xo € (a, b)

Niech Xp, Xo + h e (a, b)

Rozwazmy punkty:

A= (X(),)C(Xo))7 B = (X0+h, f(X0+h))

Punkty A i B naleza do wykresu funkcji f. Réwnanie proste;j
przechodzacej przez punkty A i B jest postaci

f(XO + h) — f(Xo)
h

y —f(xo) = (x = x0)



Pochodna funkgji

lub réwnowaznie:

y = f(xo+ hl)T_ f(Xo)X+ Flx) —

f(xo+ h) — f(xo)
h &

Wspétczynnik kierunkowy tej prostej, to iloraz réznicowy
/f(XO + h, Xo).

Jesli h — 0 (tzn. punkt B zbliza sie do pubnktu A)
otrzymujemy:

y = f'(x0)(x — x0) + f(xo)

Prosta o takim réwnaniu nazywamy prosta styczna do wykresu
funkcji £ w punkcie (xo, f(x0)).



Pochodna funkgji

Pochodne funkcji elementarnych:

f(x) | f'(x)
c 0
x" an—l
ax a*lna
eX eX
log, x x|1 -
|n X x
sin x Cos X
cosXx | —sinx




Pochodna funkgji

Twierdzenie
Jesli funkcje 7, g: (a, b) — R s3 rézniczkowalne w punkcie
xo € (a,b) oraz \ € (a,b), to funkcje f +g, f —g, \f, f-g
réwniez s3 rézniczkowalne w punkcie xq oraz:
> (f + &) (%) = f'(x) + &'(x0).
(f — g) (%) = f'(x0) — &'(x0).
» (M) (x0) = AM'(x0),
(- 8) (%) = f'(x) - &(x0) + (%) - &'(x0).
Jesli, ponadto, g(xo) # 0, to funkcja g jest vrézniczkowalna w
punkcie xo oraz

v ' (x x0)—F(x0)g’ (x
- () o - g

v

>




Pochodna funkgji

Twierdzenie

Zatézmy, ze f: (a,b) — R jest funkcja ciagta i odwracalna.
Jesli f jest r6zniczkowalna w punkcie xg € (a, b) oraz
f'(x0) # 0, to yo = f(xo) jest punktem wewnetrznym
przedziatu f((a, b)) oraz f~! jest funkcja rézniczkowalna w
punkcie yg oraz zachodzi wzér

1

(f_l)/(yO) = f/(XO)




Pochodna funkgji

Twierdzenie
Jesli : (a,b) — R ma pochodng w punkcie xy € (a, b) oraz
g: (c,d) — R ma pochodna w punkcie yy = f(x) € (¢, d),
to funkcja

h=gof

jest okreslona i rézniczkowalna w otoczeniu punktu xg oraz
zachodzi wzér

h(x0) = (g o f)(x) = &'n)f'(x) = &'(f(x))f'(x)



Rézniczka funkgji

Odwzorowanie A: R — R nazywamy liniowym, gdy:
» Ax+y) =Ax)+A(y) dla x,y € R,
» A(cx) = cA(x), dla x,c € R.

Uwaga: Wiecej informacji o odwzorowaniach liniowych bedzie
w innej czesci wyktfadu.



Rézniczka funkgji

Niech f: (a, b) — R bedzie funkcja oraz xy € (a, b).
Moéwimy, ze funkcja f ma rézniczke w punkcie xg, gdy istnieje
takie odwzorowanie liniowe df,: R — R, ze

f(x) — f(x0) — dfiy(x — x0)

lim =0
X—X0 X — Xo

lub
i FOo+ h) = flxo) — dfg(h) _
h—0 h

Odwzorowanie liniowe df,, nazywamy rézniczka funkcji f w
pubnkcie x.



Rézniczka, a pochodna funkg;i

Twierdzenie

Jesli funkcja f: (a, b) — R ma rézniczke df,, w punkcie
xo € (a, b), to ma w tym punkcie pochodna f'(xp) oraz

df (h) = f'(x)-h, heR. (1)

Na odwro6t, jesli £ ma w punkcie xo pochodna, to ma w tym
punkcie rézniczke df,,, ktéra dana jest wzorem (1).



Pochodna funkgji

Pochodne wyzszych rzedéw
Niech : (a,b) = Ri x € R.

» Jesli funkcja ' jest rézniczkowalna, to
f// — (f/)/
» Jesli, dla n € N, funkcja (") jest rézniczkowalna, to

Fn+1) — (f(”))’

Niech P C R bedzie przedziatem, n € N. Méwimy, ze funkcja
jest klasy C"(P) jezeli n—ta pochodna funkcji f istnieje w
przedziale P i jest funkcja ciagta na tym przedziale.
Oznaczenie:

feC"'(P)



Twierdzenie o wartosci Srednie;

Twierdzenie Rolle’a

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta w przedziale [a, b] i
rézniczkowalna w przedziale (a, b) oraz f(a) = f(b), to

V 79)

£€(a,b)

Twierdzenie Lagrange'a

Jesli funkcja f: [a, b] — R jest ciagta w przedziale [a, b] i
rézniczkowalna w przedziale (a, b), to

e (b)) —f(a)
V f(f)—ﬁ-

£€(a,b)



Twierdzenie o wartosci Srednie;

Twierdzenie Cauchy’ego
Jesli funkcje 7, g: [a, b] — R sa ciagte w przedziale [a, b] i
rézniczkowalne w przedziale (a, b), to

V' [f(b) - f(a)l g'(€) = [g(b) — &(a)] ()

&€(a,b)



Wzér Taylora

Twierdzenie Taylora

Niech f: (a, b) — R oraz xo € (a, b). Zatézmy, ze h € R jest
taka liczba, ze xo + h € (a, b). Jezeli f ma ciagta pochodna
rzedu (n — 1) w przedziale [xp, xo + h] oraz f jest n—krotnie
rézniczkowalna w przedziale (xo, xo + h), to istnieje takie

0 € (0,1), ze

Floo -+ ) = £l + 20 o 00

f(n_l)(Xo)
— ply R, h
(n _ 1)| + (X07 )7

W+ ..+

+

gdzie

h
Ra(x0, h) = Ff(")(x0 + 0h).



Wzér Taylora

Szereg Taylora

Jezeli f: (a,b) — R ma w pewnym otoczeniu U,, punktu
xo € (a, b) pochodne dowolnego rzedu i dla x € U,, zachodzi

nlim R.(xo0, h) = 0,

to
oo £(n) Xo
) = Foa) + 3 00

n=1

(x — x0)".



Reguta de I'Hospitala

Twierdzenie de |'Hospitala

Niech A bedzie jednym ze zbioréw postaci:

A= (3,%),gdzie — 00 < a < xp <
A = (x0,a),gdzie — 00 < xp < a <
A= (3,x) U (xo, b), gdzie — 0o <

Zatézmy, ze funkcje 7, g: A — R s3 rézniczkowalne oraz g’(x) # 0 dla
x € A. Zatézmy dodatkowo, ze zachodzi jeden z nastepujacych warunkdéw

lim f(x)= lim g(x) =0, /b lm |g(x)| = +co.

X—Xp X—Xg

Jesli istnieje granica, badz granica niewtasciwa lim % to

X—Xo




Badanie przebiegu zmiennosci funkgji

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego

Jesli funkcja f: (a, b) — R jest rézniczkowalna oraz ma
ekstremum lokalne w pewnym punkcie x, € (a, b), to

f/(Xo) =0.



Badanie przebiegu zmiennosci funkgji

Twierdzenie

Niech P C R bedzie przedziatem. Jesli f: P — R jest
rézniczkowalna i f’(x) = 0 dla x € P, to f jest stafa.

Twierdzenie
Zatézmy, ze f: (a,b) — R jest rézniczkowalna.
» Jezeli ' > 0 w przedziale (a, b), to f jest silnie rosnaca w
przedziale (a, b).
» Jezeli f' < 0 w przedziale (a, b), to f jest silnie malejaca
w (a, b).



Badanie przebiegu zmiennosci funkgji

Twierdzenie

Zatézmy, ze f: (a,b) — R jest dwukrotnie rézniczkowalna.
» Jezeli f” > 0 w przedziale (a, b), to f jest wypukta w
przedziale (a, b).

» Jezeli 7 < 0 w przedziale (a, b), to f jest wklesta w
przedziale (a, b).



Badanie przebiegu zmiennosci funkgji

Twierdzenie
Jesli f: (a,b) — R jest rézniczkowalna, f'(xp) = 0 dla
pewnego punktu xp € (a, b) oraz f’ zmienia znak w punkcie
Xg, to f ma ekstremum lokalne w punkcie xp. Jest to:
» maksimum, jesli f'(x) > 0dlax € (xo—¢,x)if(x) <0
dla x € (xo, %0 + €), gdzie € > 0 jest pewng stata,
» minimum, jesli f'(x) <0dla x € (x —¢e,x) i f'(x) >0
dla x € (xo,x0 + €), gdzie € > 0 jest pewna stata.



Badanie przebiegu zmiennosci funkgji

Twierdzenie

Jesli f: (a,b) — R jest funkcja klasy C? oraz f'(xp) =0'i
f"(x0) # 0 w pewnym punkcie xy € (a, b), to f ma ekstremum
lokalne w punkcie xp i jest to:

» maksimum, jesli f(xp) <O,
» minimum, jesli f”(xp) > 0.



Badanie przebiegu zmiennosci funkgji

Zatézmy, ze xo € (a, b) oraz f: (a,b) — R jest
» wypukta (wklesta) w przedziale (a, xp),
» wklesta (wypukta) w przedziale (xo, b).
Punkt xo nazywamy wéwczas punktem przegiecia funkcji f.

Twierdzenie
Jesli f: (a,b) — R jest klasy C?, a xp € (a, b) jest punktem
przegiecia funkcji f, to

f//(Xo) = O



Asymptoty

Zatézmy, ze f: (a,4+00) — R bedzie funkcja. Prosta o
réwnaniu y = ax + b nazywamy asymptota ukosna
prawostronna, jesli

lim (f(x) —(ax+ b)) =0

X——+00

Wtedy:

> b= lim (f(x) — ax)).

Uwaga: Dla —oc asymptote uko$ng lewostronng definiujemy
analogicznie.

Prostg o réwnaniu x = ¢ nazywamy asymptotg pionowa funkcji
f, jesli f jest okre$lona w pewnym sgsiedztwie punktu c oraz

lim f(x) = to0 lub lim f(x) =400

X—c x—c~



Catka nieoznaczona

Niech —oo < a < b < oo oraz niech bedzie dana funkcja

f:(ab)— R

Kazda funkcje ré6zniczkowalna F: (a, b) — R taka, ze
F'=f

nazywamy funkcja pierwotna funkcji f.

Jesli funkcja f: (a, b) — R ma funkcje pierwotna, to rodzine
wszystkich jej funkcji pierwtonych nazywamy catka
nieoznaczong z funkcji f i oznaczamy [ f lub [ f(x)dx, tzn.

/f:/f(x)dx:

= {F: (a, b) — R|F jest rézniczkowalna na (a,b) A F' = f
{ j

O funkgji, ktéra ma funkcje pierwotng méwimy, ze jest
catkowalna.



Catka nieoznaczona

Podstawowe catki:

f(x) Jf(x)dx

0 c

o 1 a+1 _
x1 aXt T e a#F -1
™ In|x|+ ¢

e* eX+c

X aX

_a Ina+C

sin x —Cosx + ¢

COS X sinx + ¢

1

P tgx+c¢

sin12x —Cth+C

T2 arctgx + ¢
ﬁ arcsinx + ¢



Catka nieoznaczona

Whasnosci catki nieoznaczonej

Niech f,g: (a, b) — R beda funkcjam catkowalnymi.
Woéwczas f + g oraz Af, dla kazdego A\ € R, sa funkcjami
catkowalnymi oraz

> [(F+g)=/f+ /s,
> [Af=)[F.

Uwaga

Jesli funkcja f: (a, b) — R jest rézniczkowalna, to

/f’(x)dx —f(x)+c, xe(ab)



Catka nieoznaczona

Twierdzenie o catkowaniu przez czesci

Niech f,g: (a, b) — R beda funkcjami rézniczkowalnymi oraz
f'g ma pierwotna. Woéwczas funkcja fg’ réwniez ma pierwotng

oraz zachodzi wzér
[fe=fg—[Fg.

Twierdzenie o catkowaniu przez podstawienie

Niech f: (a, b) — R bedzie funkcja catkowalna, a
@: (c,d) — (a, b) funkcja rézniczkowalna. Woéwczas (f o )¢’
jest catkowalna oraz

/ Flo())¢!(£)dt = ( / f(x)dx) S0



