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Pochodna funkcji

Niech a, b ∈ R, a < b.
Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ oraz x , x0 ∈ (a, b) b¦d¡
ró»nymi punktami przedziaªu (a, b). Wyra»enie

If (x , x0) =
f (x)− f (x0)

x − x0

nazywamy ilorazem ró»nicowym funkcji f mi¦dzy punktami x i
x0.
Je±li h = x − x0, to mo»emy te» napisa¢

If (x0 + h, x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h



Pochodna funkcji

Je±li istnieje granica ilorazu If (x0 + h, x0) przy h→ 0, to
granic¦ t¦ nazywamy pochodn¡ funkcji f w punkcie x0 i
oznaczamy f ′(x0), tzn.:

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

Je±li f ma pochodn¡ w punkcie x0 ∈ (a, b), to mówimy, »e f
jest ró»niczkowalna w punkcie x0.
Je»eli f ma pochodn¡ w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b), to
mówimy, »e f jest ró»niczkowalna w zbiorze (a, b).



Pochodna funkcji

Twierdzenie

Je±li funkcja f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna w punkcie
x0 ∈ (a, b), to f jest ci¡gªa w punkcie x0.



Pochodna funkcji

Interpretacja �zyczna pochodnej:
Niech funkcja f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna w punkcie
x0 ∈ (a, b).
Niech x0, x0 + h ∈ (a, b).
Rozwa»my punkty:

A = (x0, f (x0)), B = (x0 + h, f (x0 + h))

Punkty A i B nale»¡ do wykresu funkcji f . Równanie prostej
przechodz¡cej przez punkty A i B jest postaci

y − f (x0) =
f (x0 + h)− f (x0)

h
(x − x0)



Pochodna funkcji

lub równowa»nie:

y =
f (x0 + h)− f (x0)

h
x + f (x0)−

f (x0 + h)− f (x0)

h
x0

Wspóªczynnik kierunkowy tej prostej, to iloraz ró»nicowy
If (x0 + h, x0).
Je±li h→ 0 (tzn. punkt B zbli»a si¦ do pubnktu A)
otrzymujemy:

y = f ′(x0)(x − x0) + f (x0)

Prost¡ o takim równaniu nazywamy prost¡ styczn¡ do wykresu
funkcji f w punkcie (x0, f (x0)).



Pochodna funkcji

Pochodne funkcji elementarnych:

f (x) f ′(x)
c 0
xn nxn−1

ax ax ln a
ex ex

loga x
1

x ln a
ln x 1

x
sin x cos x
cos x − sin x



Pochodna funkcji

Twierdzenie

Je±li funkcje f , g : (a, b)→ R s¡ ró»niczkowalne w punkcie
x0 ∈ (a, b) oraz λ ∈ (a, b), to funkcje f + g , f − g , λf , f · g
równie» s¡ ró»niczkowalne w punkcie x0 oraz:

I (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g ′(x0),

I (f − g)′(x0) = f ′(x0)− g ′(x0),

I (λf )′(x0) = λf ′(x0),

I (f · g)′(x0) = f ′(x0) · g(x0) + f (x0) · g ′(x0).
Je±li, ponadto, g(x0) 6= 0, to funkcja f

g
jest vró»niczkowalna w

punkcie x0 oraz

I
(
f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)−f (x0)g ′(x0)
[g(x0)]2

.



Pochodna funkcji

Twierdzenie

Zaªó»my, »e f : (a, b)→ R jest funkcj¡ ci¡gª¡ i odwracaln¡.
Je±li f jest ró»niczkowalna w punkcie x0 ∈ (a, b) oraz
f ′(x0) 6= 0, to y0 = f (x0) jest punktem wewn¦trznym
przedziaªu f ((a, b)) oraz f −1 jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w
punkcie y0 oraz zachodzi wzór

(f −1)′(y0) =
1

f ′(x0)



Pochodna funkcji

Twierdzenie

Je±li f : (a, b)→ R ma pochodn¡ w punkcie x0 ∈ (a, b) oraz
g : (c , d)→ R ma pochodn¡ w punkcie y0 = f (x0) ∈ (c , d),
to funkcja

h = g ◦ f

jest okre±lona i ró»niczkowalna w otoczeniu punktu x0 oraz
zachodzi wzór

h′(x0) = (g ◦ f )′(x0) = g ′(y0)f
′(x0) = g ′(f (x0))f

′(x0)



Ró»niczka funkcji

Odwzorowanie A : R→ R nazywamy liniowym, gdy:

I A(x + y) = A(x) + A(y), dla x , y ∈ R,
I A(cx) = cA(x), dla x , c ∈ R.

Uwaga: Wi¦cej informacji o odwzorowaniach liniowych b¦dzie
w innej cz¦±ci wykªadu.



Ró»niczka funkcji

Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ oraz x0 ∈ (a, b).
Mówimy, »e funkcja f ma ró»niczk¦ w punkcie x0, gdy istnieje
takie odwzorowanie liniowe dfx0 : R→ R, »e

lim
x→x0

f (x)− f (x0)− dfx0(x − x0)

x − x0
= 0

lub

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− dfx0(h)

h
= 0

Odwzorowanie liniowe dfx0 nazywamy ró»niczk¡ funkcji f w
pubnkcie x0.



Ró»niczka, a pochodna funkcji

Twierdzenie

Je±li funkcja f : (a, b)→ R ma ró»niczk¦ dfx0 w punkcie
x0 ∈ (a, b), to ma w tym punkcie pochodn¡ f ′(x0) oraz

dfx0(h) = f ′(x0) · h, h ∈ R. (1)

Na odwrót, je±li f ma w punkcie x0 pochodn¡, to ma w tym
punkcie ró»niczk¦ dfx0 , która dana jest wzorem (1).



Pochodna funkcji

Pochodne wy»szych rz¦dów
Niech f : (a, b)→ R i x0 ∈ R.

I Je±li funkcja f ′ jest ró»niczkowalna, to

f ′′ = (f ′)′

I Je±li, dla n ∈ N, funkcja f (n) jest ró»niczkowalna, to

f (n+1) = (f (n))′

Niech P ⊆ R b¦dzie przedziaªem, n ∈ N. Mówimy, »e funkcja
jest klasy C n(P) je»eli n�ta pochodna funkcji f istnieje w
przedziale P i jest funkcj¡ ci¡gª¡ na tym przedziale.
Oznaczenie:

f ∈ C n(P)



Twierdzenie o warto±ci ±redniej

Twierdzenie Rolle'a

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa w przedziale [a, b] i
ró»niczkowalna w przedziale (a, b) oraz f (a) = f (b), to∨

ξ∈(a,b)
f ′(ξ) = 0.

Twierdzenie Lagrange'a

Je±li funkcja f : [a, b]→ R jest ci¡gªa w przedziale [a, b] i
ró»niczkowalna w przedziale (a, b), to

∨
ξ∈(a,b)

f ′(ξ) =
f (b)− f (a)

b − a
.



Twierdzenie o warto±ci ±redniej

Twierdzenie Cauchy'ego

Je±li funkcje f , g : [a, b]→ R s¡ ci¡gªe w przedziale [a, b] i
ró»niczkowalne w przedziale (a, b), to:∨

ξ∈(a,b)
[f (b)− f (a)] g ′(ξ) = [g(b)− g(a)] f ′(ξ).



Wzór Taylora

Twierdzenie Taylora

Niech f : (a, b)→ R oraz x0 ∈ (a, b). Zaªó»my, »e h ∈ R jest
tak¡ liczb¡, »e x0 + h ∈ (a, b). Je»eli f ma ci¡gª¡ pochodn¡
rz¦du (n − 1) w przedziale [x0, x0 + h] oraz f jest n�krotnie
ró»niczkowalna w przedziale (x0, x0 + h), to istnieje takie
θ ∈ (0, 1), »e

f (x0 + h) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
h +

f ′′(x0)

2!
h2 + . . .+

+
f (n−1)(x0)

(n − 1)!
hn−1 + Rn(x0, h),

gdzie

Rn(x0, h) =
hn

n!
f (n)(x0 + θh).



Wzór Taylora

Szereg Taylora

Je»eli f : (a, b)→ R ma w pewnym otoczeniu Ux0 punktu
x0 ∈ (a, b) pochodne dowolnego rz¦du i dla x ∈ Ux0 zachodzi

lim
n→∞

Rn(x0, h) = 0,

to

f (x) = f (x0) +
∞∑
n=1

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n.



Reguª¡ de l'Hospitala

Twierdzenie de l'Hospitala

Niech A b¦dzie jednym ze zbiorów postaci:

A = (a, x0), gdzie −∞ ¬ a < x0 ¬ +∞,
A = (x0, a), gdzie −∞ ¬ x0 < a ¬ +∞,
A = (a, x0) ∪ (x0, b), gdzie −∞ ¬ a < x0 < b ¬ +∞.

Zaªó»my, »e funkcje f , g : A→ R s¡ ró»niczkowalne oraz g ′(x) 6= 0 dla

x ∈ A. Zaªózmy dodatkowo, »e zachodzi jeden z nast¦puj¡cych warunków

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

g(x) = 0, lub lim
x→x0

|g(x)| = +∞.

Je±li istnieje granica, b¡d¹ granica niewªa±ciwa lim
x→x0

f (x)
g(x) , to

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
.



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego

Je±li funkcja f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna oraz ma
ekstremum lokalne w pewnym punkcie x0 ∈ (a, b), to

f ′(x0) = 0.



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Twierdzenie

Niech P ⊆ R b¦dzie przedziaªem. Je±li f : P → R jest
ró»niczkowalna i f ′(x) = 0 dla x ∈ P , to f jest staªa.

Twierdzenie

Zaªó»my, »e f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna.

I Je»eli f ′ > 0 w przedziale (a, b), to f jest silnie rosn¡ca w
przedziale (a, b).

I Je»eli f ′ < 0 w przedziale (a, b), to f jest silnie malej¡ca
w (a, b).



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Twierdzenie

Zaªó»my, »e f : (a, b)→ R jest dwukrotnie ró»niczkowalna.

I Je»eli f ′′ > 0 w przedziale (a, b), to f jest wypukªa w
przedziale (a, b).

I Je»eli f ′′ < 0 w przedziale (a, b), to f jest wkl¦sªa w
przedziale (a, b).



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Twierdzenie

Je±li f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna, f ′(x0) = 0 dla
pewnego punktu x0 ∈ (a, b) oraz f ′ zmienia znak w punkcie
x0, to f ma ekstremum lokalne w punkcie x0. Jest to:

I maksimum, je±li f ′(x) > 0 dla x ∈ (x0 − ε, x0) i f ′(x) < 0
dla x ∈ (x0, x0 + ε), gdzie ε > 0 jest pewn¡ staª¡,

I minimum, je±li f ′(x) < 0 dla x ∈ (x0 − ε, x0) i f ′(x) > 0
dla x ∈ (x0, x0 + ε), gdzie ε > 0 jest pewn¡ staª¡.



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Twierdzenie

Je±li f : (a, b)→ R jest funkcj¡ klasy C 2 oraz f ′(x0) = 0 i
f ′′(x0) 6= 0 w pewnym punkcie x0 ∈ (a, b), to f ma ekstremum
lokalne w punkcie x0 i jest to:

I maksimum, je±li f ′′(x0) < 0,

I minimum, je±li f ′′(x0) > 0.



Badanie przebiegu zmienno±ci funkcji

Zaªó»my, »e x0 ∈ (a, b) oraz f : (a, b)→ R jest

I wypukªa (wkl¦sªa) w przedziale (a, x0),

I wkl¦sªa (wypukªa) w przedziale (x0, b).

Punkt x0 nazywamy wówczas punktem przegi¦cia funkcji f .

Twierdzenie

Je±li f : (a, b)→ R jest klasy C 2, a x0 ∈ (a, b) jest punktem
przegi¦cia funkcji f , to

f ′′(x0) = 0



Asymptoty

Zaªó»my, »e f : (a,+∞)→ R b¦dzie funkcj¡. Prost¡ o
równaniu y = ax + b nazywamy asymptot¡ uko±n¡
prawostronn¡, je±li

lim
x→+∞

(f (x)− (ax + b)) = 0

Wtedy:
I a = lim

x→∞
f (x)
x
,

I b = lim
x→∞

(f (x)− ax)).

Uwaga: Dla −∞ asymptot¦ uko±n¡ lewostronn¡ de�niujemy
analogicznie.

Prost¡ o równaniu x = c nazywamy asymptot¡ pionow¡ funkcji
f , je±li f jest okre±lona w pewnym s¡siedztwie punktu c oraz

lim
x→c+

f (x) = ±∞ lub lim
x→c−

f (x) = ±∞



Caªka nieoznaczona

Niech −∞ ¬ a < b ¬ ∞ oraz niech b¦dzie dana funkcja
f : (a, b)→ R.

Ka»d¡ funkcj¦ ró»niczkowaln¡ F : (a, b)→ R tak¡, »e

F ′ = f

nazywamy funkcj¡ pierwotn¡ funkcji f .

Je±li funkcja f : (a, b)→ R ma funkcj¦ pierwotn¡, to rodzin¦
wszystkich jej funkcji pierwtonych nazywamy caªk¡
nieoznaczon¡ z funkcji f i oznaczamy

∫
f lub

∫
f (x)dx , tzn.∫

f =
∫

f (x)dx =

= {F : (a, b)→ R|F jest ró»niczkowalna na (a, b) ∧ F ′ = f }
O funkcji, która ma funkcj¦ pierwotn¡ mówimy, »e jest
caªkowalna.



Caªka nieoznaczona

Podstawowe caªki:

f (x)
∫
f (x)dx

0 c
xα 1

α+1x
α+1 + c α 6= −1

1
x

ln |x |+ c
ex ex + c
ax ax

ln a + c
sin x − cos x + c
cos x sin x + c

1
cos2 x tg x + c

1
sin2 x

- ctg x + c
1

1+x2
arctgx + c

1√
1−x2 arc sin x + c



Caªka nieoznaczona

Wªasno±ci caªki nieoznaczonej

Niech f , g : (a, b)→ R b¦d¡ funkcjam caªkowalnymi.
Wówczas f + g oraz λf , dla ka»dego λ ∈ R, s¡ funkcjami
caªkowalnymi oraz

I
∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g ,

I
∫
λf = λ

∫
f .

Uwaga

Je±li funkcja f : (a, b)→ R jest ró»niczkowalna, to∫
f ′(x)dx = f (x) + c , x ∈ (a, b).



Caªka nieoznaczona

Twierdzenie o caªkowaniu przez cz¦±ci

Niech f , g : (a, b)→ R b¦d¡ funkcjami ró»niczkowalnymi oraz
f ′g ma pierwotn¡. Wówczas funkcja fg ′ równie» ma pierwotn¡
oraz zachodzi wzór ∫

fg ′ = fg −
∫

f ′g .

Twierdzenie o caªkowaniu przez podstawienie

Niech f : (a, b)→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡, a
ϕ : (c , d)→ (a, b) funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Wówczas (f ◦ ϕ)ϕ′
jest caªkowalna oraz∫

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt =
(∫

f (x)dx
)
◦ ϕ.


