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Liczby rzeczywiste

Zasada indukcji matematycznej

Je±li S jest podzbiorem liczb naturalnych o nast¦puj¡cych
wªasno±ciach

I no ∈ S ,

I n ∈ S ⇒ n + 1 ∈ S ,

to S = {n ∈ N : n ­ n0}.

Nierówno±¢ Bernoulliego

Dla ka»dej liczby rzeczywistej x > −1, x 6= 0 zachodzi
nierówno±¢:

(1 + x)n > 1 + nx , dla n ­ 2, n ∈ N



Liczby rzeczywiste

Zbiór ograniczony
A 6= ∅, A ⊆ R

I A jest ograniczony z góry ⇐⇒ ∨
M∈R

∧
x∈A

x ¬ M ,

I A jest ograniczony z doªu ⇐⇒ ∨
m∈R

∧
x∈A

m ¬ x ,

I A jest ograniczony ⇐⇒ A jest ograniczony z góry i z doªu∨
M∈R

∧
x∈A
|x | ¬ M



Liczby rzeczywiste

Aksjomat ci¡gªo±ci:
Je»eli A ⊆ R jest zbiorem niepustym i ograniczonym z góry, to
istnieje najmniejsza liczba rzeczywista M taka, »e∧

x∈A
x ¬ M

Tak¡ liczb¦ M nazywamy kresem górnym zbioru A i
oznaczamy supA

M = supA ⇐⇒
I
∧
x∈A

x ¬ M

I
∧
ε>0

∨
x∈A

x > M − ε



Liczby rzeczywiste

Kres dolny zbioru A ograniczonego z doªu:
Oznaczamy infA

M = infA ⇐⇒
I
∧
x∈A

x ­ M

I
∧
ε>0

∨
x∈A

x < M − ε

Pewnik Archimedesa

Je±li x > 0, to dla dowolnego y > 0 istnieje n ∈ N takie, »e

y ¬ nx



Funkcje, cz. 2

Funkcje monotoniczne:
D ⊆ R, f : D → R

I f � rosn¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2))

I f � niemalej¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) ¬ f (x2))

I f � staªa ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

f (x1) = f (x2)

I f � nierosn¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) ­ f (x2))

I f � malej¡ca ⇐⇒ ∧
x1,x2∈D

(x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2))



Funkcje, cz. 2

Parzysto±¢ funkcji:
Niech D ⊆ R b¦dzie taki, »e

x ∈ D ⇒ (−x) ∈ D

Wtedy f : D → R jest:

I parzysta ⇔ ∧
x∈D

f (−x) = f (x)

I nieparzysta ⇔ ∧
x∈D

f (−x) = −f (x)



Funkcje, cz. 2

Wypukªo±¢:
P ⊆ R � przedziaª o ko«cach a i b (a < b), f : P → R

I f � wypukªa ⇔∧
λ∈[0,1]

∧
x ,y∈P

f (λx + (1− λ)y) ¬ λf (x) + (1− λ)f (y)

I f � wkl¦sªa ⇔∧
λ∈[0,1]

∧
x ,y∈P

f (λx + (1− λ)y) ­ λf (x) + (1− λ)f (y)



Funkcje elementarne

I Wielomiany,

I Funkcje wymierne,

I Funkcja wykªadnicza,

I Funkcja logarytmiczna,

I Funkcje trygonometryczne: sin, cos, tg, ctg,
I Funkcje cyklometryczne (koªowe):

I arc sin
I arc cos,
I arctg,
I arcctg.



Liczby zespolone

Liczby zespolone C � uporz¡dkowane pary liczb
rzeczywistych z dziaªaniami:

(a, b) + (c , d) = (a + c , b + d)

(a, b) · (c , d) = (ac − bd , ad + bc)

Wtedy:
I pary (a, 0) uto»samiamy z liczbami rzeczywistymi,
I par¦ (0, 1) uto»samiamy z jednostk¡ urojon¡ i ionaczamy

symbolem i .

Inaczej:
z = a + bi

gdzie a, b ∈ R, i2 = −1 (
√
i = −1), czyli

a + bi = (a, b)



Liczby zespolone

Je»eli z = a + bi , to:

I Re(z) = a � cz¦±¢ rzeczywista liczby z ,

I Im(z) = b � cz¦±¢ urojona liczby z ,

I z̄ = a − bi � sprz¦»enie liczby z ,

I |z | =
√
a2 + b2 � moduª liczby z .

Wªasno±ci:

I z1 + z2 = z1 + z2
I z1 · z2 = z1 · z2
I (z) = z

I z + z = 2Re(z)

I z · z = |z |2



Liczby zespolone

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej:

z = a + bi = |z |(cosϕ + i sinϕ)

gdzie ϕ = arg(z) � argument liczby zespolonej z , tzn. k¡t
skierowany taki, »e

cosϕ =
a

|z |

sinϕ =
b

|z |
(Arg(z) � argument gªówny liczby z , k¡t z przedziaªu [0, 2π))



Liczby zespolone

Twierdzenie

Je»eli
z1 = |z1|(cosϕ1 + i sinϕ1)

z2 = |z2|(cosϕ2 + i sinϕ2)

to

z1 · z2 = |z1| · |z2|(cos (ϕ1 + ϕ2) + i sin (ϕ1 + ϕ2)

z1
z2

=
|z1|
|z2|

(cos (ϕ1 − ϕ2) + i sin (ϕ1 − ϕ2)



Liczby zespolone

Wzór de Moivre'a

Je»eli z = |z |(cosϕ + i sinϕ), to dla n ∈ N mamy:

zn = |z |n(cos (nϕ) + i sin (nϕ))



Liczby zespolone

Twierdzenie

Dla dowolnego w ∈ C \ {0} oraz dla dowolnego n ∈ N
równanie

zn = w

ma dokªadnie n ró»nych pierwiastków.
Je»eli

w = |w |(cosϕ + i sinϕ)

to pierwiastki te dane s¡ wzorami:

zk = n
√
|w |

(
cos

(
ϕ + 2kπ

n

)
+ isin

(
ϕ + 2kπ

n

))

gdzie k ∈ {0, 1, . . . n − 1}.



Liczby zespolone

Zasadnicze twierdzenie algebry

Dowolny wielomian o wspóªczynnikach zespolonaych stopnia
n ∈ N ma dokªadnie n pierwiastków zespolonych.


