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Liczby rzeczywiste

Zasada indukcji matematyczne;

Jesli S jest podzbiorem liczb naturalnych o nastepujacych
wtasnosciach

» n, €8S,

»neS=n+1eS,
toS={neN:n>ny}.

Nieréwnos$¢ Bernoulliego

Dla kazdej liczby rzeczywistej x > —1, x #£ 0 zachodzi
nieréwnos$¢:

(14+x)" > 1+ nx, dan>2neN



Liczby rzeczywiste

Zbiér ograniczony
A#£D, ACR
» A jest ograniczony z géry <— \ A x < M,
MER x€A

» A jest ograniczony z dotu <—= \V A m < x,
meR x€A

» A jest ograniczony <= A jest ograniczony z géry i z dotu

V A<M

MeR x€A



Liczby rzeczywiste

Aksjomat ciaggtosci:
Jezeli A C R jest zbiorem niepustym i ograniczonym z gory, to
istnieje najmniejsza liczba rzeczywista M taka, ze

/\ng

XEA

Taka liczbe M nazywamy kresem gérnym zbioru A i
oznaczamy supA

M = supA <—
» A x<M
XEA

» AN Vx>M-—c¢

e>0 x€A



Liczby rzeczywiste

Kres dolny zbioru A ograniczonego z dotu:
Oznaczamy infA

M = infA <—
» Ax>M

x€EA

» AV x<M-—c¢

e>0 xcA

Pewnik Archimedesa
Jesli x > 0, to dla dowolnego y > 0 istnieje n € N takie, ze

y < nx



Funkcje, cz. 2

Funkcje monotoniczne:
DCR,f:D—R

» f—rosngca <= A (x1 <xx = f(x1) < f(x2))

X1,X2€D
» f —niemalejaca <= A (x1 < x = f(x1) < f(x))
X1,X2€D
» f-stala <= A f(x)="(x)
X17X2€D
» f —nierosngca <= A (x1 <x = f(x1) > f(x))
x1,%2€D

v

f—malejagca <= A (1 <x = f(x1) > f(x))

x1,X2€D



Funkcje, cz. 2

Parzystos$¢ funkcji:
Niech D C R bedzie taki, ze

xeD=(—x)eD

Wtedy f: D — R jest:
» parzysta & A f(—x) = f(x)
xeD

» nieparzysta < A f(—x) = —f(x)
xeD



Funkcje, cz. 2

Wypuktos¢:
P C R - przedziat o koficach ai b (a< b), f: P - R
» f — wypukta &
A A FOx+(1—=N)y) < A(x)+(1—=Nf(y)
X€[0,1] x,yeP
» f — wklesta &
A N FQx+ (1= A)y) > M(x) + (1= N)f(y)

A€[0,1] x,yeP



Funkcje elementarne

v

Wielomiany,

v

Funkcje wymierne,

v

Funkcja wyktadnicza,

v

Funkcja logarytmiczna,

v

Funkcje trygonometryczne: sin, cos, tg, ctg,
Funkcje cyklometryczne (kotowe):
> arcsin
> arccos,
> arctg,
> arcctg.

v



Liczby zespolone

Liczby zespolone C — uporzadkowane pary liczb
rzeczywistych z dziataniami:

(a,b) + (c,d) = (a+c, b+ d)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Wtedy:
» pary (a,0) utozsamiamy z liczbami rzeczywistymi,
» pare (0,1) utozsamiamy z jednostka urojong i ionaczamy
symbolem i.

Inaczej:
z=a+bi

gdzie a,b € R, 7 = —1 (/i = —1), czyli
a-+ bi =(a,b)



Liczby zespolone

Jezeli z = a + bi, to:
» Re(z) = a — czeé¢ rzeczywista liczby z,
» Im(z) = b — cze$¢ urojona liczby z,
» Z = a— bi — sprzezenie liczby z,

» |z| = va%+ b?> — modut liczby z.

Witasnosci:

>+ 2=+ 22

> 7 =212
| 4 ?):Z

>



Liczby zespolone

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej:

z=a+ bi = |z|(cosy + isin )

gdzie ¢ = arg(z) — argument liczby zespolonej z, tzn. kat
skierowany taki, ze

a
congZH
singozm

(Arg(z) — argument gtéwny liczby z, kat z przedziatu [0, 27))



Liczby zespolone

Twierdzenie
Jezeli
71 = |z;|(cos 1 + isin )
2, = |25|(cos 2 + isin )
to

z1 -z = |z1| - |z2|(cos (p1 + 2) + isin (¢1 + @2)

V4 Z ..
2 _ 12l o (61 — ) + i sin (01 — 2)
V) |22|



Liczby zespolone

Wzér de Moivre'a
Jezeli z = |z|(cos ¢ + isinp), to dla n € N mamy:

z" = |z|"(cos (ny) + isin (np))



Liczby zespolone

Twierdzenie

Dla dowolnego w € C \ {0} oraz dla dowolnego n € N
réwnanie
zZ"=w

ma doktadnie n réznych pierwiastkéw.
Jezeli
w = |w|(cos ¢ + isinp)

to pierwiastki te dane sa wzorami:

2k 2k
z = \/|w| (cos (W) + isin <90—|—n7r>>

gdzie k € {0,1,...n—1}.



Liczby zespolone

Zasadnicze twierdzenie algebry

Dowolny wielomian o wspétczynnikach zespolonaych stopnia
n € N ma doktadnie n pierwiastkéw zespolonych.



