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Elementy logiki i teorii mnogosci

Zdanie (w sensie logicznym) — takie zdanie w sensie
gramatycznym, ktére jest prawdziwe lub fatszywe.

» jezeli zdanie jest prawdziwe, to przypisujemy mu wartosé
logiczna 1,
» jezeli jest fatszywe, to przypisujemy wartos¢ logiczng 0.
Oznaczenia zdan: p, q, r, .. ..



Elementy logiki i teorii mnogosci

Spojniki logiczne:

» negacja zdania p: —p, ~ p

» koniunkcja zdan pig: pAg
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Elementy logiki i teorii mnogosci

» alternatywa zdan pig: pV g

plglpVvg
1)1 1
110 1
01 1
0|0 0
» implikacjazdan pig:p—q, p=¢q
Plg| P=4q
1)1 1
1]0 0
01 1
00 1




Elementy logiki i teorii mnogosci

» réwnowazno$¢ zdan pig: p<— q, p< g
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Elementy logiki i teorii mnogosci

Przyktad: Drzewo ma liscie. (nie jest to zdanie w sensie
logicznym)

Funkcja zdaniowa — wypowiedz? jest funkcja zdaniowa o
dziedzinie X # 0, jeslipo podstawieniu dowolnego elementu
zbioru X za zmienna otrzymamy zdanie.

Niech a(x) bedzie funkcja zdaniowa. Wtedy zbiér wszystkich
(i tylko tych) elementéw xo € X takich, ze a(xp) jest zdaniem
prawdziwym oznaczaé bedziemy symbolem

{x e X: a(x)}



Elementy logiki i teorii mnogosci
Prawa rachunku zdan (zdania zawsze prawdziwe, tautologie):
» prawa de Morgana
=(pVaq)e pA—g
~(pANq) & —pV g
» tacznos¢ alternatywy i koniunkcji
pA(@AT) < (PAG) AT
pV(gVvr)s (pVa)Vr
» rozdielnosci:
pA(qVvr)e(pAq)V(pATr)

pV(gnar)e (pVa)A(pVr)



Elementy logiki i teorii mnogosci

» prawo kontrapozycji

(p=q) = (-9 = —p)
» negacja implikacji

—(p=q) < (pA—q)
» prawo wytaczonego Srodka

pV(=p)



Elementy logiki i teorii mnogosci

Elementy rachunku kwantyfikatoréw
Niech p(x) bedzie funkcja zdaniowa zmiennej x o dziedzinie
X.

» Zdanie: ,Istnieje x w zbiorze X taki, ze p(x)" zapisujemy

w postaci
E|><€Xp(x) \/ p(X)
xeX

» Zdanie: ,Dla kazdego x ze zbioru X takiego, ze p(x)
zapisujemy w postaci

vXGXP(X) /\ p(X)

xeX



Elementy logiki i teorii mnogosci

Zwroty istnieje i dla kazdego oraz odpowiadajace im symbole
V, A nazywamy kwantyfikatorami:

» \/ — egzystencjalnym (matym),
» A — ogdlnym (duzym).



Elementy logiki i teorii mnogosci

Prawa logiczne dla kwantyfikatoréw:

(/\ p(x) Vv q(X)) = A (p(x) Vv q(x))

xeX xeX xeX

V (p() A a(x)) = (\/ pL) AV q(X))

xeX xeX xeX

» prawa de Morgana:

- (/\X p(X)) & \/XﬁP(X)

- (\/ p(X)) & N —p(x)

xeX xeX



Rachunek zbioréw = teoria mnogosci

Zbior i element zbioru longrightarrow pojecia pierwotne

x € X — ,,x jest elementem zbioru X"
x ¢ X — ,x nie jest elementem zbioru X"
AC B -x € A= x € B - zbiér A zawiera sie w zbiorze B



Rachunek zbioréw = teoria mnogosci

X — przestrzen, A, B C X.
» dopetnienie zbioru A

A={xeX:x¢A}
» réznica zbioréw Ai B
A\B={xeA: x ¢ B}
» suma zbioréw Ai B
AUB={xeX:xe AVvxe B}
» iloczyn (przekréj) zbioréw A i B

ANB={xeX: xe AANx € B}



Rachunek zbioréw = teoria mnogosci

Méwimy, ze zbiory A i B sa roztaczna, jezeli

ANB=1(

Moéwimy, ze A = B, jezeli
xeceAs xeB

ACBABCA

Zbior majacy skponczong ilos¢ elementéw nazywamy zbiorem
skonczonym; zbiér majacy nieskonczona ilos¢ elementéw
nazywamy zbiorem nieskonczonym.



Rachunek zbioréw = teoria mnogosci

Niektore wtasnosci dziatan na zbiorach:
» (AnB)NC=An(BNC)

(AUB)UC=AU(BUC)

ANB=BnNA

AUB=BUA

AN(BUC)=(AnB)U(ANC(C)

AU(BNC)=(AuB)N(AUC(C)

(ANB) =AUPB

» (AUB)Y =ANB
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Rachunek zbioréw = teoria mnogosci

Zbior, ktérego elementy sg zbiorami nazywamy rodzing
zbioréw.

Niech T bedzie dowolnym zbiorem wskaznikéw oraz niech
{A;: t € T} bedzie rodzing zbioréw. Wtedy:

xe |JA = \/ xe A

teT teT

x€ A<= N\ xeA

teT teT



Funkcje

Niech X oraz Y beda niepustymi zbiorami (X, Y # ().

f: X — Y « funkcja, jezeli kazdemu elementowi x zbioru X
przyporzadkowany jest doktadnie jeden element y zbioru Y.

X — dziedzina funkcji f
Y - przeciwdziedzina funkgji f

jesli x € X, to piszemy: y = f(x) — warto$¢ funkcji f dla
argumentu x



Funkcje

Niech f: X; — Y1 i g: Xo — Y5 beda funkcjami. Wtedy

f=g
jezeli
» X1 =X,
> A f(x)=g(x)

XEX3



Funkcje

Niech f: X =Y, ACX, BCY.
» Zbiér
f(A)={yeY: Vy="Ff(x)}

XEA
nazywamy obrazem zbioru A poprzez funkcje f.
» Zbiér
fH(B) = {x € X: f(x) € B}

nazywamy przeciwobrazem zbioru B poprzez funkcje f.



Funkcje

Niech f: X — Y. Wtedy:
» f nazywamy surjekcja (odwzorowaniem ,na”), jesli
f(X)=Y,
» f nazywamy funkcja r6znowartosciowa, jezeli

/\ (x1 # x2 = f(x1) # f(x))

x1,Xx2€X

albo
/\ (f(xa) = fx) = x =x),

X1 ,X2 eX

» f jest odwracalna, jezeli jest surjekcja i jest
réznowarto$ciowa.



Funkcje

Ztozenie funkcji
Niech f: X — Y, g: Y — Z. Wtedy odwzorowanie
gof: X — Z dane wzorem

(gof)(x) =g(f(x)), xeX

nazywamy zfozeniem (superpozycja) funkcji f i g.

Uwaga: Sktadanie funkcji nie jest przemienne, tzn.
fog#gof!



Funkcje

Réwnolicznos¢ zbioréw (kilka uwag)

Zbiory A i B nazywamy réwnolicznymi, jezeli istnieje
odwracalna funkcja f (tzn. jest surjekcja i jest
réznowartosciowa) taka, ze

frA—B

Uwagi:
» zbiory skonczone sa réwnoliczne, kiedy maja taka sama
liczbe elementow,
» zbiér N jest réwnoliczny ze zbiorami Z i1 Q,

» kazdy niezdegenerowany przedziat liczb rzeczywistych jest
rownoliczny ze zbiorem R,

» zbiory N i R nie sa réwnoliczne.



Funkcje

Zbior nazywamy przeliczalnym, jezeli jest réwnoliczny z
pewnym podzbiorem zbioru liczb naturalnych, tzn.:

» albo jest skonczony
» albo jest réwnoliczny ze zbiorem N.

Zbiory, ktore nie sg przeliczalne, nazywamy zbiorami
nieprzeliczalnymi.
Przyktady: R, (a, b), [a, b] dla a < b.



Funkcje

lloczyn kartezjanski
X, Y #£0

XxY={(xy)xeXANyeY}

Jesli X = Y, to bedziemy pisali X? = X x X.

Niech Xl,Xz,.‘.,Xn 7£ @, to
X1XX2><...XXn:{(Xl,XQ,...,Xn): /\ X,'EX,'}

Jesli X = Xy = ... = X, to piszemy: X" = X; x ... x X,.
Jesli X =R, toR" =R x ... x R.
—_——

n—razy



Funkcje

Wykres odwzorowania
f: X—=Y

gr(f) ={(x,y) e X x Y:y = f(x)}

Twierdzenie:

Jesli f: X — Y jest odwzorowaniem odwracalnym, to
odwzorowanie g: Y 2% X jest odwzorowaniem odwrotnym do
f wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ngeof))=x n A(fog)ly)=y

xeX yey



