Wybrane zagadnienia matematyki elementarnej
Zadania rézne

. Niech n i m beda liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze liczba 25m + 3n jest podzielna przez 83 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba 3m + Tn jest podzielna przez 83. (Baltic Way, 1990)

. Liczby wymierne a i b spelniaja warunek
a2n+1 + b2n+1 — 2anbn,

gdzie n € N. Udowodnij, ze liczba 1 — ab jest kwadratem liczby wymiernej. (Rosja, 1990)

. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

v = (y+z+yz)z+(y+2)yz =0,
vP—(z+z+z22)y+ (2 +2)zx =0,
22— (x+y+ay)z+ (x+y)zy =0.

(LXI OM)
. Wyznaczy¢ wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych dodatnich, spelniajacych réwnanie:
(22010 _ 1)(y2009 1) = (22009 _ 1) (42010 _ 1),
(LXI OM)
. Udowodnié, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnos¢
4(Va30® + VB33 + Ve3ad) < 4c® + (a + D).
(LX OM)
(a) Udowodnié, ze jesli zyz = 1 i zadna z liczb rzeczywistych x, y, z nie jest réwna 1, to spelniona jest nieréwnosé
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(b) Udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele tréjek liczb wymiernych z, y, z, kazda z ktérych jest rézna od 1, dla
ktorych spelniona jest réwnos$¢ xyz = 1 i dla ktérych powyzsza nieréwnosé staje sie réwnoscia. (49 MOM)

. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (z) o wspélczynnikach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x
spelniona jest réwnosé

(LIX OM)

. W n—osobowym stowarzyszeniu dziata 2n—1 komisji (kazdy niepusty zbiér czlonkéw stowarzyszenia tworzy komisje).
W kazdej komisji nalezy wybrac przewodniczacego. Wymagany jest przy tym warunek: Jezeli komisja C' jest suma
C = AU B dwbéch komisji A i B, to przewodniczacy komisji C' jest tez przewodniczacym co najmniej jednej z komisji
A, B. Wyznaczy¢ liczbe mozliwych wyboréw przewodniczacych. (LIX OM)



