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Wybrane zagadnienia matematyki elementarnej

Kombinatoryka

. W turnieju szachowym wzielo udzial n zawodnikéw (n > 2). Kazdy zawodnik rozegral z kazdym innym zawodnikiem

doktadnie jedna partie, przy czym zadna partia nie zakonczyla sie remisem. Niech w; oraz p; beda odpowiednio
liczbami zwyciestw 1 porazek i—tego gracza, gdzie i = 1,2,...,n. Wykazaé, ze

n n

2 _ 2
E w; = E P
i=1 i=1

Delta 5/2018, M156/.

W turnieju szachowym bierze udzial 2n zawodnikéw (n > 2). Chcemy zaplanowaé rozgrywki skatdajace sie z 2n — 1
rund w taki sposéb, by kazdy zawodnik rozegral w kazdej rundzie dokladnie jedna partie oraz tak, aby w calym
turnieju kazdy zawodnik zagral z kazdym innym zawodnikiem dokladnie raz. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby
calkowite n, dla ktorych jest to mozliwe.

Delta 5/2018, M1565.

W turnieju szachowym wzigto udzial n zawodnikéw (n > 3). Kazdy zawodnik rozegral z kazdym innym zawodnikiem
doktadnie jedna partie, przy czym zadna partia nie zakoniczyta sie remisem. Po tunieju wszyscy zawodnicy usiedli przy
okraglym stole w taki sposéb, ze kazdy zawodnik wygral z osoba siedzaca obok niego z jego lewej strony. Wyznaczy¢
w zaleznosci od n, najwieksza liczbe k o nastepujacej wlasnosci: istnieje (niezaleznie od przebiegu turnieju) co
najmniej k takich tréjek A, B, C, ze A wygral z B, B wygral z C oraz C wygral z A.

Delta 5/2018, M1566.

W pewnym kraju jest skoniczona liczba miast. Miedzy niektérymi parami miast istnieja jednokierunkowe potaczenia
autobusowe. Sie¢ komunikacyjna ma te wlasnosé, ze nie mozna zaplanowaé¢ podrézy ztozonej z co najmniej jednego
kursu, ktora zaczyna sie i konczy w tym samym miedcie. Udowodnié, ze istnieje miasto, z ktérego nie mozna wyjechaé
autobusem oraz miasto, do ktérego nie mozna dojechacd.

Deltal /2018, M1553.

W pewnym kraju jest 2n miast. Miedzy niektérymi parami miast istnieja dwukierunkowe potaczenia lotnicze, ktérych
w sumie jest k. Ceny biletéw na réznych odcinkach sa rézne, ale na kazdym odcinku cena jest taka sama niezaleznie od
kierunku lotu. Wyznaczy¢ najmniejsza stala ¢ (niezalezna od n i k) o tej wlasnosci, ze zawsze moznatak zaplanowaé
podréz zlozona z co najmniej c - % przelotéw, aby kazdy kolejny lot byt drozszy od poprzedniego.

Delta 1/2018, M155}.

Niech k bedzie parzysta liczba naturalna. Danych jest k kart; na kazdej z nich napisana jest liczba ze zbioru {1,. .., k}.
Suma wszystkich liczb napisanych na kartach wynosi 2k. Dowie$é, ze karty mozna podzieli¢ na takie dwie grupy, ze
suma liczb napisanych na wszystkich kartach jednej grupy wynosi k.

Rozwazamy wszystkie k—elementowe podzbiory zbioru {1,...,n} (0 < k < n). W kazdym podzbiorze wybieramy
najmniejsza liczbe. Wyznaczy¢ srednia arytmetyczna wszystkich wybranych liczb.

Wyznaczy¢ wszystkie pola na szachownicy rozmiaru 8 x 8 o nastepujacej wlasnosci: Po usunieciu tego pola mozna
pokry¢ pozostala czes¢ szachownicy klockami rozmiaru 3 x 1.

W n—osobowym stowarzyszeniu dziala k komisji. Kazda komisja liczy co najmniej dwéch cztonkoéw, zas dowolne dwie
komisje majg dokladnie jednego wspélnego czlonka. Dowieéé, ze k < n.

W pewnym kraju jest 2" + 1 miast. Miedzy dowolnymi dwoma z nich istnieje bezposérednie polaczenie lotnicze
obstugiwane przez jedna z n-linii. Dowiesé¢, ze ktéras z tych linii lotniczych moze oferowaé podrédz z nieparzysta
liczbg lotéw, zaczynajaca sie i konczaca w tym samym miescie.

Dla kazdej liczby calkowitej dodatniej n wyznaczyé liczbe permutacji (21,2, ..., Zen—1) zbioru {1,2,...,6n — 1},
spelniajacych warunki:

jeslii —j =2n+1, to x; > xj;

jesli i — j = 4n, to z; < ;.
(58. OM)

Dany jest zbiér n punktéw (n > 2), z ktérych zadne trzy nie leza na jednej prostej. Kolorujemy wszystkie odcinki
o koncach w tym zbiorze tak, by kazde dwa odcinki o koncach w jednym punkcie mialy rézne kolory. Wyznaczy¢
najmniejsza liczbe koloréw, da ktérych istnieje takie pokolorowanie. (48. OM)
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W turnieju tenisowym uczestniczylo n graczy. Kazdy rozegral z kazdym jeden mecz; nie bylo remiséw. Udowodnié,
ze istnieje taki gracz A, ktory kazdego innego gracza B pokonal w sposéb bezposreni lub posredni, tzn. A wygral z
B lub A pokonal pewnego zawodnika C, ktéry wygral z B. (49. OM)

Na polach szachownicy n x n rozmieszczono n? réznych liczb calkowitych, po jednej na kazdym polu. W kazdej

kolumnie pole z najwiekszg liczbg pomalowano na czerwono. Zbiér n pél szachownicy nazwiemy dopuszczalnym jezeli
zadne dwa z tych pdl nie znajduja sie w tym samym wierszu i w tej samej kolumnie. Spoéréd wszystkich zbioréw
dopuszczalnych wybrano zbiér, dla ktérego suma liczb umieszczonych na jego polach jest najwieksza. Wykazaé, ze
w tak wybranym zbiorze jest pole czerwone. (51. OM)

Dla danej liczby naturalnej n2 znalezé najmniejsza liczbe k o nastepujacej wtasnosci. Z dowolnego k-elementowego
zbioru pol szachownicy n X n, mozna wybraé¢ taki niepusty podzbiér, ze liczba pdl tego podzbioru w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie szachownicy jest parzysta. (51. OM)

Dana jest szachownica 2000 x 2000. Na kazdym polu lezy kamien. Wykonujemy nastepujace ruchy: jesli na pierwszym
i trzecim z trzech kolejnych pdl lezacych w jednym wierszu lub kolumnie lezy kamien, to mozemy oba te kamienie
przelozyé na drugie z tych pol (niezaleznie od tego, czy jaki$ kamien lezy na $rodkowym polu, i czy ruch oprézni
jakiekolwiek pole). Rozstrzygnaé, czy mozna wykonujac takie ruchy przelozyé¢ wszystkie kamienie na jedno pole. (53.
OM)

W n-osobowym stowarzyszeniu dziala szes¢ komisji. W sktad kazdej z nich wchodzi nie mniej niz 7 os6b. Dowies¢,

ze istnieja dwie komisje oraz grupa liczaca nie mniej niz 55 0séb, nalezacych do obu tych komisji. (53. OM)

U cioci Reni spotkalo sie (tacznie z ciocia) n—4 oséb. Kazdy z obecnych podarowal co najmniej jednej z pozostatych
0s6b co najmniej jeden prezent. Okazalo sie, ze kazdy podarowaa trzykrotnie wiecej prezentéw niz sam otrzymat, z
jednym wyjatkiem: ciocia Renia podarowala zaledwie % liczby prezentéw, ktére dostata. Wyznaczyé, w zaleznosci
od n, najmniejsza mozliwa liczbe prezentéw, ktére mogla otrzymaé ciocia Renia. (54. OM)



