1. TWIERDZENIE CEVY, MENELAOSA, VAN AUBELA, POTEGA PUNKTU WZGLEDEM OKREGU

Zadanie 1. Udowodnij, ze w trojkacie

a) dwusieczne katow,

b) srodkowe (P.S. centroid, barycentrum),

c) wysokoéci (lub ich przedtuzenia) (P.S. ortocentrum)

przecinaja sie w jednym punkcie, dodatkowo punkt ten dzieli srodkowe w stosunku 2 : 1.

Zadanie 2. Niech A;, B1,C beda punktami stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC z bokami, odpowiednio, BC,
AC' i AB. Udowodnij, ze AA;, BB; i CCy przecinaja sie w jednym punkcie. (punkt Gergonne’a).

Zadanie 3. Niech A,, Bo, Co beda punktami styczno$ci okregéow dopisanych do bokéw trojkata ABC z odpowiednimi
bokami( A, punkt stycznosci okregu dopisanego do boku BC' z bokiem BC), itd.). Udowodnij, ze AAs, BBy, CCy przecinaja
sic w jednym punkcie. (punkt Nagela).

Zadanie 4. Niech ABC bedzie trojkatem, punkt P lezy w jego wnetrzu, punkty X1, Y7, Z; beda przecieciami prostych,
odpowiednio, AP, BP, CP z bokami tréjkata ABC. Niech X» bedzie punktem symetrycznym do punktu X; wzgledem
srodka odcinka BC, lezacym na BC, podobnie okre§lamy Y5 i Z5. Wykaz, ze proste AXs, BY, i CZ; przecinaja sie w
jednym punkcie. (ten punkt nazywamy sprzezeniem izotomicznym punktu P, jakie jest sprzezenie izotomiczne punktu

Nagela? punktu Gergonne’a?, centroidu?)

Zadanie 5. Niech ABC'D bedzie takim trapezem o podstawach AD i BC, ze proste AB i C'D przecinaja sie w punkcie @,
punkt P jest punktem przeciecia przekatnych tego trapezu, a punkty M i N sa $rodkami podstaw. Udowodnij, ze punkty
M, N, P, Q leza na jedej prostej.

Zadanie 6. Niech ABC bedzie trojkatem, punkt P lezy w jego wnetrzu, punkty Xi, Y7, Z; beda przecieciami prostych,
odpowiednio, AP, BP, CP z bokami trojkata ABC. Okreg opisany na trojkacie X;Y;Z; przecina boki BC, AC, AB
trojkata ABC jeszcze w punktach Xj3,Y3, Z3 (odpowiednio). Udowodnij, ze proste AX3, BY3; i CZs przecinaja sie w

jednym punkcie.!

Zadanie 7. Niech ABC bedzie trojkatem, okrag przechodzacy przez punkty A, B przecina odcinki AC' i BC odpowiednio
w punktach D i E. Proste AB i DFE przecinaja sie w punkcie F' a proste BD i C'F przecinaja sie w punkcie M. Udowodnij,
7e MF = MC wtedy i tylko wtedy, gdy MB - MD = MC?.

Zadanie 8. Niech ABC bedzie trojkatem, punkt P lezy w jego wnetrzu, punkty X1, Y7, Z; beda przecieciami prostych,
odpowiednio, AP, BP, C'P z bokami trojkata ABC. Niech AX,, BY, i CZ, beda prostymi symetrycznymi do odpowiednio
AXy, BY;, CZ; wzgledem odpowiednich dwusiecznych katow wewnetrznych trojkata ABC. Udowodnij, ze AXy, BYy, CZy

przecinaja sie w jednym punkcie.?

Zadanie 9. Niech punkty A;, B; i Cy leza na bokach BC, AC' i AB (odpowiednio) trojkata ABC. Niech G, Gy, G,
beda barycentrum odpowiednio trojkatow AB1Cy, BA1C; i CA;B;. Udowodnij, ze proste AG,, BG, i CG,. przecinaja
sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy proste AA;, BB; i CC} przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 10. Niech G bedzie centroidem(barycentrum) trojkata ABC, O $rodkiem okregu na nim opisanego, a H jego
ortocentrum. Wykaz, ze G, O i H leza na jednej prostej (zwanej prosta Eulera), ponadto HG = 2GO.

Zadanie 11. Wykaz, ze punkty A;, By, C; sa wspotliniowe®, gdzie A, jest punktem przeciecia prostej BC ze styczng do
okregu opisanego na trojkacie ABC poprowadzona w punkcie A; punkty By, C; definiujemy analogicznie.

Zadanie 12. * Niech ABC bedzie trojkatem, punkt P lezy w jego wnetrzu, punkty X1, Y7, Z; beda przecieciami prostych,
odpowiednio, AP, BP, C'P z bokami tréjkata ABC'. Niech X bedzie punktem przeciecia BC' z B;C4, Y punktem przeciecia
CA z C1A; a Z punktem przeciecia AB z A1 B;. Udowodnij, ze X, Y, Z sa wspélliniowe.

1gdy P jest ortocentrum, czym sa X3, Y3, Z37 P.S. Okrag, o ktérym mowa w zadaniu, wtedy nazywany jest okregiem dziewieciu punktéw,
albo okregiem Eulera, albo okregiem Feuerbacha; sze$¢ punktéw juz wymieniliSmy, a pozostale trzy, co to za punkty?

2taki punkt nazywamy izogonalnie sprzezonym z punktem P. W przypadku, gdy P jest barycentrum tréjkata ABC punkt do niego sprzezony
nazywamy punktem Lemoine’a, a proste AXy, BYy, CZ4, o ktorych mowa w zadaniu, nazywane sa symedianami.

3ta prosta nazywa sie prosta Lemoine’a

4nie uzywajac twierdzenia Desargues’a
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Zadanie 13. Punkty D, E, F naleza odpowiednio do bokéw BC', CA, AB trojkata ABC, proste AD, BE, C'F przecinaja
sie w jednym punkcie. Proste DFE i DF przecinaja prosta rownolegta do BC' przechodzaca przez punkt A odpowiednio w
punktach E’ i F’. Udowodnij, ze punkt A jest srodkiem odcinka E’F”’.

Zadanie 14. Dane sa roztaczne zewnetrznie okregi O1, O2, O3 o §rodkach odpowiednio Py, Py, Ps. Te dwie styczne do obu
okregow Oq, O, ktore rozdzielaja te okregi, przecinaja sie w punkcie As. Punkty A; i As zdefiniowane sg analogicznie.
Wykaz, ze proste Py Ay, PoAs, P3As przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 15. Przekatne AC i BD czworokata wypuklego ABCD przecinaja sie w punkcie P. Punkt M jest $rodkiem
boku AB. Prosta M P przecina bok CD w punkcie Q). Udowodnij, ze stosunek pol trojkatéow BCP i ADP jest réwny
stosunkowi dtugosci odcinkéw CQ i DQ.

Zadanie 16. W trojkacie ABC punkty D, E sa spodkami dwusiecznych odpowiednio 4 BAC i ABC. Punkt F jest
spodkiem dwusiecznej kata zewnetrznego przy wierzchotku C'. Udowodnij, ze punkty D, E/, F' leza na jednej prostej.

Zadanie 17. Punkty D, F,| F nalezy odpowiednio do bokéw BC, C A, AB trojkata ABC, proste AD, BE, C'F przecinajg

sie w punkcie P. Wykaz, ze
AE AF AP

BC T FB T PD’
Zadanie 18. Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do prostych BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F.
Proste BC' i E'F przecinaja sie w punkcie X, proste CA i DF przecinaja sie w punkcie Y, proste AB i DFE przecinaja sie
w punkcie Z. Dowiesé, ze punkty X, Y, Z leza na jednej proste;j.

Zadanie 19. Dany jest trojkat ABC. Punkty L, Z leza na boku BC, punkty M, X leza na boku C'A, punkty K,Y leza
na boku AB, przy czym AB|MZ, BC||KX, CA| LY .Dowies¢, ze proste KX, LY i M Z przecinaja sie¢ w jeduym punkcie

wtedy i tylko wtedy, gdy
AY Bz CX

YK ZL XM
Zadanie 20. Niech ABC bedzie trojkatem, O $rodkiem okregu na nim opisanego. Punkty P, ) naleza do wnetrz odcinkéw
odpowiednio AC, AB. Punkty K,L, M s $rodkami odcinkéw odpowiednio BP, CQ, PQ. Niech w bedzie okregiem
opisanym na K, L, M. Udowodnij, ze jesli PQ jest styczna do w, to OP = 0Q.

Zadanie 21. Dany jest okrag w o §rodku w punkcie O oraz punkt A lezacy na zewnatrz tego okregu. Z punktu A
poprowadzono proste styczne do okregu w w punktach K i L. Punkt M jest §rodkiem odcinka K L. Okrag o przechodzi
przez punkty O i M oraz przecina okrag w w réznych punktach B i C. Wykaz, ze punkty A, B, C leza na jednej proste;j.

Zadanie 22. Na bokach BC, AC, AB trojkata ABC obrano takie punkty odpowiednio K, L, M, ze odcinki AK, BL,
CM przecinaja sie w jednym punkcie. Prosta przechodzaca przez punkt M i réwnolegla do prostej KL przecina prosta
BC' w punkcie V', a prosta AK w punkcie W. Udowodnij, ze VM = MW.

Zadanie 23. Na przeciwprostokatnej AC tréjkata prostokatnego ABC obrano taki punkt D, ze AB = C'D. Udowodnij,
ze w trojkacie ABD dwusieczna kata A, srodkowa wychodzaca z wierzchotka B i wysoko$¢ poprowadzona z wierzchotka

D przecinaja sie w jednym punkcie.

Zadanie 24. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéow BC, CA i AB odpowiednio w punktach D, E'i F.
Wewnatrz trojkata ABC obrano taki punkt X, ze okrag wpisany w trojkat X BC jest styczny do boku BC' w punkcie D,
za$ do bokéw C'X i X B odpowiednio w punktach Y i Z. Wykaz, ze czworokat EF ZY mozna wpisa¢ w okrag.



