
1. Twierdzenie Cevy, Menelaosa, van Aubela, pot¦ga punktu wzgl¦dem okr¦gu

Zadanie 1. Udowodnij, »e w trójk¡cie

a) dwusieczne k¡tów,

b) ±rodkowe (P.S. centroid, barycentrum),

c) wysoko±ci (lub ich przedªu»enia) (P.S. ortocentrum)

przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie, dodatkowo punkt ten dzieli ±rodkowe w stosunku 2 : 1.

Zadanie 2. Niech A1, B1, C1 b¦d¡ punktami styczno±ci okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC z bokami, odpowiednio, BC,

AC i AB. Udowodnij, »e AA1, BB1 i CC1 przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. (punkt Gergonne'a).

Zadanie 3. Niech A2, B2, C2 b¦d¡ punktami styczno±ci okr¦gów dopisanych do boków trójk¡ta ABC z odpowiednimi

bokami(A2 punkt styczno±ci okr¦gu dopisanego do boku BC z bokiem BC, itd.). Udowodnij, »e AA2, BB2, CC2 przecinaj¡

si¦ w jednym punkcie. (punkt Nagela).

Zadanie 4. Niech ABC b¦dzie trójk¡tem, punkt P le»y w jego wn¦trzu, punkty X1, Y1, Z1 b¦d¡ przeci¦ciami prostych,

odpowiednio, AP , BP , CP z bokami trójkata ABC. Niech X2 b¦dzie punktem symetrycznym do punktu X1 wzgl¦dem

±rodka odcinka BC, le»¡cym na BC, podobnie okre±lamy Y2 i Z2. Wyka», »e proste AX2, BY2 i CZ2 przecinaj¡ si¦ w

jednym punkcie. (ten punkt nazywamy sprz¦»eniem izotomicznym punktu P , jakie jest sprz¦»enie izotomiczne punktu

Nagela? punktu Gergonne'a?, centroidu?)

Zadanie 5. Niech ABCD b¦dzie takim trapezem o podstawach AD i BC, »e proste AB i CD przecinaj¡ si¦ w punkcie Q,

punkt P jest punktem przeci¦cia przek¡tnych tego trapezu, a punkty M i N s¡ ±rodkami podstaw. Udowodnij, »e punkty

M,N,P,Q le»¡ na jedej prostej.

Zadanie 6. Niech ABC b¦dzie trójk¡tem, punkt P le»y w jego wn¦trzu, punkty X1, Y1, Z1 b¦d¡ przeci¦ciami prostych,

odpowiednio, AP , BP , CP z bokami trójkata ABC. Okr¦g opisany na trójkacie X1Y1Z1 przecina boki BC, AC, AB

trójk¡ta ABC jeszcze w punktach X3, Y3, Z3 (odpowiednio). Udowodnij, »e proste AX3, BY3 i CZ3 przecinaj¡ si¦ w

jednym punkcie.1

Zadanie 7. Niech ABC b¦dzie trójk¡tem, okr¡g przechodz¡cy przez punkty A,B przecina odcinki AC i BC odpowiednio

w punktach D i E. Proste AB i DE przecinaj¡ si¦ w punkcie F a proste BD i CF przecinaj¡ si¦ w punkcie M . Udowodnij,

»e MF = MC wtedy i tylko wtedy, gdy MB ·MD = MC2.

Zadanie 8. Niech ABC b¦dzie trójk¡tem, punkt P le»y w jego wn¦trzu, punkty X1, Y1, Z1 b¦d¡ przeci¦ciami prostych,

odpowiednio, AP , BP , CP z bokami trójkata ABC. Niech AX4, BY4 i CZ4 b¦d¡ prostymi symetrycznymi do odpowiednio

AX1, BY1, CZ1 wzgl¦dem odpowiednich dwusiecznych k¡tów wewn¦trznych trójk¡ta ABC. Udowodnij, »e AX4, BY4, CZ4

przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.2

Zadanie 9. Niech punkty A1, B1 i C1 le»¡ na bokach BC, AC i AB (odpowiednio) trójk¡ta ABC. Niech Ga, Gb, Gc

b¦d¡ barycentrum odpowiednio trójk¡tów AB1C1, BA1C1 i CA1B1. Udowodnij, »e proste AGa, BGb i CGc przecinaj¡

si¦ w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy proste AA1, BB1 i CC1 przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Zadanie 10. Niech G b¦dzie centroidem(barycentrum) trójk¡ta ABC, O ±rodkiem okr¦gu na nim opisanego, a H jego

ortocentrum. Wyka», »e G, O i H le»¡ na jednej prostej (zwanej prost¡ Eulera), ponadto HG = 2GO.

Zadanie 11. Wyka», »e punkty A1, B1, C1 s¡ wspóªliniowe3, gdzie A1 jest punktem przeci¦cia prostej BC ze styczn¡ do

okr¦gu opisanego na trójk¡cie ABC poprowadzon¡ w punkcie A; punkty B1, C1 de�niujemy analogicznie.

Zadanie 12.
4 Niech ABC b¦dzie trójk¡tem, punkt P le»y w jego wn¦trzu, punkty X1, Y1, Z1 b¦d¡ przeci¦ciami prostych,

odpowiednio, AP , BP , CP z bokami trójkata ABC. NiechX b¦dzie punktem przeci¦cia BC z B1C1, Y punktem przeci¦cia

CA z C1A1 a Z punktem przeci¦cia AB z A1B1. Udowodnij, »e X,Y, Z s¡ wspóªliniowe.

1gdy P jest ortocentrum, czym s¡ X3, Y3, Z3? P.S. Okr¡g, o którym mowa w zadaniu, wtedy nazywany jest okr¦giem dziewi¦ciu punktów,

albo okr¦giem Eulera, albo okr¦giem Feuerbacha; sze±¢ punktów ju» wymienili±my, a pozostaªe trzy, co to za punkty?
2taki punkt nazywamy izogonalnie sprz¦»onym z punktem P . W przypadku, gdy P jest barycentrum trójkata ABC punkt do niego sprze»ony

nazywamy punktem Lemoine'a, a proste AX4, BY4, CZ4, o których mowa w zadaniu, nazywane s¡ symedianami.
3ta prosta nazywa si¦ prost¡ Lemoine'a
4nie u»ywaj¡c twierdzenia Desargues'a
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Zadanie 13. Punkty D,E, F nale»¡ odpowiednio do boków BC, CA, AB trójk¡ta ABC, proste AD, BE, CF przecinaj¡

si¦ w jednym punkcie. Proste DE i DF przecinaj¡ prost¡ równolegª¡ do BC przechodz¡c¡ przez punkt A odpowiednio w

punktach E′ i F ′. Udowodnij, »e punkt A jest ±rodkiem odcinka E′F ′.

Zadanie 14. Dane s¡ rozª¡czne zewn¦trznie okr¦gi O1, O2, O3 o ±rodkach odpowiednio P1, P2, P3. Te dwie styczne do obu

okr¦gów O1, O2, które rozdzielaj¡ te okr¦gi, przecinaj¡ si¦ w punkcie A3. Punkty A1 i A2 zde�niowane s¡ analogicznie.

Wyka», »e proste P1A1, P2A2, P3A3 przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Zadanie 15. Przek¡tne AC i BD czworok¡ta wypukªego ABCD przecinaj¡ si¦ w punkcie P . Punkt M jest ±rodkiem

boku AB. Prosta MP przecina bok CD w punkcie Q. Udowodnij, »e stosunek pól trójk¡tów BCP i ADP jest równy

stosunkowi dªugo±ci odcinków CQ i DQ.

Zadanie 16. W trójk¡cie ABC punkty D, E s¡ spodkami dwusiecznych odpowiednio <)BAC i <)ABC. Punkt F jest

spodkiem dwusiecznej k¡ta zewn¦trznego przy wierzchoªku C. Udowodnij, »e punkty D,E, F le»¡ na jednej prostej.

Zadanie 17. Punkty D,E, F nale»¡ odpowiednio do boków BC, CA, AB trójk¡ta ABC, proste AD, BE, CF przecinaj¡

si¦ w punkcie P . Wyka», »e
AE

EC
+

AF

FB
=

AP

PD
.

Zadanie 18. Okrag wpisany w trójkat ABC jest styczny do prostych BC, CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F .

Proste BC i EF przecinaj¡ si¦ w punkcie X, proste CA i DF przecinaj¡ si¦ w punkcie Y , proste AB i DE przecinaj¡ si¦

w punkcie Z. Dowie±¢, »e punkty X, Y, Z le»¡ na jednej prostej.

Zadanie 19. Dany jest trójk¡t ABC. Punkty L,Z le»¡ na boku BC, punkty M,X le»¡ na boku CA, punkty K,Y le»¡

na boku AB, przy czym AB‖MZ, BC‖KX, CA‖LY .Dowie±¢, »e proste KX, LY i MZ przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie

wtedy i tylko wtedy, gdy
AY

Y K
· BZ

ZL
· CX

XM
= 1.

Zadanie 20. Niech ABC b¦dzie trójk¡tem, O ±rodkiem okr¦gu na nim opisanego. Punkty P,Q nale»¡ do wn¦trz odcinków

odpowiednio AC, AB. Punkty K,L,M s¡ ±rodkami odcinków odpowiednio BP , CQ, PQ. Niech ω b¦dzie okr¦giem

opisanym na K,L,M . Udowodnij, »e je±li PQ jest styczna do ω, to OP = OQ.

Zadanie 21. Dany jest okr¡g ω o ±rodku w punkcie O oraz punkt A le»¡cy na zewn¡trz tego okr¦gu. Z punktu A

poprowadzono proste styczne do okr¦gu ω w punktach K i L. Punkt M jest ±rodkiem odcinka KL. Okr¡g o przechodzi

przez punkty O i M oraz przecina okr¡g ω w ró»nych punktach B i C. Wyka», »e punkty A, B, C le»¡ na jednej prostej.

Zadanie 22. Na bokach BC, AC, AB trójk¡ta ABC obrano takie punkty odpowiednio K,L,M , »e odcinki AK, BL,

CM przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. Prosta przechodz¡ca przez punkt M i równolegªa do prostej KL przecina prost¡

BC w punkcie V , a prost¡ AK w punkcie W . Udowodnij, »e VM = MW .

Zadanie 23. Na przeciwprostok¡tnej AC trójkata prostok¡tnego ABC obrano taki punkt D, »e AB = CD. Udowodnij,

»e w trójk¡cie ABD dwusieczna k¡ta A, ±rodkowa wychodz¡ca z wierzchoªka B i wysoko±¢ poprowadzona z wierzchoªka

D przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Zadanie 24. Okr¡g wpisany w trójk¡t ABC jest styczny do boków BC, CA i AB odpowiednio w punktach D, E i F .

Wewn¡trz trójk¡ta ABC obrano taki punkt X, »e okr¡g wpisany w trójk¡t XBC jest styczny do boku BC w punkcie D,

za± do boków CX i XB odpowiednio w punktach Y i Z. Wyka», »e czworok¡t EFZY mo»na wpisa¢ w okr¡g.


