
Maªe Twierdzenie Fermata, Twierdzenie Eulera, kongruencje, podzielno±¢

Zadanie 1. Ka»dy wierzchoªek pewnego wielok¡ta ma obie wspóªrz¦dne caªkowite. Dªugo±¢ ka»dego boku tego
wielok¡ta jest liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e jego obwód jest liczb¡ parzyst¡.

Zadanie 2. Udowodnij, »e dla dowolnych a, b ∈ Z
30|ab(a2 − b2)(a2 + b2).

Zadanie 3. Znajd¹ wszystkie liczby pierwsze p, dla których

p| 111...1︸ ︷︷ ︸
p cyfr

.

Zadanie 4. Udowodnij, »e dla ka»dej liczby pierwszej p zachodzi

p|[111...1︸ ︷︷ ︸
p

222...2︸ ︷︷ ︸
p

. . . 999...9︸ ︷︷ ︸
p

−123456789].

Zadanie 5. Niech a i b b¦d¡ liczbami naturalnymi, p liczb¡ pierwsz¡. Udowodnij, »e jesli ap − bp dzieli si¦ przez p,
to dzieli si¦ tak»e przez p2.

Zadanie 6. Udowodnij, »e
21|[24

n

+ 5], dlan ∈ N.

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie warto±ci naturalne n, dla których 2n − 1 jest liczb¡ podzieln¡ przez 7.
Udowodnij, »e dla »adnej warto±ci naturalnej n liczba 2n + 1 nie jest podzielna przez 7.

Zadanie 8. Wyznacz wszystkie takie liczby pierwsze p, »e 4p2 + 1 oraz 6p2 + 1 s¡ równie» liczbami pierwszymi.

Zadanie 9. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ liczb¦ naturaln¡ k, przez któr¡ podzielna jest ka»da z liczb n16−n4, gdzie n = 1, 2, . . ..

Zadanie 10. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania równania

a13 + b13 + c13 + . . .+ y13 = z13

w liczbach caªkowitych nieujemnych
a, b, c, . . . , y, z︸ ︷︷ ︸
26 niewiadomych

≤ 100.

Chi«skie Twierdzenie o Resztach

Zadanie 1. Liczby m1,m2, . . . ,mn s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze. Pokaza¢, »e istnieje niesko«czenie wiele liczb a ∈ N
takich, »e ka»da z liczb a+ 1, a+ 2, . . . , a+ n jest zªo»ona oraz mi | a+ i dla i = 1, . . . n.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby kwadratowe (tzn. b¦d¡ce kwadratami liczb naturalnych) ko«cz¡ce si¦ cy-
frami 2001.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ reszt¦ z dzielenia przez 9! liczby

98
76

54
32

.

Zadanie 4. Dla danej liczby m ∈ N wyznaczy¢ wszystkie n > m takie, »e w ci¡gu(
n

1

)
,

(
n

2

)
, . . . ,

(
n

m

)
ka»dy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazów po nim nast¦puj¡cych.

Zadanie 5. Pokaza¢, »e jesli liczby a, b ∈ N speªniaj¡ dla ka»dego n ∈ N warunek an + n | bn + n, to a = b.

Zadanie 6. Niech P b¦dzie wielomianem stopnia m ≥ 1 o caªkowitych wspóªczynnikach. Pokaza¢, »e dla ka»dego
k ∈ N istnieje takie n ∈ N, »e liczba P (n) ma wi¦cej ni» k dzielników.

Zadanie 7. Pokaza¢, »e istniej¡ dowolnie dªugie ci¡gi kolejnych liczb caªkowitych, z których kazda jest podzielna
przez kwadrat innej liczby caªkowitej.

Zadanie 8. Dla jakich dodatnich liczb caªkowitych n istnieje taka dodatnia liczba caªkowita N , »e »adna z liczb
1 +N, 2 +N, 3 +N, . . . , n+N nie jest kwadratem liczby pierwszej?

Zadanie 9. Dowie±¢, »e istnieje taka caªkowita liczba dodatnia n, »e liczba n4 + n3 + n2 + n + 1 ma co najmniej
2018 ró»nych dzielników pierwszych.
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Cz¦±¢ caªkowita liczby rzeczywistej

Wyka», »e

(1) b
√
bxcc = b

√
xc, dla x ≥ 0;

(2)

⌊
x+ a

n

⌋
=

⌊
bxc+ a

n

⌋
, dla x ∈ R, a ∈ Z, n ∈ N;

(3)

⌊bnk c
m

⌋
=
⌊ n

km

⌋
, dla n, k,m ∈ N;

(4)
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+

⌊
n+ 2
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23

⌋
+ . . .+
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n+ 2k
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⌋
+ . . . = n, dla n ∈ N;

(5) b
√
n+ 1 +

√
nc = b

√
4n+ 2c, dla n ∈ N;

(6) bxc+
⌊
x+

1

n

⌋
+
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2

n

⌋
+ . . .+

⌊
x+

n− 1

n

⌋
= bnxc , dla x ∈ R, n ∈ N;

(7) b
√
9n− 1c = b

√
n− 1 +

√
n+
√
n+ 1c, dla n ∈ N;

(8)

n∑
k=2

⌊
k
√
n
⌋
=

n∑
k=2

blogk nc , dla n ∈ N.

Rozwi¡» równania

(9) bx2 − 2xc = bxc2 − 2bxc;

(10) x2 − 8bxc+ 7 = 0;

(11) x− [
√
x]2 = 2007.

Wyka», »e dla ka»dej liczby naturalnej n liczba

(12)
⌊
(5 +

√
19)n

⌋
jest nieparzysta.

Symbol Newtona

Podaj interpretacje kombinatoryczne nast¦puj¡cych to»samo±ci:
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∑(
n

t1,t2,...,tm

)
, gdzie sumowanie przebiega po wszystkich uporz¡dkowanych podziaªach liczby n na m

nieujemnych skªadników n = t1 + t2 + . . .+ tm
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