Male Twierdzenie Fermata, Twierdzenie Eulera, kongruencje, podzielnosé

Zadanie 1. Kazdy wierzcholek pewnego wielokata ma obie wspolrzedne catkowite. Dlugosé kazdego boku tego
wielokata jest liczba naturalng. Udowodnij, ze jego obwod jest liczba parzysta.

Zadanie 2. Udowodnij, ze dla dowolnych a,b € Z
30|ab(a® — b?)(a® + b?).
Zadanie 3. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p, dla ktérych
pl111..1.

p cyfr

Zadanie 4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p zachodzi
p|[111...1222...2...999...9 —123456789].
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Zadanie 5. Niech a i b beda liczbami naturalnymi, p liczba pierwsza. Udowodnij, ze jesli aP — bP dzieli sie przez p,
to dzieli sie takze przez p?.

Zadanie 6. Udowodnij, ze ’
21|[2*" + 5], dlan e N.

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie wartosci naturalne n, dla ktérych 2™ — 1 jest liczba podzielng przez 7.
Udowodnij, ze dla zadnej wartos$ci naturalnej n liczba 2™ + 1 nie jest podzielna przez 7.

Zadanie 8. Wyznacz wszystkie takie liczby pierwsze p, ze 4p® + 1 oraz 6p? + 1 sg réwniez liczbami pierwszymi.
Zadanie 9. Znalezé najwieksza liczbe naturalng k, przez ktora podzielna jest kazda z liczb n'6—n?, gdzien = 1,2, .. ..

Zadanie 10. Znalezé wszystkie rozwiagzania rownania
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w liczbach catkowitych nieujemnych
a,b,c,...,y,z <100.
—_————

26 niewiadomych

Chiniskie Twierdzenie o Resztach

Zadanie 1. Liczby mi, ma, ..., m, s3 parami wzglednie pierwsze. Pokazaé, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb a € N
takich, ze kazda z liczb a + 1,a 4+ 2,...,a + n jest zlozona oraz m; |a+idlai=1,...n.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby kwadratowe (tzn. bedace kwadratami liczb naturalnych) konczace sie cy-
frami 2001.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ reszte z dzielenia przez 9! liczby
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Zadanie 4. Dla danej liczby m € N wyznaczy¢ wszystkie n > m takie, ze w ciagu
n n n
1)°\2)77" " \m
kazdy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazéw po nim nastepujacych.
Zadanie 5. Pokazac, ze jesli liczby a,b € N spelniaja dla kazdego n € N warunek a™ +n | 0™ +n, to a = b.

Zadanie 6. Niech P bedzie wielomianem stopnia m > 1 o calkowitych wspélczynnikach. Pokazaé, ze dla kazdego
k € N istnieje takie n € N, ze liczba P(n) ma wiecej niz k dzielnikow.

Zadanie 7. Pokazaé, ze istnieja dowolnie dlugie ciagi kolejnych liczb catkowitych, z ktérych kazda jest podzielna
przez kwadrat innej liczby catkowite;j.

Zadanie 8. Dla jakich dodatnich liczb catkowitych n istnieje taka dodatnia liczba catkowita N, ze zadna z liczb
14+ N,24+ N,3+ N,...,n+ N nie jest kwadratem liczby pierwszej?

Zadanie 9. Dowiesé, ze istnieje taka calkowita liczba dodatnia n, ze liczba n* + n3 +n? +n + 1 ma co najmniej
2018 réznych dzielnikoéw pierwszych.



Czesé calkowita liczby rzeczywistej

Wrykaz, ze
(1) WVl = V=], dla 2>0;
(2) {x:aJ:{mn—FaJ7 dlazeR,aeZ,neN;
(3) “;kJJ = {%J , dlan,k,meN,;

n n n n+ 2F
(4) { _QHJ+{ ;ZJJF{ ;4J+...+{2:_+21J+...:n, dla n € N;
(5) [Vn+1++vn|=|Vin+2], dlaneN;
(6) LxJ—l—{x—l—iJ—l—{x—l—zJ—l—...—l—{ J [nz], dla zeR,neN;
(7) Von—1] = |Vn—14+vn++vVn+1], dlaneN;
(8) ZH/EJ :ZUogknJ, dlan € N.
k=2 k=2

Rozwiaz réwnania
9) 2% — 22 = |2]* - 2|z];
(10) 2? —8lz] +7=0;
(11) x — [Vz]? = 2007.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba
(12) |5+ v19)"|

jest nieparzysta.
Symbol Newtona
Podaj interpretacje kombinatoryczne nastepujacych tozsamogci:

A =0" D)= 9Xie@=2" QXL 0) =)
e) 22:0 (Z) (sz> = (ntm) £) 3k k? (Z)Z =n? (27?:12)

g) mt=>" (t1 t;ﬂ_ . ), gdzie sumowanie przebiega po wszystkich uporzadkowanych podziatach liczby n na m
nieujemnych sktadnikow n =1t; +to+ ...+t

h) Yo k() =n2=t D) Yp k(n+1-k)=("3%) ) Xise (H)m -1k =mn
) (i gt ) = Sise ()7 () = (3

D) =2+t m) S (G =2 0 S, ()= - ()
O) Sisy ("E =S (R p) () =S ) 0 G = S ()

8) i1 K2 (3) = n(n+1)2 2

t) Dpo2" () = 3"

2) (1) () = G ()



