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Wybrane zagadnienia fizyki matematycznej

Zestaw 2

. Cialo porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym, przebywajac kolejno dwa odcinki drogi s = 15m w czasach

t1 = 2s oraz to = 1s. Znalez¢ przyspieszenie ciata a i predkosé na poczatku pierwszego odcinka.
7 jakiej wysokosci spadto cialo, jezeli w ostatniej sekundzie padania przebyto droge s = 24, 5m.

7 jaka predkoscia poczatkowa vg nalezy rzuci¢ ciato pionowo w doét z wysokosci h = 45m, by spadlo ono ot = 1s
wcezesniej niz przy swobodnym spadaniu.

Okredli¢ predkoséé poczatkowa kuli armatniej wystrzelonej pod katem a = 30° do poziomu, jezeli upadla ona na
ziemie w odleglosci s = 10, 5km od miejsca wystrzalu, a tarcie powietrza zmniejszyto dlugos¢ lotu kuli 4 razy.

Udowodnic trzecie prawo Keplera, tzn. wykazac, ze kwadraty okreséw obiegéw dwu planet po réznych orbitach
eliptycznych maja sie do siebie jak szesciany ich duzych pétosi.

Zagadnienie Keplera. Wyznaczyc rownanie toru dla punktu materialnego poruszajacego sie w polu centralnym o

potencjale U(r) = —%.

Ruch punktu po krzywej opisuja réwnania:
x = abt, y = acosh bt

Znalezé:

(a) tor ruchu punktu,

(b) promien krzywizny toru,

(c) predkosé punktu na krzywej.
Ruch ciala jest opisany nastepujacymi réwnaniami:

T = acoswt, y = bsinwt

Zmalez¢:

(a) skladowa styczna przyspieszenia ciala,

(b) sktadowa normalna przyspieszenia.
Okredli¢ punkty, w ktérych hiperbola xy = 1 ma najwiekza krzywizne.
Obliczy¢ promien krzywizny spiralnej Archimedesa r = ay, a > 0, w punkcie ¢ = .

Pewien przedmiot o masie m zsuwa si¢ po torze w ksztalcie paraboli o réwnaniu y = %xz. W punkcie A = (1, %)
predkos¢ przedmiotu wynosi v. Wyznaczy¢ sile nacisku przedmiotu na tor w punkcie A wywolana wylacznie
zmiang kierunku ruchu przedmiotu.

Znalez¢ trajektorie ortogonalne (rodziny lini ortogonalnych) do krzywych danej rodziny:
(a) Rodzina okregéw 2 + 3% — 2ax = 0.
(b) Rodzina parabol (y — 2)2 = 2pz, p # 0.

(¢) Rodzina hiperbol réwnoosiowych zy = k.
(d) Rodzina lemniskat (2% + y%)? = a?(2% — y?), a # 0.

Obliczy¢ przyspieszenie mas mq i mo zawieszonych na niewazkiej, nierozerwalnej nici przerzuconej przez blok

obracajacy sie bez tarcia. Blok ma moment bezwladnosci I oraz promien R. Ni¢ nie §lizga sie po bloku. Obliczyé
naciag T} i T5 nici.

Pociag o ciezarze ¢ = 600 ton wyrusza ze stacji i w czasie t = 5 min przebywa droge s = 2,5 km, uzyskujac
predkos$é v = 60 kmn/h. Jaka $rednia moc ma lokomotywa, jezeli przyjaé, jezeli przyjaé staly wspétezynnik tarcia
f=0,3.
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Krazek, ktérego moment bezwladnoéci wynosi I = 8 -10%g - em? osadzony jest na wale o promieniu r = 30mm.
Na wal jest nawiniety sznur, za ktory ciagniemy sita F' = 15kG. Jaka predkosé katowa osiagnie koto po uptywie
czasu t = Hs? zaniedba¢ moment bezwladnosci walu oraz sile tarcia.

Uwaga. W tym zadaniu uzyte sa jednostki inne niz uktadu SI, dotyczy to zwlaszcza sity F. Prosze najpierw
przeliczy¢ wszystki jednostki na jednostki z uktadu SI, a dopiero potem rozwiazé¢ zadanie.

Ruch punktu na ptaszczyznie dany jest w uktadzie kartezjanskim nastepujacymi rownaniami:

x = bt?, b = const
Yy = ct2, c = const
Zmnalezé:
e ruch punktu w uktadzie biegunowym,
e tor punktu w obu uktadach,
e predko$é w uktadzie biegunowym,
e przyspieszenie w uktadzie biegunowym.
Narysowac krzywe fazowe dla podstawowego réwnania teorii drgan: & = —zx.

Cialo spada na Ziemie z duzej wysokosci h. Zaniedbujac opér powietrza znalezé czas, po uptywie ktérego osiagnie
ono powierzchni¢ Ziemi i predkosé, jaka bedzie mialo w tym momencie. Promien Ziemi wynosi R.

Przeanalizowaé jednowymiarowy ruch czastki w polu sily o potencjale
(a) V(z) = Az, A>0
2,2
(b) V(a) = ms"
w zalezno$ci od energii calkowitej czastki. Przyja¢ warunki poczatkowe 2(0) = 0, v(0) = vp.

Cialo o masie m spada w powietrzu bez predkosci poczatkowej. Zakladajac, ze opér powietrza jest proporcjonalny
do kwadratu predkosci, obliczy¢ predkosé ciala i jego potozenie w funkcji czasu. Do jakiej granicy dazy predkosé
z uplywem czasu.

Ciato porusza si¢ w R3 po krzywej, ktérej réwnanie zapisane w postaci parametrycznej ma postaé 7 = 7(q). Dla
wszystkich wartosci parametru g zachodzi zwiazek

dr
- 4 =0
Udowodnié, ze:
e || = const,
e jesli dodatkowo dla wszystkich ¢ zachodzi .
L dr
7 X g =0

to wynika stad, ze 77 = const.

Znalez¢ tor, po jakim w plaszczyznie pionowej XY leci samolotem ponaddzwigkowym pilot, ktéry chcee, aby jego
koledzy stojacy na lotnisku ustyszeli w tym samym momencie huk silnika z calego toru. Podaé wspéirzedne konca
toru. W chwili ¢ = 0 samolot pilota znajdowatl sie w odleglosci ry od punktu, w ktérym stoja koledzy pilota, a
wektor 7y tworzyl kat § z plaszczyzng pozioma. Wartos¢ predkosci samolotu jest stata i wynosi vg.

Kolista tarcza o promieniu R wiruje wokél swojej osi ze stala predkoscig katowa w. Ze érodka tarczy wyrusza
biedronka, ktora porusza sie wzdluz wybranego promienia ze stala wartoscia predkosci vg. W nieruchomym
uktadzie odniesienia znalez¢:

(a) réwnania ruchu i toru biedronki we wspélrzednych kartezjanskich i biegunowych,

(b) zaleznosé¢ od czasu wartosci wektora predkosci v oraz jego skladowych radialnej v, i transwersalnej vy,
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(c) zalezno$¢ od czasu wartoéci wektora przyspieszenia a oraz jego sktadowych: radialnej a,., transwersalnej a.,,
normalnej a,, i stycznej ay,

(d) zalezno$é promienia krzywizny trajektorii od czasu,
(e) calkowita dtugos$é drogi przebytej przez biedronke.

Zderzaja sie dwie kule niesprezyste o masach m = 4 kg oraz M = 5 kg poruszajace sie z predkoéciami v; = 3
m/s oraz V4 = 6 m/s. Obliczy¢ predkosé v kulek po zderzeniu.

Dwie kule o masach M = 8 kg i m = 4 kgporuszajace si¢ po tej samej lini prostejb zatrzymaja sie¢ w zderzniu
centralnym. Okredli¢ predkos¢ wiekszej kulki przed zderzeniem jhesli mniejsza kula poruszala sie z predkoscig
v=3m/s.

Tramwaj o ciezarze () = 15 ton porusza sie po moécie wypuklym o promieniu krzywizny R = 70 m. Okresli¢

predkosé tramwaju, jezeli jego nacisk na most wynosi P = 14,5 tony.

Lyzwiarz porusza si¢ po okregu o promieniu r = 12 m z predkoscia v = 9 m/s. Pod jakim katem wzgledem pionu
jest on nachylony, aby zachowaé¢ réwnowage?

Pociag o masie m = 900 ton rusza ze stacji i po czasie t = 3 min. nabywa predkosci v = 90 km/h. Obliczyé moc
lokomatywy w K M.

Punkt materialny o masie m porusza sie pod wplywem sily cigzkosci po okregu o promieniu r. Plaszczyzna w
ktoérej lezy okrag jest nachylona do pionu pod katem «. Wyznaczy¢ ruch punktu i site reakcji wiezdw.

Obliczyé¢ energie kinetyczna jednorodnego preta o diugosci I, ktérego jeden koniec porusza sie bez tarcia po
osi pionowej, a drugi koniec porusza si¢ bez tarcia po plaszczyznie poziomej. Wyznaczyc moment pedu preta
wzgledem osi pionowej.

Na gtadkiej poziomej plaszczyznie znajduja sie dwa punkty materialne o masach my i mo poltaczone nierozciagliwg
nicig o dlugosci I. Wyznaczy¢ réwnania ruchu tych punktéw jesli nié przechodzi bez tarcia przez staly punkt A
na plaszczyznie ruchu. Obliczy¢ napiecie nici i site reakcji w punkcie A.

Masa my podwieszona na pionowej sprezynie o wspolczynniku sprezystosci k jest jednoczesnie punktem zacze-
pienia wahadla matematycznego o masie mo i dltugosci [. Rozwiaza¢ réwnania ruchu.

Dwa punkty o masach m polaczone sg niewazkim pretem o dtugosci . Srodek preta moze si¢ poruszaé po okregu o
promieniu a. Ruch ukladu jest ograniczony do plaszczyzny ktéra zawiera okrag. Napisa¢ réwnania ruchu ukltadu.

Zmalezé okres wahadla matematycznego w przypadku, gdy amplituda drgan jest dowolna.

Cialo o masie m spada w powietrzu bez predkosci poczatkowej. Zaktadajac, ze opdr powietrza jest proporcjonalny
do kwadratu predkosci, obliczy¢ predkosé ciala i jego potozenie w funkcji czasu. Do jakiej granicy dazy predkosé
z uplywem czasu.

Cialo spada na Ziemie z duzej wysokosci h. Zaniedbujac opér powietrza znalezé czas, po uplywie ktérego osiagnie
ono powierzchnie Ziemi i predkosé, jaka bedzie miato w tym momencie. Promien Ziemi wynosi R.

Cialo o masie m i predkosci vy wlatuje do oérodka, w ktérym dziala na nie sita oporu f = —kv™~ 14, gdzie n > 0.

Przedyskutowaé zalezno$é zasiegu i czasu trwania ruchu od wartosci n.

Masa Ksiezyca jest 81 razy mniejsza od masy Ziemi, stosunek za$ promieni Ksiezyca i Ziemi wynosi 3/11. Obliczy¢
przyspieszenie sily cigzkosci g na powierzchni Ksiezyca.

Obliczy¢ I oraz IT predkos¢ kosmiczna.

Srednia odlegloéé wyrazona w promieniach orbity ziemskiej wynosi dla planety Wenus ay = 0,724, dla Saturna
as = 9,539. Obliczy¢ okresy obiegu tych planet dookola Stonca.

Udowodni¢, ze srodek masy trojkata o niewielkiej grubosci znajduje sie w punkcie przeciecia sie $rodkowych tego
tréjkata.

Znalezé $rodek masy wycinka kola o promieniu r = 18 c¢m i kacie $rodkowym 2o = 90°.

Wyznaczy¢ polozenie srodka masy stozka prostego o wysokosci h.
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Pret zelazny o dtugosci | = 80 cm i przekroju ¢ = 2 cm? jest zakonczony kulg zelazng o promieniu 7 = 5 cm. W
jakiej odlegtosci od wolnego konca preta znajduje si¢ érodek ciezkosci uktadu?

Punkt o masie m porusza sic na plaszczyznie po krzywej = 23, w polu sit ciezkoéci. Wyznacz réwnania
)

rézniczkowe ruchu punktu korzystajac z réwnan Lagrange’a II rodzaju lub z zasady d’Alamberta.

Dwa jednakowe niewazkie prety o dlugosci [ polaczone przegubem A (patrz rysunek). Konce pretéw moga po-
ruszaé sie bez tarcia wzdluz osi uktadu. Punkt A polaczony jest z poczatkiem ukladu sprezyna o sztywnosci k.
Dtugosé nieodksztatconej sprezyny wynosi I. W srodku pretéw umieszczono masy skupione m. Wyznacz rownanie
rozniczkowe ruchu uktadu korzystajac z rownan Lagrange’a II rodzaju.

Punkt o masie m porusza si¢ po gladkiej plaszczyZnie danej rownaniem x + 2y + 2z — 4 = 0 w polu sit cigzkosci.
W trakcie ruchu dziata sita oporu F' = —c - 7. Korzystajac z réwnain Lagrange’a II rodzaju wyznacz réwnanie
rézniczkowe ruchu punktu, a nastepnie rozwiaz je przy warunkach poczatkowych 7(¢t = 0) = (1,0, 3), #(t =0) =
(0,0,0).

Pakowarka P wypycha produkty o masie na réwnie pochyta. Wiedzac, ze wspolczynnik tarcia miedzy produktem
a réwnig wynosi p wyznaczy¢ minimalng warto$é kata nachylenia réwni do poziomu, by produkty zsuwaly si¢ na
tasme.

Okragly pret o promieniu 7 ciety jest na automacie na wateczki, ktére po odcieciu staczaja si¢ po rowni pochylej
do pojemnika. Jaki winien by¢ kat o nachylenia réwni do poziomu, by wateczki pod dzialaniem swojego cigzaru
staczaly sie do pojemnika, jezeli wspoOlczynnik tarcia tocznego wynosi f.

Chwytak elektromagnetyczny robota przemystowego przenosi pomiedzy plaskimi stotami centréw obrébcezych
stalowa plyte o wymiarach w podanych w centymetrach, jak na rysunku. W ktérym miejscu plyty powinien byé
przytozony chwytak, by plyta podczas transportu znajdowata sie w potozeniu poziomym.

Ramie robota przemystowego zamocowane w korpusie w przegubie sktada sie z ramienia dolnego AB o dlugosci
a = 470mm i ramienia gornego BC o diugosci b = 670. Rami¢ dolne potaczone jest z ramieniem gérnym
przegubem B i zakonczone z drugiej strony przegubem C' do montazu chwytaka. Maksymalny zasieg rienia wynosi
I = 886. Okresli¢ w funkcji czasu predko$é przegubu C, jezeli bedzie on przemieszczany wzdtuz linii poziomej w
strong przegubu A, jezeli rami¢ dolne bedzie si¢ obracalo wzgledem przegubu A z predkoscia katowa w = 7.

Sprawdzié ortogonalnosé, wyznaczy¢ sktadowe predkoscei i przy$pieszenia we wspélrzednych toroidalnych (r, ¢, )
x = (a+ rcos @) cosp
y = (a+rcos¢)siny
z =rsin¢
gdzie a = const. Narysowaé linie wspotrzednych r = const., ¢ = const., 1) = const.

Sprawdzié¢ ortogonalnoéé¢, wyznaczy¢ sktadowe predkosci i przyspieszenia w splaszczonych wspoétrzednych sfero-
idalnych (v, 6, \)
x = ccosht) cos 6 cos A\

y = ccoship cos 0 sin A\
z = rsinh¢ sin 6

gdzie ¢ = const. Narysowaé linie wspolrzednych ¢ = const., 8 = const., A = const.



