Whniosek 1. Rozpatrzmy uktad rownan postaci:

yi = a11<$)y1 +...+ aln(l‘)yn

Yo = as1 (T)y1 + - .. + a2n ()

y; = Gn1 (33)3/1 +.oo+ ann(m)yn
o wspotczynnikach cigglych w przedziale J.

1. Rozwigzanie zeruje sie w pewnym punkcie przedziatu J wtedy 1 tylko wtedy, gdy zeruje sie w
kazdym punkcie przedziatu J.

2. Kombinacja lintowa rozwigzan zeruje sie w pewnym punkcie wtedy 1 tylko wtedy, gdy zeruje
sie w kazdym punkcie.

3. Dla kazdej liczby k > n (k € N) dowolnych k—rozwigzan powyzszego ukladu tworzy uktad
lintowo zalezny. Istnieje n lintowo niezaleznych rozwigzan.

4. Jezeli (Y1, ..., Yn) tworzqg ukled fundamentalny, to kazde rozwigzanie daje si¢ przedstawi¢ w
postact kombinacyi liniwej
Cng + .o+ Cn!jn

Definicja 1. Dowolny n liniowo niezaleznych rozwigzan ukladu (1) nazywamy uktadem fundamen-
talnym rozwigzan (uktad fundamentalny to dowolna baza E).



Uktlady liniowe niejednorodne réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

Stwierdzenie 1 (rozwiazanie ogélne ukladu niejednorodnego jest sumg rozwiazania ukltadu jed-
norodnego i pewnego rozwiazania szczegblnego).

Niech v bedzie pewnym ustalonym rozwigzaniem ukiqgdu liniowego niejednorodnego rownan 16z-
niczkowych pierwszego rzedu:

Yy = an(x)yr + - .. + a1 (2)y, + b1 (),
yh = a1 ()y1 + . .. + a2 (T)yn + ba(x),

Y = an ()Y + -+ Qo (T)Yn + by ().

Wowczas, jesli §jeq jest rozwigzaniem uktadu jednorodnego odpowiadajgcego temu uktadowi:

Y1 = an(x)yr + ... + a1, (T)yn,
Yy = a9 (2)y1 + - . . + a2, (T)Yn,

y;L = anl(x)yl +...+ a'nn(x>yn7

to

gjed + gs
jest rozwigzaniem uktadu niejednorodnego; w ten sposob otrzymugje sie wszystkie rozwigzania uktadu
niejednorodnego.

Twierdzenie 1 (o istnieniu, jednoznacznosci, postaci uktadu liniowego réwnan rézniczkowych
zwyczajnych pierwszego rzedu).

Niech ajp,bj: J — R dla j, k € {1,...,n} sq funkcjami cigglymi w przedziale J C R oraz § € J,
M, € R. Wowczas zagadnienie Cauchy’ego postaci:

Yy = an(x)yr + . .. + a1, (2)yn,
Yy = aon (x)y1 + . . . + a2, (T)Yn,

y;L = anl(x)yl +...+ a'nn(x>yn7

U1 (6) = 7717
3/2(5) = T2,
Yn(§) = Mn
ma doktadnie jedno rozwigzanie w przedziale J. Ujmuje je wzor:
() n z bi(s)
=2 | s | 2@ [l s
Yn () T ¢ bn(s)

dla kazdego x € J, gdzie Z(x) jest macierzq fundamentalng rozwigzan ukladu jednorodnego odpo-
wiadajgcego rozwazanemu uktadowi takq, ze Z (&) = 1.



Uktlady liniowe jednorodne o stalych wspélczynnikach
Twierdzenie 2. Niech A = [a;i], gdzie j, k € {1,...,n}, a;, € C. Wowczas:
C1
1. Jedli \ jest wartoscig wlasng (A € C) macierzy A, a ¢ = © | jest wektorem wiasnym
Cn
odpowiadajgcym tej wartosci wiasnej, to wzor
c- e)\z
opisuje nietrywialne rozwigzanie uktodu ij = Ay.
2. Jesli M\, ..., N\, € C sqgwartosciami wtasnymi macierzy A, aci, ..., c, sqg wektorami wtasnymai
odpowiadajgcymi tym wartoscig wtasnym, to funkcje

— Ax

G -e Apx

yosCpr€

5q TOZWIGZANIAMI
— —
y = Ay

przy tym sq one liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, ..., ¢, sg¢ liniowo niezalezne.

3. Jesli A1, ..., A\yinC sqg wartosciami wlasnymi macierzy A, a ¢, . . ., G, sq¢ lintowo niezaleznymi
wektorami wigsnymi odpowiadajgcymi tym wartosciqg wiasnym, to

tworzq uktqd fundamentalny rozwigzan uktadu jednorodnego liniowego

7 = A
Zachodzi to takze w szczeggolnym przypadku, gdy Ay, ..., N\, $¢ parami roznymi wartosciami
wtasnymi A.

Twierdzenie 3 (przypadek rzeczywisty).
Zalozmy, ze A= [a;], 1,7 € {1,...,n}, a;; € R. Wowczas:

1. Jesli X = pi + v jest wartoScig wlasng macierzy A o niezerowej czesci urojonej, a ¢ = a + bi
jest wektorem wtasnym odpowiadajgcym tej wartosci wtgsnej, to wzory

u(z) = Re(ée™™) = Re ((64— bi)e"* (cos (vx) + i sin (Vx))) = ¢ (@ cos (v) — bsin (vz))

b )

v(x) = Im(ce) = Im ((6—1— bi)e! (cos (va) + isin (VZE))) = e (asin (vz) + beos (vx

~—

opisujq pare rozwigzan liniowo niezaleznych, rzeczywistych réwnania i = Ay.

2. Jesli danych jest 2p roinych wartosci wltasnych (A1, ..., A\p, Apr1 = Moo Aop = jxp) macie-
rzy A oraz q rézinych rzeczywistych wartosci wlasnych (Aopi1s -5 Aapiq), @ Ciye ..y Coprq S
odpowiadajgcymi im wektorami wltasnymi, to wzory

uj(z) = Re(c;eN®), je{l,....p}
vi(z) = Im(c;eh?), jed{l,...,p}
wi(z) = GeN®,  jEe{2p+1,...,2p+q}

wjmujg 2p+q liniowo niezaleznych rozwigzan rzeczywistych uktadu iy = Ay, ktére gdy 2p+q =
n tworzq uktad fundamentalny rozwigzan.



3. Rozwigzania wymienione w punkcie 2 tworzq uktad fundamentalny takze, gdy wartosci wtasne
nie sqg rozne, ale wektory wektory wlasnecy, ..., Coprq = Cy 8¢ liniowo niezalezne.

Twierdzenie 4 (wielokrotne wartosci wtasne).

Zatoimy, ze A = lai], 7,k € {1,...,n}, gdzie a;, € C oraz X jest k-krotnym pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego macierzy A (jest k—krotng wartoscig wlasng A). Wowczas istnieje

k liniowo niezaleznych rozwigzan réwnania i = Ay postaci

Yr-1(z) = ﬁkq(lﬁ)e)‘x,
gdzie
P15 ()
pi(x) = :
Pn(j) ()
0TaZ P1(j), - - - » Pn(y) S¢ Wielomianami stopnia nie wigkszego od j dla j € {0,
Ponadto:

jesli dodatkowo wyrazy macierzy A sq liczbami rzeczywistymi, to wzory

)e™)

>\£U)

8

Re(pj

vi(z) = Im(p;(x)e

S

<.

=
I

dla j €40,...,k— 1} opisujg 2k rozwigzan rzeczywistych ukladu ' = Ay.

ok —1).



Roéwnanie rzedu n i rénowazny uklad rzedu 1

Niech f: D C R™ — R bedzie dang funkcjg i rozwazmy réwnanie

y " = fla,y(2),y' (@), y" V(@) (4)
Podstawmy:
Y1 =Y
Y=y
ys = y"
Yn = y(nil)
Rozwazmy uktad rownan:
Yy = Yo
Yo = Y3

Yn-1=Yn
yqlz = f(xaylay%"'vyn)

Stwierdzenie 2.

1. Jezeli funkcja J > x —— y(z) € R jest rozwigzaniem réwnania (4) rzedu n w przedziale
J C R, to funkcja

I3 xr—— ((z),...,yn(2) = (y(2),y(x),...,y" V(z)) e R
jest rozwigzaniem ukladu réwnan (5) w przedziale J.

2. Jesli funkcja J > x —— (y1(x),...,yn(x)) € R jest rozwigzaniem ukladu réwnan (5) w
przedziale J, to funkcja
J 52— y() = (z) €R

jest rozwigzaniem réwnania (4) w przedziale J



