Twierdzenie 1 (Twierdzenie Banacha o punkcie stalym).
Niech (S,d) bedzie zupelng przesrzeniq matryczng, T: S — S jest kontrakcjq (odwzorowaniem zweZajgcym), tzn.:

Joc0,1) Vs1,s0e5 d(T(51),T(s2)) < 0-d(s1,52).
Wowczas istnieje dokladnie jeden punkt a € S taki, Ze
T(a) = a.
Ponadto, dla s € S cigg (T™(s))nen jest zbiezny do a oraz
d(T"(s),a) < 0™ -d(s,a).

Dowdéd. Niech s € S.
Pokazemy, ze ciag (T™(s))nen spelnia warunek Cauchy’ego. Pokazemy najpierw, ze dla n € N mamy:

d(T™(s), T"(s)) < 0™d(T(s), s)
Dowdéd powyzszej niedwnosci przeprowadzimy indukcyjnie:
e dlan =0 mamy: d(T*(s),T%(s)) = d(T(s), s),
e dla n =1 mamy: d(T?%(s), T (s)) = d(T(T(s)),T(s)) < 0d(T(s), s),

e krok indukcyjny:
Zalbmy, ze: d(THF1(s), T(s)) < 0%d(T (), 5)-
Pokazemy, ze d(T*+2(s), T**1(s)) < 0*T1d(T(s), s).
Mamy:
d(T*3(s), T* () = d(T(T*(5)), T(T*(s))) < 0d(T**(5), T*(s)) <
<0-0%d(T(s),s) = O*F1d(T(s), 5).

Nastepnie wykazemy, ze dla m,n € N, m > n mamy:
d(T™(s),T"(s)) < Co".
Istotnie, ustalmy m > n. Wtedy:

d(T™(5),T"(s)) < d(T™(s), ™" (s)) + d(T™~(s), T~ 2( )+ A d(T(5), T (s)) <
+

0™ d(T(s), s) + Hmfzd( (s),s) 0"d(T(s),s) =
=@ om0 (T(s), s
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Ustalmy € > 0. Wtedy istnieje ng € N takie, ze C' - 8™ < . Biorac dowolne n,m > ny mamy:
d(T™(s), T"(s)) < C - gminmm) < 0. gro < ¢,

To pokazuje, ze ciag (T™(s))nen spelnia warunek Cauchy’ego, a zatem (poniewaz przestrzen S jest zupelna) jest
zbiezny. Niech
a= lim T"(s).
n—oo
Wtedy (na podstawie cigglosci T — odwzorowanie T spelnia warunek Lipschitza, zatem jest ciagle):
T(a) = T(lim T"(s)) = lim T(T"(s)) = lim T""(s) = a.

Dodatkowo: pokazemy indukcyjnie, ze d(T™(s),a) < 6"d(s,a) dla kazdego n € N oraz s € S.
e dlan=0:d(T°(s),a) = d(s,a) = 0°d(s,a),



e krok indukcyjny:
Zatézmy, ze d(T*(s),a) < 0%d(s,a).
Pokazemy, ze d(T*+1(s),a) < 0¥+1d(s,a).
Istotnie:
d(T*(s),a) = d(T(T*(s)),T(a)) < 8d(T*(s),a) < 0 -0~ -d(s,a) = 6" 1d(s,a).

Na koniec pokazemy, ze punkt staly a jest jedyny. Niech b € S bedzie punktem stalym odwzorowania 7. Wtedy:
d(a,b) = d(T(a),T'(b)) < 0d(a,b).

Zatem:
d(a,b)-(1-60)<0

Ale 6 < 1, co implikuje, ze d(a,b) < 0, czyli d(a,b) =0, a zatem a = b.



