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1 Zadania

ZADANIE 1 (67 Olimpiada Matematyczna - etap I - Zadanie 2)
W trójk¡cie ∆ABC punkt D le»y na boku BC a punkt E na boku AB, przy czym |BD| = |AC|,
|AD| = |AE|, |AB|2 = |AC| · |BC|. Wykaza¢, »e ∠BAD = ∠CEA.

ZADANIE 2 (49 Olimpiada Matematyczna - etap III - Zadanie 5)
Punkty D i E le»¡ na boku AB trójk¡ta ∆ABC oraz

|AD|
|DB|

· |AE|
|EB|

=
|AC|2

|CB|2
.

Wykaza¢, »e ∠ACD = ∠BCE.

ZADANIE 3 (19 Olimpiada Matematyczna - etap I - Zadanie 2)
W kwadracie ABCD o boku dªugo±ci 1, punkt E le»y na boku BC a punkt F na boku CD,
miary k¡tów ∠EAB = 20◦, ∠EAF = 45◦. Obliczy¢ wysoko±¢ trójk¡ta ∆AEF poprowadzon¡ z
wierzchoªka A.

ZADANIE 4 (2 Olimpiada Matematyczna - etap II - Zadanie 5)
Wykaza¢, »e je±li mi¦dzy bokami (a = |BC|, b = |AC|) i przeciwlegªymi k¡tami α = ∠BAC i
β = ∠ABC trójk¡ta ∆ABC zachodzi równo±¢

(a2 + b2) sin(α− β) = (a2 − b2) sin(α+ β),

to trójk¡t ten jest prostok¡tny lub równoramienny.

ZADANIE 5 (48 Olimpiada Matematyczna - etap II - Zadanie 5)
Dany jest pi¦ciok¡t wypukªy ABCDE, |DC| = |DE|, ∠DCB = ∠DEA = 90◦. Punkt F le»y na
boku AB i speªniony jest warunek

|AF |
|BF |

=
|AE|
|BC|

.

Wykaza¢, »e ∠FCE = ∠ADE.

ZADANIE 6 ( 69 Olimpiada Matematyczna - etap I - Zadanie 2)
Dany jest trójk¡t ∆ABC, w którym 3|AC| = |AB|+ |BC|. Okr¡g dopisany do trójk¡ta ∆ABC
jest styczny do boku |AB| w punkcie P , za± do prostej przechodz¡cej przez bok AC w punkcie
Q. Wykaza¢, »e k¡t ∠CPQ jest k¡tem prostym.

ZADANIE 7 (53 Olimpiada Matematyczna - etap II - Zadanie 5)
Trójk¡t ∆ABC, w którym ∠BCA = 90◦, jest podstaw¡ ostrosªupa ABCD. Ponadto zachodz¡
równo±ci |AD| = |BD| oraz |AB| = |CD|. Udowodni¢, »e ∠ACD  30◦.

ZADANIE 8 (48 Olimpiada Matematyczna - etap II - Zadanie 2)
Punkt P le»y wewn¡trz trójk¡ta ∆ABC oraz

α = ∠PBA = ∠PCA =
1
3

(∠ABC + ∠ACB).

Wykaza¢, »e
|AC|

|AB|+ |PC|
=

|AB|
|AC|+ |PB|

.

2



ZADANIE 9 (54 Olimpiada Matematyczna - etap I - Zadanie 3)
Trzy punkty le»¡ na okr¦gu O. Proste styczne do okr¦gu O w punktach A oraz B przecinaj¡
si¦ w punkcie P . Prosta styczna do okr¦gu O w punkcie C przecina prost¡ przechodz¡c¡ przez
punkty A, B w punkcie Q. Wykaza¢, »e

|PQ|2 = |PB|2 + |QC|2.

ZADANIE 10 (Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistów - etap II - zadanie 5)
W trójk¡cie ∆ABC punkt D jest ±rodkiem boku AB, a punkt E jest ±rodkiem odcinka CD.
Wykaza¢, »e je±li ∠CAE = ∠BCD, to |AC| = |CD|.

ZADANIE 11 (65 Olimpiada matematyczna - etap I - Zadanie 4)
Na bokach BC, CA, AB trójk¡ta ostrok¡tnego ∆ABC le»¡ odpowiednio punkty D, E, F , przy
czym |FA| = |FE|, oraz |FB| = |FD|. Udowodni¢, »e punkt przeci¦cia wysoko±ci trójk¡ta
∆ABC le»y na okr¦gu przechodz¡cym przez punkty C, D, E.

ZADANIE 12 (Olimpiada matematyczna - etap 3 - Zadanie 3)
Dany jest czworok¡t ABCD, na którym mo»na opisa¢ okr¡g. Odcinki |AB|, |BC|, |CD| oraz
|DA| s¡ ±rednicami odpowiednio okr¦gów o1, o2, o3 oraz o4. Dowie±¢, »e istnieje okr¡g styczny
do tych czterech okr¦gów.

ZADANIE 13 (Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistów - etap 1 - Zadanie 2)
Dany jest trójk¡t ∆ABC, |AC| = |BC|. Punkt D le»y na odcinku AB, |BD| = 2|AD|, ∠BCD =
90◦. Jak¡ miar¦ ma k¡t ∠BAC?

ZADANIE 14 (Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistów - etap III - Zadanie 2)
Punkt D le»y na boku AB trójk¡ta ∆ABC. Punkt E le»y na odcinku CD. Wyka», »e je±li suma
pól trójk¡tów ∆ACE oraz ∆BDE jest równa poªowie pola trójk¡ta ∆ABC, to punkt D jest
±rodkiem odcinka AB lub E jest ±rodkiem odcinka CD.
ZADANIE 15 (Olimpiada Matematyczna- etap II - Zadanie 4)
Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD. Okr¡g o ±rednicy BC jest styczny do boku
AD. Wykaza¢, »e okr¡g o ±rednicy AD jest styczny do boku BC.
ZADANIE 16 (68 Olimpiada Matematyczna- etap I - Zadanie 3)
Odcinki AD, BE s¡ wysoko±ciami trójk¡ta ostrok¡tnego ∆ABC. PunktM jest ±rodkiem odcinka
AB. Punkty P , Q s¡ obrazami punktu M przez symetri¦ wzgl¦dem odpowiednio prostych AD
oraz BE. Wyka», »e ±rodek odcinka DE le»y na prostej przechodz¡cej przez punkty P , Q.
ZADANIE 17 (60 Olimpiada matematyczna - etap I - Zadanie 3)
Okr¡g wpisany w trójk¡t ∆ABC jest styczny do boków BC, CA, AB odpowiednio w punktach
D, E oraz F . Punkty M , G oraz J s¡ ±rodkami okr¦gów wpisanych odpowiednio w trójk¡ty
∆AEF , ∆BDF , ∆DEF . Wykaza¢, »e punkty F oraz J s¡ symetryczne wzgl¦dem prostej MG.
ZADANIE 18 (45 Olimpiada Matematyczna - Etap I - Zadanie 1)
Trójk¡t o obwodzie 2p jest wpisany w okr¡g o promieniu R i opisany na okr¦gu o promieniu r.
Wykaza¢, »e p < 2(R+ r).
ZADANIE 19 (45 Olimpiada Matematyczna - etap II - Zadanie 5)
Okr¡g wpisany w trójk¡t ∆ABC jest styczny do boków AB, BC odpowiednio w punktach P ,
Q. Prosta PQ przecina dwusieczn¡ k¡ta ∠BCA w punkcie S. Udowodni¢, »e ta dwusieczna jest
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prostopadªa do prostej SC.
ZADANIE 20 (Olimpiada Matematyczna - Etap I - Zadanie 9 )
Punkty A1, . . . An, n  4 s¡ kolejno wierzchoªkami pewnego wielok¡ta foremnego, przy czym
zachodzi zwi¡zek

1
|A1A2|

=
1

|A1A3|
+

1
|A1A4|

.

Ile boków ma ten wielok¡t?
ZADANIE 21 (7 Olimpiada Matematyczna - Etap I - Zadanie 4)
Udowodni¢, »e ±rodek odicnka ª¡cz¡cego ±rodek okr¦gu wpisanego w trójk¡t z ±rodkiem okr¦gu
dopisanego do trójk¡ta le»y na okr¦gu opisanym na tym trójk¡cie.
ZADANIE 22 (67 Olimpiada Matematyczna, etap 3 - Zadanie 2)
Okr¡g o ±rodku I wpisany w czworok¡t wypukªy ABCD jest styczny do boku AB w punkcie M ,
a do boku CD - w punkcie N , przy czym ∠BAD + ∠ADC < 180◦. Na prostej MN wybrano
taki punkt K 6= M , »e AK = AM . Dowie±¢, »e prosta ID przechodzi przez ±rodek odcinka KN .
ZADANIE 23 ( 10 Olimpiada Matematyna Gimnazjalistów - etap II - Zadanie 2)
Dany jest ∆ABC |AC| < |BC|. Punkty D, E le»¡ odpowiednio na bokach BC oraz AC, przy
czym |AE| = |BD|. Wykaza¢, »e symetralne odcinków AB i DE przecinaj¡ sie na okr¦gu opisa-
nym na trójk¡cie ∆ABC.
ZADANIE 24 (8 Olimpiada Matematyczna - Etap I - Zadanie 3)
W trójk¡cie opisanym na okr¦gu o promieniu r mi¦dzy ka»dymi dwoma wysoko±ciami h1, h2

zachodzi zwi¡zek
1
2r

<
1
h1

+
1
h2

<
1
r
.

ZADANIE 25 (9 Olimpiada Matematyczna - Etap I - Zadanie 3)
W trójk¡cie ∆ABC odci¦to trzy trójk¡ty naro»ne prostymi równolegªymi do boków tego trójk¡ta
i stycznymi do okr¦gu wpisanego w ten trójk¡t. Udowodni¢, »e suma promieni okr¦gów wpisa-
nych w trójk¡ty naro»ne jest równa promieniowi okr¦gu wpisanego w trójk¡t ∆ABC.
ZADANIE 26 (11 Olimpiada Matematyczna - etap I - Zadanie 11)
Je±li czworok¡t jest opisany na okr¦gu, to mo»na na nim opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy
ci¦ciwy ª¡cz¡ce punkty styczno±ci przeciwlegªych boków s¡ prostopadªe.
ZADANIE 27 (15 Olimpiada Matematyczna - Etap I - Zadanie 11)
W trójk¡cie ∆ABC k¡t przy wierzchoªku A jest równy 20◦, ponadto |AB| = |AC|. Na bokach
AB, AC obrano odpowiednio punkty D, E w taki sposób, »e ∠DCB = 60◦ oraz ∠EBC = 50◦.
Wyznaczy¢ miar¦ k¡ta ∠EDC.
ZADANIE 28 (20 Olimpiada Matematyczna - etap 2 - Zadanie 3)
Dany jest czowork¡t ABCD wpisany w okr¡g. Obrazami punktów A, C przez symetri¦ wzgl¦dem
prostej BD s¡ punkty A′, C ′ , a obrazami B, D przez symetri¦ wzgl¦dem prostej AC s¡ punkty
B′, D′. Dowie±¢, »e punkty A′, B′, C ′, D′ le»¡ na jednym okr¦gu.
ZADANIE 29 (21 Olimpiada Matematyczna - etap I - Zadanie 4)
W kwadracie ABCD o boku dªugo±ci 1 le»y czworok¡t wypukªy o polu wi¦kszym od 1

2 . Udo-
wodni¢, »e w czworok¡cie tym le»y odcinek dªugo±ci 1

2 , który jest równolegªy do boku AB.
ZADANIE 30 ( 30 Olimpiada Matematyczna - etap 3 - Zadanie 5)
Dowie±¢, »e iloczyn dªugo±ci boków czworok¡ta wypukªego wpisanego w okr¡g o promieniu 1 jest
nie wi¦kszy od 4.

4



2 Rozwi¡zania

Zadanie 1

Zauwa»my, »e
|AB|2 = |AC| · |BC| = |BD| · |BC|,

st¡d
|AB|
|BC|

=
|BD|
|AB|

.

Ponadto z rysunku wida¢, »e ∠ABC = ∠DBA. Z cechy "bok-k¡t-bok" przystawania trójk¡tów
dostajemy podobie«stwo trójk¡tów ∆ABC,∆DBA. W szczególno±ci

|AC|
|AB|

=
|DA|
|DB|

=
|AD|
|BD|

.

Z zaªo»e« zadania
|AD|
|BD|

=
|AE|
|AC|

,

z powy»szych równo±ci
|AC|
|AB|

=
|AE|
|AC|

.

Poniewa»
∠CAB = ∠CAE,

to trójk¡ty ∆CAB,∆EAC s¡ podobne, st¡d

∠CEA = ∠BCA.

Poniewa» trójk¡ty ∆ABC,∆DBA s¡ podobne, to

∠BCA = ∠BAD.

Ostatecznie
∠CEA = ∠BAD

.
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Zadanie 2
Zgodnie z tre±ci¡ zadania i poni»szego rysunku pytamy, czy α = β?

Przez punkt A poprowad¹my prost¡ równolegª¡ do prostej przechodz¡cej przez punkty B,C.
Przez P,Q oznaczmy punkty przeci¦cia przedªu»e« odcinków odpowiednio CD oraz CE z po-
wy»sz¡ prost¡ tak jak na rysunku poni»ej.

Poniewa» k¡ty ∠ADP , ∠BDC s¡ sobie równe jako k¡ty wierzchoªkowe oraz odcinki AP , CB
s¡ równolegªe, to z twierdzenia Talesa trójk¡ty ∆APD, ∆BDC s¡ podobne. Zatem

|AD|
|DB|

=
|AP |
|CB|

.

Z tych samych powodów trójk¡ty ∆AQE, ∆BCE s¡ podobne. St¡d

|AE|
|EB|

· |AQ|
|CB|

.

Stosuj¡c powy»sze równo±ci do zaªo»enia zadania, mamy

|AC|2

|CB|2
=
|AD|
|DB|

· |AE|
|EB|

=
|AP |
|CB|

· |AQ|
|CB|

.

Mno»¡c powy»sz¡ równo±¢ przez |CB|2, otrzymujemy

|AC|2 = |AP | · |AQ|,
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zatem
|AP |
|AC|

=
|AC|
|AQ|

.

Z powy»szej równo±ci i faktu, »e ∠QAC = ∠CAP otrzymujemy, »e trójk¡ty ∆AQC, ∆ACP s¡
podobne. Mamy

∠ACP = ∠AQC,

jednak ∠ACP = ∠ACD, a z podobie«stwa trójk¡tów ∆AQE, ∆BCE wynika, »e ∠AQC =
∠BCE. �¡cz¡c powy»sze równo±ci otrzymujemy ostatecznie

∠ACD = ∠BCE.

Zadanie 3

Z punktu A prowadzimy prost¡ i odkªadamy na niej punkt G. Prost¡ prowadzimy w ten sposób
by |AG| = 1 oraz ∠EAG = 20◦, ∠GAF = 25◦ tak jak na rysunku poni»ej.

Poniewa» |AG| = |AB| = 1 oraz ∠EAB = ∠EAG = 20◦ to trójk¡ty ∆AGE oraz ∆ABE s¡
przystaj¡ce. St¡d równie»

∠AGE = 90◦.

Podobie trójk¡ty ∆DAF oraz ∆FAG s¡ przystaj¡ce poniewa» ∠FAD = 90−∠EAF −∠BAE =
25◦, st¡d

∠AGF = 90◦.

Zatem punkt G musi le»e¢ na prostej EF . A skoro ∠AGE = 90◦, to |AG| = 1 jest wysoko±ci¡
trójk¡ta ∆AEF wychodz¡c¡ z wierzchoªka A.
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Zadanie 4

Z twierdzenia sinusów
a

sinα
=

b

sinβ
.

Z zaªo»enia zadania i to»samo±ci trygonometrycznych mamy

(a2 + b2) · (sin(α) cos(β)− cos(α) sin(β)) = (a2 − b2) · (sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β)),

st¡d
a2 sin(α) cos(β)− a2 cos(α) sin(β) + b2 sin(α) cos(β)− b2 cos(α) sin(β) =

= a2 sin(α) cos(β) + a2 cos(α) sin(β)− b2 sin(α) cos(β)− b2 cos(α) sin(β).

Redukuj¡c wyrazy podobne otrzymujemy

2a2 cos(α) sin(β) = 2 sin(α) cos(β),

zatem
a2

b2
=

sin(α) cos(β)
cos(α) sin(β)

.

St¡d i z pierwszej równo±ci otrzymujemy

sin2(α)
sin2(β)

=
sin(α) cos(β)
cos(α) sin(β)

,

wynika st¡d
sin(α)
sin(β)

=
cos(β)
cos(α)

.

Zatem
sin(α) cos(α) = sin(β)cos(β),

z to»samo±ci trygonometrycznych,
sin(2α) = sin(2β).

Z powy»szej równo±ci, mamy 2α = 2β lub 2α = 180◦−2β. Z pierwszego przypadku α = β, zatem
∆ABC jest trójk¡tem równoramiennym. Z drugiego przypadku α+ β = 90◦, zatem ∆ABC jest
trójk¡tem prostok¡tnym.
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Zadanie 5

Przedªu»amy odcinek BC do odcinka BP o dªugo±ci AE jak na rysunku poni»ej.

Z cechy przystawania trójk¡tów "bok-k¡t-bok", trójk¡ty ∆ADE oraz ∆PDC s¡ przystaj¡ce, w
szczególno±ci |AD| = |DP | oraz ∠ADE = ∠PDC. Ponadto

∠EDC = ∠ADE + ∠ADC = ∠PDC + ∠ADC = ∠ADP.

Trójk¡ty ∆EDC oraz ∆ADP s¡ równoramienne i maj¡ ten sam k¡t rozwarcia, zatem s¡ to trój-
k¡ty podobne. W szczególno±ci ∠PAD = ∠CED. Oznaczmy przez Q punkt przeci¦cia odcinka
AP z odcinkiem EC.
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Na czworok¡cie AQDE mo»na opisa¢ okr¡g, zatem ∠AQE = ∠ADE.
Z zaªo»enia zadania mamy

|AF |
|BF |

=
|AE|
|BC|

=
|PC|
|BC|

.

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa odcinki AP , FC s¡ równolegªe.

Zatem ∠AQE = ∠FCE.

Wiemy, »e ∠AQE = ∠ADE. Zatem ∠FCE = ∠ADE.
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Zadanie 6

Rysunek przedstawia nasz¡ sytuacj¦, zostaª na nim dopisany punkt R b¦d¡cy punktem stycz-
no±ci zadanego okr¦gu z prost¡ przechodz¡c¡ przez bok BC. Z twierdzenia o stycznych otrzymu-
jemy

|AP | = |AQ|,

|CQ| = |CR|

oraz
|BP | = |BR|.

Z zaªo»e« zadania i rysunku mamy

3|AC| = |AB|+ |BC| = |AP |+ |PB|+ |BC| = |AP |+ |BR|+ |BC| =

= |AP |+ |CR| = |AP |+ |CQ| = |AP |+ |AQ|+ |AC| = 2|AP |+ |AC|,

st¡d
|AC| = |AQ| = |AP |

Wynika st¡d, »e okr¡g opisany na trójk¡cie ∆QPC ma promie« |AP |, a odcinek QC jest jego
±rednic¡. Zatem trójk¡t ∆QPC jest trójk¡tem prostok¡tnym oraz ∠CPQ = 90◦.
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Zadanie 7

Trójk¡t ∆ABC uzupeªniamy do prostok¡ta ABEC tak jak na rysunku poni»ej.

Poniewa» |AD| = |BD|, to |CD| = |DE|. Ponadto |AB| = |CD|, zatem trójk¡t ∆CED jest
równoboczny. Z twierdzenia o k¡cie trój±ciennym

∠ACD + ∠DCE  ∠ACE,

st¡d
∠ACD  ∠ACE − ∠DCE = 90◦ − 60◦ = 30◦.
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Zadanie 8

Przedªu»amy odcinki BP , CP do odcinków odpowiednio BK oraz CL tak jak na rysunku
poni»ej.

Poniewa» ∠KPC, ∠CPB to k¡ty przylegªe, to

∠KPC = 180◦ − ∠BPC.

Poniewa» suma k¡tów w trójk¡cie to 180◦, to

∠BPC = 180◦ − (∠PBC + ∠PCB).

Z powy»szych równo±ci otrzymujemy

∠KPC = ∠PBC + ∠PCB = (∗).

Z rysunku
∠PBC = ∠ABC − ∠ABP = ∠ABC − α

oraz
∠PCB = ∠ACB − ∠ACP = ∠ACB − α,

zatem
(∗) = ∠ABC + ∠ACB − 2α = 3α− 2α = α.

Zatem ∠KPC = ∠PCK = α, st¡d ∆KPC jest trójk¡tem równoramiennym oraz |KP | = |KC|.
Post¦puj¡c w analogiczny sposób pokazujemy, »e ∠LPB = ∠PBL = α, zatem trójk¡t ∆LPB
jest trójk¡tem równoramiennym oraz |LP | = |LB|. Z cechy podobie«stwa "k¡t-k¡t-k¡t" trójk¡ty
∆ABK, ∆ALC s¡ podobne, gdy» ∠LCA = ∠KBA oraz ∠KAB = ∠LAC. Z powy»szego
podobie«stwa

|AB|
|AC|

=
|AK|+ |KB|
|AL|+ |LC|

,
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przeksztaªcaj¡c

|AK|+ |KB|
|AL|+ |LC|

=
|AC| − |KC|+ |KB|
|AB| − |LB|+ |LC|

=
|AC| − |KP |+ |KB|
|AB| − |LP |+ |LC|

=

=
|AC| − |KP |+ |KP |+ |PB|
|AB| − |LP |+ |LP |+ |PC|

=
|AC|+ |PB|
|AB|+ |PC|

.

Zatem
|AB|
|AC|

=
|AC|+ |PB|
|AB|+ |PC|

,

st¡d
|AC|

|AB|+ |PC|
=

|AB|
|AC|+ |PB|

.

Zadanie 9

Oznaczmy, przez M ±rodek odcinka AB. Z twierdzenia o stycznych |AP | = |PB|, zatem M jest
spodkiem wysoko±ci, st¡d trójk¡t ∆PQM jest trójk¡tem prostok¡tnym.

Z twierdzenia o stycznej i ci¦ciwie ∠QAC = ∠CQB.
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Zatem trójk¡ty ∆AQC oraz ∆CQB s¡ podobne, st¡d

|QC|
|AQ|

=
|QB|
|QC|

,

czyli
|QC|2 = |AQ||QB|.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trójk¡tów ∆PQM oraz ∆PMB mamy

|PQ|2 = |PM |2 + |QM |2 = |PB|2−|MB|2 + |QM |2 = |PB|2 +(|QM |− |MB|)(|QM |+ |MB|) =

|PB|2 + |BQ||AQ| = |PB|2 + |QC|2.

Zadanie 10

Oznaczmy przez F ±rodek odcinka AC.
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Wówczas trójk¡ty ∆ABC oraz ∆ADF s¡ podobne z cechy podobie«stwa "bok-k¡t-bok". Zatem
odcinki FD oraz CD s¡ równolegªe.

Zadanie 11
Z tre±ci zadania mamy

Niech K, L b¦d¡ spodkami wysoko±ci na bokach BC oraz AC. Poniewa» wysoko±ci w trójk¡cie
przeciaj¡ si¦ w jedym punkcie, to wystarczy rozpatrywa¢ punkt H b¦d¡cy punktem przeci¦cia
odcinków AK, BL.

Odbijamy symetrycznie punkt A wzgl¦dym punktu L (oznaczamy M) natomiast B wzgl¦dem
punktu B wzgl¦dem K (oznaczamy N).
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Wówczas

|AL| = |LM |

oraz
|BK| = |KN |.

Wówczas prosta przechodz¡ca przez odcinek AK jest symetraln¡ odcinka BN , a prosta prze-
chodz¡ca przez odcinek BL jest symetraln¡ odcinka AM . Zatem trójk¡ty ∆AMB oraz ∆BNA
s¡ równoramienne. Ponadto trójk¡t ∆AEF jest równoramienny oraz ∠EAF = ∠MAB, zatem
trójk¡ty ∆AMB oraz ∆AEF s¡ podobne. Podobnie trójk¡t ∆BDF jest równoramienny oraz
∠FBD = ∠ABN , zatem trójk¡ty ∆BNA oraz ∆BDF s¡ podobne. Z powy»szego dostajemy
równo±ci

(1)
|AE|
|EM |

=
|AF |
|FB|

=
|ND|
|DB|

.

Zauwa»my, »e punkt H le»y na symetralnych docinków AM , BN , st¡d trójk¡ty ∆AHM , ∆NHB
s¡ równoramienne. Ponadto

∠HAM = ∠KAC = 90◦ − ∠KCA = 90◦ − ∠BCA =

= 90◦ − ∠BCL = ∠LBC = ∠HBN,

zatem trójk¡ty ∆AHM , ∆NHB s¡ podobne. Z (1) wynika, »e punktowi E w trójk¡cie ∆AHM
odpowiada punkt D w trójk¡cie ∆BHN . Mamy

∠CEH = ∠HEM = ∠HDB = 180◦ − ∠HDC,

st¡d
∠CEH + ∠HDC = 180◦.

Ostatecznie na czworok¡cie EHDC mo»na opia¢ okr¡g.
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Zadanie 12
Zaªó»my najpierw, »e czworok¡t ABCD jest rombem.

Rozwa»my trójk¡t ∠ABS. K¡t ∠ASB = 90◦. Okr¡g opisany na tym trójk¡cie ma ±rednic¦ AB,
jest to trójk¡t z tre±ci zadania. Wynika st¡d, »e ka»dy z okr¦gów opisanych w tre±ci zadania
przechodzi przez punkt S. Bior¡c r = |AB| otrzmujemy »¡dany okr¡g.

Zaªó»my, »e czworok¡t ABCD nie jest rombem. Zaªó»my bez straty ogólno±ci, »e |BC| <
|AB|. Poniewa» na czworok¡cie tym mo»na opisa¢ okr¡g, to

|AB|+ |DC| = |BC|+ |AD|,

zatem
0 < |AB| − |BC| = |AD| − |DC|.

Jak wida¢, na rysunku przez K, L oraz M oznaczyli±my ±rodki odpowiednio AB, BC oraz AC.
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Niech r = 1
2 (|AB| − |BC|). Wówczas

r +
1
2
|BC| = 1

2
|AB|,

a poniewa» trójk¡t ∆ABC jest podobny do trójk¡ta ∆MLC w skali 1
2 , to

1
2 |AB| = |ML|. Po-

niewa» 1
2 |BC| to promie« okr¦gu o2, to okr¡g o ±rodku M i promieniu r jest styczny zewn¦trznie

do o2. Ponadto
1
2
|AB| − r =

1
2
|BC|,

a poniewa» trójk¡t ∆ABC jest podobny do trójk¡ta ∆AKM w skali 1
2 , to

1
2 |BC| = |KM |. Po-

niewa» 1
2 |AB| to promie« okr¦gu o1, to okr¡g o ±rodkuM i promieniu r jest styczny wewn¦trznie

do o1.
Zauwa»my, »e r = 1

2 (|AD|−|DC|), Zatem powy»sze rozumowanie dotyczy równie» okr¦gów o3

i o4. To znaczy okr¡g o ±rodku w punkcieM jest styczny wewn¦trznie do okr¦gu o4, a zwen¦trznie
do o3.
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Zadanie 13

Niech E b¦dzie ±rodkiem odcinka DB. Wówczas z zaªo»enia zadania |AD| = |DE| = |EB|.

Poniewa» ∠DCB = 90◦, to odcinek DB jest ±rednic¡ okr¦gu opisanego na trójk¡cie ∆DCB, a
punkt E jest jego ±rodkiem.

Wynika st¡d, »e |DE| = |EC|, a poniewa» trójk¡t ∆ABC jest równoramienny oraz punkty D, E
s¡ swoimi obrazami poprzez symetri¦ wyznaczon¡ przez jego wysoko±¢, to |DC| = |EC|. Zatem
trójk¡t ∆DEC jest trójk¡tem równobocznym. Wynika st¡d, »e ∠BDC = 60◦. St¡d ∠BAC =
∠ABC = 180◦ − 90◦ − ∠BDC = 30◦.
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Zadanie 14

Z zaªo»enia mamy
P∆ACE + P∆DBE = P∆ADE + P∆EBC.

Bez straty ogólno±ci zaªó»my, »e k¡t ∠ADC jest ostry, wówczas ∠BDC jest k¡tem rozwartym.
Oznaczmy przez h1 wysoko±¢ trójk¡tów ∆EAC oraz ∆DAE wychodz¡c¡ z wierzchoªka A. Po-
dobnie przez h2 wysoko±¢ trójk¡tów ∆DBE oraz ∆EBC.

Przez a oznaczyli±my dªugo±¢ odcinka CE, a przez b dªugo±¢ odcinka ED. Z równo±ci pól
mamy

1
2
ah1 +

1
2
bh2 =

1
2
bh1 +

1
2
ah2,

st¡d
0 = h1(b− a) + h2(a− b),

zatem
0 = (h1 − h2)(b− a).

Wynika st¡d, »e h1 = h2 lub a = b. Je±li a = b, to punkt E jest ±rodkiem odcinka CD. Je±li
h1 = h2, to trójk¡ty na poni»szym rysunku ∆DAI oraz ∆DBJ s¡ przystaj¡ce.
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Zatem |AD| = |DB|, co ko«czy dowód.

Zadanie 15

Oznaczmy przezM , N ±rodki odpowiednio boków AD , BC. Przez Q oznaczmy punkt styczno±ci
okr¦gu o ±rednicy BC do boku AD, natomiast przez P oznaczmy rzut prostopadªy punktu M
na bok BC.

Poniewa» M oraz N s¡ ±rodkami boków trapezu ABCD to prosta MN jest równolegªa do
DC. Wówczas wysoko±¢ trójk¡ta ∆MND jest taka sama jak wysoko±¢ trójk¡ta ∆MNC, zatem
pola tych trójk¡tów s¡ sobie równe, tzn.

P∆MND = P∆MNC,
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st¡d
1
2
|MD||QN | = 1

2
|NC||PM |.

Poniewa» |NC| = |NQ|, gdy» jest to promie« okr¦gu o ±rednicy BC, to

|MD| = |MP |,

zatem okr¡g o ±rednicy AD jest styczny do boku BC.

Zadanie 16

Skoro P jest obrazem M przez symetri¦ wzgl¦dem AD, to odcinek AD jest prostopadªy do
odcinka MP . Niech X b¦dzie punktem ich przeci¦cia.

Wówczas ∆AMX jest trójk¡tem podobnym do trójk¡ta ∆ABD w skali 1
2 , tj. |AX| = |XD|.

W szczególno±ci czworok¡t AMDP jest rombem. St¡d |MB| = |AM | = |PD| oraz odcinki AM ,
MB, PD s¡ równolegªe.

Podobnie z faktu, »e Q jest obrazem M przez symetri¦ wzgl¦dem BE, to odcinek BE jest
prostopadªy do MQ. Niech Y b¦dzie punktem ich przeci¦cia.
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Wówczas trójk¡ty ∆BMY oraz ∆BAE s¡ podobne w skali 1
2 , tj. |BY | = |Y B|. W szczegól-

no±ci czworok¡t |EQ| = |MB| oraz odcinki EQ, MB s¡ równolegªe.
Je±li punkty E, Q, D oraz P le»¡ na jednej prostej to teza jest speªniona. Je±li tak nie jest

to z faktu, »e |EQ| = |PD| oraz odcinek EQ jest równolegªy do odcinka PD wnioskujemy, »e
czworok¡t PDQE jest równolegªobokiem, a odcinki ED oraz PQ to jego przek¡tne, które prze-
cinaj¡ sie w ±rodkach.

Zadanie 17

Wyka»emy, »e M jest ±rodkiem ªuku EF . Zaªó»my, »e punkt M ′ nim jest.

Skoro M ′ jest ±rodkiem ªuku EF , to k¡ty ∠EAM ′ oraz ∠M ′AE s¡ sobie równe, zatem
AM jest dwusieczn¡ k¡ta ∠FAE. Poniewa» M ′ jest ±rodkiem ªuku FE to trójk¡t ∆FM ′E jest
równoramienny zatem

∠EFM ′ = ∠FEM ′,

a z twierdzenia o stycznej i ci¦ciwie

∠M ′EA = ∠M ′FE.
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W konsekwencji ∠M ′EA = ∠FEM ′, czyli EM ′ jest dwusieczn¡ k¡ta ∠AEF . St¡d M ′ to ±rod-
kiem okr¦gu wpisanego w trójk¡t ∆AFE. Analogicznie rozumuj¡c otrzymujemy, »e punkt G jest
±rodkiem ªuku FD.

Okr¡g wpisany w trójk¡t ∆ABC jest jednocze±nie okr¦giem opisanym na trójk¡cie ∆FDE.
Poniewa» k¡ty ∠MDE, ∠MDF s¡ oparte na ªukach tej samej dªugo±ci, to maja równe miary

∠MDE = ∠MDF.

Zatem punkt M le»y na dwusiecznej k¡ta ∠FDE na której le»y punkt J .

Analogicznie ∠GEF = ∠GED oraz punkt G le»y na dwusiecznej k¡ta ∠FED na której le»y
punkt J .

Aby wykaza¢, »e punkty JF s¡ symetryczne poka»emy, »e trójk¡ty ∆FGM oraz ∆JGM s¡
przystaj¡ce. Zauwa»my, »e

∠JMG = ∠DMG = ∠FMG,

ostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e k¡ty ∠FMG oraz ∠GMD s¡ oparte na ªukach tej samej
dªugo±ci.
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Analogicznie ∠MGJ = ∠MGF .

Ostatecznie trójk¡ty ∆FGM oraz ∆JGM s¡ przystaj¡ce, co ko«czy dowód.

Zadanie 18

Zaªó»my bez straty ogólno±ci, »e k¡t ∠ACB jest najwi¦kszy. Oznaczmy przez a, b, c dªugo±ci
odpowiednio odcinków BC, CA, AB. Niech ponadto A′, B′,C ′ b¦d¡ punktami styczno±ci okr¦gu
wpisanego w trójk¡t ∆ABC le»¡cymi na bokach BC, CA, AB, I ±rodkiem tego okr¦gu i niech
x = |AB′|, y = |BC ′| oraz z = |CA′| tak jak na rysunku poni»ej.

Z twierdzenia o stycznych x = |AC ′|, y = |BA′| oraz z = |CB′|. Zachodz¡ równie» równo±ci
|AB| = x + y, |BC| = y + z oraz |CA| = x + z. Prosta CI jest dwusieczn¡ k¡ta ∠ACB, a
trójk¡t ∆ICB′ jest prostok¡tny, st¡d

ctg(∠ICB′) =
z

r
,
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zatem
z = r ctg(∠ICB′).

Poniewa» ∠ICB′ jest najwi¦kszym k¡tem, to jest on wi¦kszy lub równy 60◦. Poniewa» ctg jest
funkcj¡ malej¡c¡ to

z = r ctg∠ICB′ ¬ r ctg(30◦) =
√

3r < 2r.

Poniewa» 2R jest najwi¦ksz¡ ci¦ciw¡ okr¦gu opisanego na trójk¡cie ∆ABC, to |AB| ¬ 2R.
Ostateczenie

p =
1
2

(|AB|+ |BC|+ |CA|) = x+ y + z = |AB|+ z < 2R+ 2r = 2(r +R).

Zadanie 19
Niech α = ∠CAB, β = ∠ABC oraz γ = ∠BCA. Gdy γ = β, to trójk¡t ∆ABC jest równora-
mienny, S = Q, a AQ jest jego wysoko±ci¡ i teza jest speªniona. Pozostaªy dwa przypadki: β < γ

oraz β > γ

W pierwszym przypadku punkt S le»y na prostej PQ, natomiast w drugim punkt Q le»y na
prostej PS. Zauwa»my, »e

∠QIS = ∠AIP + ∠PIQ− 180◦,

gdy β < γ oraz
∠QIS = 180◦ − ∠AIP − ∠PIQ,

gdy β > γ. Punkty P oraz Q to punkty styczno±ci okr¦gu wpisanego w trójk¡t, zatem ∠IPB =
∠IQB = 90◦.
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Wynika st¡d, »e na czworok¡cie BQIP mo»na opisa¢ okr¡g. St¡d

∠PIQ+ ∠PBQ = 180◦ ⇒ ∠PIQ = 180◦ − β.

Poniewa» trójk¡t ∆PIQ jest równoramienny, to

∠IQP = ∠IPQ =
180◦ − ∠PIQ

2
=

180◦ − (180◦ − β)
2

=
β

2
.

Poniewa» AI jest dwusieczn¡ k¡ta ∠BAC oraz trójk¡t ∆AIP jest prostok¡tny, to

∠AIP = 90◦ − ∠IAP = 90◦ − α

2
.

Zatem je±li β < γ, to

∠QIS = 90◦ − α

2
+ 180◦ − β − 180◦ = 90◦ − α

2
− β =

=
1
2

(180◦ − α− 2β) =
1
2

(γ − β),

oraz

∠IQS = ∠IQP =
β

2
.

Natomiast, gdy β > γ, to

∠QIS =
1
2

(β − γ),

oraz

∠IQS = 180◦ − ∠IQP = 180◦ − β

2
.

Poniewa» suma k¡tów w trójk¡cie ∠IQS jest równa 180◦, to

∠ISO = 180◦ − ∠QIS − ∠IQS = 180◦ − 1
2

(γ − β)− β

2
= 180◦ − γ

2
,

gdy β < γ. W drugim przypadku

∠ISQ = 180◦ − ∠QIS − ∠IQS = 180◦ = 180◦ − 1
2

(β − γ)− (180◦ − β

2
) =

γ

2
.

Ponadto z faktu, »e IC to dwusieczna k¡ta ∠ACQ, to ∠ICQ = γ
2 . W pierwszym przypadku

dostali±my
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oraz

w drugim przypadku. Zatem na punktach QSIC mo»na opisa¢ okr¡g. Z twierdzenia o k¡tach
opartych na tym samym ªuku mamy

90◦ = ∠IQC = ISC,

co ko«czy dowód.

Zadanie 20
Zaªó»my, »e r > 0 jest promieniem okr¦gu, w który wpisany jest nasz wielok¡t, a O niech b¦dzie
jego ±rodkiem. Niech 2α b¦dzie k¡tem ±rodkowym opartym na ci¦ciwie A1A2.

Trójk¡t ∆A1A2O
′ jest wpisany w nasz okr¡g. Z twierdzenia sinusów

|A1A2| = 2r sin(α).
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Analogicznie
|A1A3| = 2r sin(2α)

oraz
|A1A4| = 2r sin(3α).

Podstawiaj¡c do zaªo»enia zadania mamy

1
2r sin(α)

=
1

2r sin(2α)
+

1
2r sin(3α)

.

Wynika st¡d, »e α 6= πk dla k ∈ Z. Pomnó»my to równanie przez sin(α) sin(2α) sin(3α)2r,
wówczas

sin(2α) sin(3α)− sin(α) sin(3α)− sin(α) sin(2α) = 0,

st¡d
sin(2α)(sin(3α)− sin(α))− sin(α) sin(3α) = 0.

Z to»samo±ci trygonometrycznej sin(x)− sin(y) = 2 sin(x−y2 ) cos(x+y
2 ), otrzymujemy

sin(2α)2 sin(α) cos(2α)− sin(α) sin(3α) = 0.

Z to»samo±ci 2 sin(x) cos(x) = sin(2x), mamy

sin(α) sin(4α)− sin(α) sin(3α) = 0,

st¡d
sin(α)(sin(4α)− sin(3α)) = 0.

Ponownie z pierwszej to»samo±ci trygonometrycznej

2 sin(α) sin(
α

2
) cos(

7α
2

) = 0.

Gdy sin(α) = 0, to α ∈ {kπ : k ∈ Z}, a ten przypadek wykluczyli±my.
Je±li natomiast sin(α2 ) = 0, to α ∈ {2kπ : k ∈ Z} ⊂ {kπ : k ∈ Z}, ta mo»liwo±¢ te» jest ju»
wykluczona.
Ostatni przypadek, to cos( 7α

2 ) = 0, st¡d 7α
2 ∈ {

π
2 + kπ : k ∈ Z}, czyli α ∈ { 1+2k

7 π : k ∈ Z}.
Poniewa» n , to 2α ¬ 2π

4 , zatem α ¬ π
4 i oczywi±cie α > 0. Gdy k = 0, to

α =
1
7
π <

π

4
,

natomiast dla k = 1
α =

3
7
π >

π

4
,
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taka sama nierówno±¢ b¦dzie zatem zachodziªa równie» dla wi¦kszych k. Ostatecznie 2α = 2
7π, a

st¡d

n =
2π
2α

= 7.

Rozwa»any wielok¡t foremny jest wi¦c siedmiok¡tem.

Zadanie 21

Oznaczmy przez S ±rodek odcinka ª¡cz¡cego ±rodki okr¦gów jak w zadaniu. Oczywi±cie oba
okr¦gi s¡ wpisane w k¡t ∠ACB zatem O oraz O1 le»¡ na dwusiecznej tego k¡ta. Poniewa» okr¡g
o ±rodku O jest wpisany w trójk¡t ∆ABC, to równie» AO jest dwusieczn¡ k¡ta ∠BAC. Okr¡g o
±rodku O1 jest wpisany w k¡t przylegªy do k¡ta ∠BAC, zatem AO1 jest jego dwusieczn¡. Niech
α = ∠CAO, a β = ∠BAO1 tak jak na rysunku poni»ej.

Wówczas
2α+ 2β = 180◦,

zatem
α+ β = 90◦.

Wynika st¡d, »e ∆O1AO jest trójk¡tem prostok¡tnym, a S jest ±rodkiem boku przeciwlegªego
do k¡ta prostego, zatem ±rodkiem okr¦gu opisanego na tym trójk¡cie.
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Zatem |SA| = |SO| i trójk¡t ∆OSA jest równoramienny, st¡d ∠AOS = ∠SAO. Poka»emy,
»e ∠ASC = ∠ABC z czego wynika¢ b¦dzie, »e na czworok¡cie CASB mo»na opisa¢ okr¡g i to
zako«czy dowód. Mianowice

∠ASC = ∠ASO = 180◦ − (∠SAO + ∠AOS) = 180◦ − 2∠SOA

= 180◦ − 2(180◦ − ∠COA) = 180◦ − 2(∠OCA+ ∠OAC) = 180◦ − ∠BCA− ∠BAC = ∠ABC.

Zadanie 22

Skoro ∠BAD+∠ADC < 180◦, to proste AB i CD przecinaj¡ si¦. Oznaczmy ten punkt przez
X. Zauwa»my, »e punkt X le»y po tej samej stronie prostej MN co punkty B i C. K¡t ∠XMN
jest k¡tem ostrym poniewa» le»y przy podstawie trójk¡ta równoramiennego ∆XNM , a st¡d k¡t
∠NMA jest rozwarty.

Zatem punkt M le»y pomi¦dzy punktami K i N . Ponadto, z równoramienno±ci trójk¡tów
∆AMK i ∆XMN wynika, »e ∠MKA = ∠AMK = ∠XMN = ∠MNX, a st¡d prosta AK jest
równolegªa do prostej CD.
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Niech Y b¦dzie punktem przeci¦cia prostych AK i DI, za± L - punktem styczno±ci okr¦gu I
i odcinka AD.

PunktyK i Y le»¡ na prostej AK po tej samej stronie punktu A, bo dwusiecznaDI i póªprosta
AK le»¡ po tej samej stronie odcinka AD. Wtedy ∠ADY = ∠Y DC = ∠DY A, poniewa» DI
jest dwusieczn¡ k¡ta ∠ADX oraz AK||CD.

Wobec tego AY = AD = AL+ LD > AL = AM = AK, wi¦c K le»y mi¦dzy A i Y . Wtedy
AL = AM oraz DL = DN . St¡d zachodz¡ równo±ci:

DN = DL = AD −AL = AY −AM = AY −AK = KY.

Oznaczmy punkt przeci¦cia prostych MN i DI przez Z.
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Trójk¡ty ∆DNZ i ∆Y KZ s¡ podobne, bo maj¡ takie same k¡ty (∠KZY = ∠NZD oraz
∠ZDN = ∠ZYK). Jednak»e DN = KY , wi¦c trójk¡ty te s¡ przystaj¡ce. Zatem NZ = ZK, co
oznacza, »e DI przechodzi przez ±rodek KN .

Zadanie 23

Oznaczyli±my przez M punkt przeci¦cia symetralnej odcinka AB z okr¦giem opisanym na
∆ABC. Wówczas trójk¡t ∆AMB jest trójk¡tem równoramiennym.

Zauwa»my, »e ∠CAM = ∠CBM gdy» s¡ to k¡ty oparte na tym samym ªuku.
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Wynika st¡d, »e na mocy cechy podobie«stwa "bok-k¡t-bok" trójk¡ty ∆AEM , ∆BDM s¡
przystaj¡ce, w szczególno±ci |EM | = |DM |. Zatem trójk¡t ∆EDM jest trójk¡tem równoramien-
nym, st¡d M jest punktem przeci¦cia symetralnej odcinka ED, co nale»aªo dowie±¢.

Zadanie 24

Przyjmijmy, »e h1 jest wysoko±ci¡ padaj¡c¡ na bok a, natomiast h2 wysoko±ci¡ padaj¡c¡ na bok
b oraz okr¡g wpisany w ten trójk¡t ma promie« r. Przez p oznaczmy poªow¦ obwodu trójk¡ta, a
przez S jego pole. Wówczas

S = rp =
ah1

2
=
bh2

2
.

Nierówno±¢ z tre±ci zadania przemnó»my przez 2S. Wówczas

2S
2r

<
2S
h1

+
2S
h2

<
2S
r
.

Zauwa»my, »e
S

r
= p =

a+ b+ c

2
,

2S
h1

= a

natomiast
2S
h2

= b.

Zatem nierówno±¢ mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci

a+ b+ c

2
< a+ b < a+ b+ c.

Druga nierówno±¢ jest oczywista, gdy» c > 0. Gdy pierwsz¡ pomno»ymy przez 2 otrzymamy

a+ b+ c < 2a+ 2b,
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zatem
c < a+ b,

co jest warunkiem koniecznym na powstanie trójk¡ta i ko«czy dowód.

Zadanie 25

Zauwa»my, »e z równolegªo±ci prostych do boków i z twierdzenia Talesa wynika, »e wszyst-
kie cztery trójk¡ty s¡ podobne. Rysunki b¦dziemy prowadzi¢ uwzgl¦dniaj¡c tylko trójk¡t przy
wierzchoªku C gdy» reszta jest analogiczna. Oznaczmy przez P pole ∆ABC. Wówczas

P =
1
2

(|AB|+ |BA|+ |CA|)r.

Przez rA, rB , , rC oznaczmy promienie okr¦gów wpisanych w trójk¡ty naro»ne przy odpowiednich
wierzchoªkach, a hA, hB , hC wysoko±ci trójk¡ta ∆ABC wychodz¡ce z odpowiednich wierzchoª-
ków.

Poniewa» trójk¡ty te s¡ podobne to stosunki dªugo±ci promieni s¡ równe stosunkom dªugo±ci
wysoko±ci. Zauwa»my, »e wysoko±¢ naro»nego trójk¡ta przy wierzchoªku C jest równa

hC − 2r,
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co wynika z równolegªo±ci prostych. Zatem

rC
r

=
hC − 2r
hC

= 1− 2r
hC

,

a poniewa» P = 1
2 |AB|hc, to

rC
r

= 1− |AB|r
P

.

W analogiczny sposób otrzymujemy

rA
r

= 1− |BC|r
P

oraz
rB
r

= 1− |CA|r
P

.

Otrzymujemy zatem

rA + rB + rC
r

= 1− |AB|r
P

+ 1− |BC|r
P

+ 1− |CA|r
P

= 3− |AB|+ |BC|+ |CD|
P

= 3− 2P
P

= 1.

Ostatecznie
r = rA + rB + rC .

Zadanie 26

Przyjmujemy oznaczenie takie jak na rysunku, tzn. ABCD jest naszym czworok¡tem, punkty
M , N , P , Q s¡ punktami styczno±ci boków czworok¡ta do okr¦gu wpisanego w niego, S jest
punktem przeci¦cia ci¦ciw PM , NQ. Je±li proste AB, DC s¡ równolegªe, to ∠AMS = ∠SPD =
90◦. Zaªó»my, »e tak nie jest i niech Z b¦dzie punktem przeci¦cia prostych AB i DC.
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Z twierdzenia o stycznych |ZM | = |ZP |, zatem trójk¡t ∆MZP jest trójk¡tem rónoramien-
nym, w szczególno±ci

∠AMS = ∠SPD.

Analogiczne rozwa»ania prowadz¡ nas to stwierdzenia, »e

∠SQD = ∠SNC.

W szczególno±ci
∠AQS = 180◦ − ∠SQD = 180◦ − ∠SNC = ∠SNB.

Przyjmijmy oznaczenia
δ = ∠AMS = ∠SPD,

ε = ∠AQS = ∠SNB

oraz
φ = ∠MSQ = ∠NSP.

Wówczas w czworok¡cie AMSQ zachodzi zwi¡zek

∠QAM = 360◦ − φ− δ − ε.

Natomiast w czworok¡cie CNSP wykorzystuj¡c fakt, »e ∠SPC = 180◦−δ oraz ∠SNC = 180◦−ε,
mamy

∠PCN = 360◦ − (180◦ − δ)− (180◦ − ε)− φ = δ + ε− φ.

St¡d
∠DAM + ∠DCB = ∠QAM + ∠PCN = 360◦ − 2φ.
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Na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy kiedy suma przeciwlegªych
k¡tów tworzy k¡t póªpeªny, tzn.

∠DAM + ∠DCB = 180◦,

to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

360◦ − 2φ = 180◦,

wtedy i tylko wtedy gdy
φ = 90◦,

co ko«czy rozwi¡zanie zadania.

Zadanie 27

Oznaczmy przez x = ∠EDC. Poniewa» trójk¡t ∆ABC jest trójk¡tem równoramiennym oraz
k¡t rozwarcia to 20◦, to

∠ACB = ∠ABC =
180◦ − 20◦

2
= 80◦.

Poniewa» suma k¡tów w trójk¡cie ∠DCB jest równa 180◦, to

∠CDB = 180◦ − 80◦ − 60◦ = 40◦.

Podobnie w trójk¡cie ∆CEB

∠CEB = 180◦ − 50◦ − 80◦ = 50◦ = ∠EBC,

zatem trójk¡t ∆EBC jest trójk¡tem równoramiennym, st¡d |BC| = |CE|.
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W trójk¡tach ∆DCE, ∆DCB zachodz¡ nast¦puj¡ce stosunki

DC

CE
=
DC

CB
,

co przekªada si¦ na sinusy przeciwlegªych k¡tów w nast¦puj¡cy sposób

sin(∠DEC)
sin(∠CDE)

=
sin(∠DBC)
sin(∠CDB)

.

Zauwa»my, »e ∠DEC = 180◦ − x− 20◦ oraz ∠CDE = x, st¡d

sin(180◦ − x− 20◦)
sin(x)

=
sin 80◦

sin 40◦
,

zatem
sin(x+ 20◦)

sin(x)
=

sin 80◦

sin 40◦
.

Zauwa»my, »e z to»samo±ci sin(2α) = 2 sin(α) cos(α), mamy

sin 80◦

sin 40◦
=

2 sin 40◦ cos 40◦

sin 40◦
=

cos 40◦
1
2

=
cos 40◦

sin 30◦
=

=
sin(90◦ − 40◦)

sin 30◦
=

sin 50◦

sin 30◦
.

Otrzymujemy, »e
sin(x+ 20◦)

sin(x)
=

sin(50◦)
sin 30◦

,

zatem
sin(x+ 20◦) sin 30◦ = sin 50◦ sin(x).

Korzystaj¡c z to»samo±ci sinα sinβ = cos(α−β)+cos(α+β)
2 , mamy

cos(x− 10◦) + cos(x+ 50◦)
2

=
cos(50◦ − x) + cos(x+ 50◦)

2
,
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st¡d
cos(x− 10◦) = cos(50◦ − x).

Wynika st¡d
x− 10◦ = 2kπ + 50◦ − x, k ∈ Z,

czyli
x = kπ + 30◦, k ∈ Z.

Poniewa» 0 < x < 180◦, to x = 30◦.

ZADANIE 28
Przed przyst¡pieniem do rozwi¡zania udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie (znane jako twier-
dzenie o ci¦ciwach).
Twierdzenie
Je±li w okr¦gu ci¦ciwy AC oraz BD przecinaj¡ si¦ w punkcie S, to

|AS| · |SC| = |BS| · |SD|.

Odwrotnie, je±li dwa odcinki AC, BD przecinaj¡ si¦ w punkcie S i speªniaj¡ powy»sz¡ zale»no±¢,
to na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g.
Dowód. Zaªó»my, »e punkty AC, BD s¡ ci¦ciwami w okr¦gu i przecinaj¡ si¦ w punkcie S.

K¡ty ∠BSC oraz ∠ASD s¡ k¡tami wierzchoªkowymi, zatem s¡ sobie równe. K¡ty ∠DBC oraz
∠CAD s¡ k¡tami opartymi na tym samym ªuku, zatem s¡ sobie równe. Równie» ∠ADB oraz
∠ACB, to k¡ty oparte na tym samym ªuku, zatem równe sobie. W konsekwencji trójk¡ty ∆ASD,
∆BSC s¡ trójk¡tami podobnymi, st¡d

|BS|
|SC|

=
|AS|
|SD|

.

Ostatecznie
|AS| · |SC| = |BS| · |SD|.

Zaªó»my teraz, »e odcinki AC, BD przecinaj¡ si¦ w punkcie S i powy»sza zale»no±¢ jest speªnio-
na.
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K¡ty ∠BSC oraz ∠ASD jako wierzchoªkowe s¡ sobie równe. A poniewa»

|AS| · |SC| = |BS| · |SD|,

czyli
|BS|
|SC|

=
|AS|
|SD|

,

to trójk¡ty ∆BSC oraz ∆ASD s¡ podobne ("bok-k¡t-bok"). Ostatecznie ∠ACB = ∠SCB =
∠ADS = ∠ADB, zatem na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g.

Rozwi¡zanie zadania.

Poniewa» A′C ′ jest obrazem poprzez symetri¦ AC wzgl¦dem BD, a proste te przecinaj¡ sie
w punkcie S, to punkt ten le»y na odcinku A′C ′. Podobnie, poniewa» B′D′ jest obrazem poprzez
symetri¦ AC wzgl¦dem BD, a proste te przecinaj¡ sie w punkcie S, to punkt ten le»y na odcinku
B′D′. W konsekwencji odcinki A′C ′ oraz B′, D′ przecinaj¡ sie w punkcie S.
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Z twierdzenia o ci¦ciwach dla czworok¡ta ABCD mamy

|AS| · |SC| = |BS| · |SD|.

Jesnak A′ jest obrazem A przez symetri¦, a jej ±rodek to punkt S zatem A′S = AS, podobnie
B′S = BS, C ′S = CS oraz D′S = DS. W konsekwencji

|A′S| · |SC ′| = |B′S| · |SD′|.

Z twierdzenia o ci¦ciwach mamy, »e na czworok¡cie ABCD mo»na opisa¢ okr¡g.

Zadanie 29
Rozpatrzmy przypadek na rysunku poni»ej, a potem sprowadzimy go do ogólnego.

Przez ka»dy wierzchoªek czworok¡ta wypukªego prowadzimy proste równolegªe do odcinka
AB.

Nasz czworok¡t wypukªy zostaª podzielony na trzy �gury - dwa trójk¡ty odpowiednio o podsta-
wach p, q i wysoko±ciach h1, h3 oraz trapez o wysoko±ci h2 i podstawach p, q. Z faktu, »e pole
naszej �gury jest niemniejsze ni» 1

2 otrzymujemy

1
2
h1p+

1
2
h3q +

1
2
h2(p+ q)  1

2
,

st¡d
p(h1 + h2) + q(h2 + h3)  1.
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Suma dwóch wysoko±ci jest nie wi¦ksza od boku kwadratu, który ma dªugo±¢ 1 zatem

1 ¬ p(h1 + h2) + q(h2 + h3) ¬ p+ q.

Zatem 1 ¬ p + q, sk¡d wynika, »e p  1
2 lub q  1

2 . Kolejny przypadek jest przedstawiony na
rysunku poni»ej

Wówczas p = q oraz h2 = 0. Wstawiaj¡c do naszej nierówno±ci otrzymujemy

1
2
h1p+

1
2
h3p 

1
2
,

zatem
(h1 + h2)p  1,

poniewa» h1 + h2 ¬ 1, st¡d 1 ¬ p, czyli p = 1, zatem teza jest speªniona. Kolejny przypadek to

Tym razem h1 = 0, wstawiaj¡c do naszej nierówno±ci

1
2
h3q +

1
2
h2(p+ q)  1

2
,

zatem
1 ¬ (h2 + h3)q + h2p ¬ p+ q,

st¡d p  1
2 lub q  1

2 . Ostatni przypadek (gdy», reszta jest symetryczna), to
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Wówczas h1 = 0 = h3, zatem
1
2

(p+ q)h2 
1
2
,

czyli
1 ¬ (p+ q)h2 ¬ p+ q,

wynika st¡d, »e p  1
2 lub p  1

2 .

Zadanie 30
Przed rozwi¡zaniem zadania udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie:
Twierdzenie
Je±li ∆ABC jest trójk¡tem wpisanym w okr¡g, a B′ jest ±rodkiem ªuku AC zawieraj¡cym punkt
B, to

|AB| · |BC| ¬ |AB′| · |B′C|.

Dowód.

Zauwa»my, »e punkt B′ jest punktem najbardziej oddalonym od odcinka AC na ªuku AC.
Wynika st¡d, »e pole trójk¡ta ∆ABC jest nie wi¦ksze od pola trójk¡ta ∆AB′C. Zauwa»my
ponadto, »e k¡ty ∠ABC oraz ∠AB′C s¡ sobie równe jako k¡ty oparte na tym samym ªuku,
oznaczmy ich miar¦ przez α. Wówczas

P∆ABC =
1
2

sinα|AB| · |BC| ¬ 1
2

sinα|AB′| · |B′C| = P∆AB′C ,
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ostatecznie
|AB| · |BC| ¬ |AB′| · |B′C|.

Rozwi¡zanie zadania.
Niech ABCD b¦dzie czworok¡tem wypukªym wpisanym w okr¡g o promieniu 1.

Niech D′ b¦dzie ±rodkiem ªuku AC zawieraj¡cego punkt D, natomiast B′ ±rodkiem ªuku AC
zawieraj¡cego punkt B. Wówczas odcinek D′B′ jest ±rednic¡ naszego okr¦gu.

Wykorzystuj¡c twierdzenie wst¦pne otrzymujemy

|AB| · |BC| · |AD| · |DC| ¬ |AB′| · |B′C| · |AD′| · |D′C|.

Niech teraz A′ b¦dzie ±rodkiem ªuku D′B′ zawieraj¡cego punkt A, natomiast C ′ ±rodek ªuku
D′B′ zawieraj¡cego punkt C.
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Wówczas czworok¡t A′B′C ′D′ jest kwadratem, gdy» jego boki to ci¦ciwy oparte na ªukach
tej samej dªugo±ci, a z doboru A′, C ′ przek¡tne przecinaj¡ sie pod k¡tem prostym. Z wst¦pnego
twierdzenia

|AB′| · |B′C| · |AD′| · |D′C| ¬ |A′B′| · |B′C ′| · |A′D′| · |D′C ′|.

Poniewa» nasz okr¡g ma promie« 1, to przek¡tna kwadratu ma dªugo±¢ 2, wynika st¡d, »e

|A′B′| = |B′C ′| = |A′D′| = |D′C ′| =
√

2.

Ostatecznie
|AB| · |BC| · |AD| · |DC| ¬ |AB′| · |B′C| · |AD′| · |D′C|

¬ |AB′| · |B′C| · |AD′| · |D′C| ¬ |A′B′| · |B′C ′| · |A′D′| · |D′C ′| = (
√

2)4 = 4,

co ko«czy dowód.
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