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W tym zbiorze zadan studenci drugiego roku matematyki studiow drugiego stopnia postanowili
zaproponowaé¢ 30 wybranych zadan olimpijskich z zakresu kombinatoryki i logiki. Wiekszos¢ z nich
pochodzi z réznych etapéw olimpiad matematycznych (ozn. OM). Czeéé zostala zapozyczona z olimpiad
matematycznych junioréw (ozn. OMJ), ale réwniez z zawodéw matematycznych szkol ponadgimnazjal-
nych (ozn. ZM).

Poziomy zaproponowanych zadan przebiegaja od tych ,najlatwiejszych” poprzez ,$rednio - trudne”,
az w koncu dobiegaja do tych ,bardzo trudnych”. Metody ich rozwiazywania sa réznorodne i czesto
wymagaja wiekszego skupienia, ale zostaly opisane szczegdtowo, aby kazdy potencjalny Czytelnik mogt
sobie z nimi swobodnie poradzié.



1 Zadania z rozwigzaniami

Zadanie 1 (11 OM etap III, zadanie 5).
Ze zbioru cyfr {1,2,3,...,9} utworzono wszystkie mozliwe liczby 4 cyfrowe o r6znych cyfrach. Jaka jest
suma tych liczb?

Rozwigzanie 1.
Na poczatku zauwazmy, ze wszystkich liczb 4 cyfrowych o réznych cyfrach mamy

9-8:-7-6=9-8-7-6=3024.

Dla kazdej liczby a € {1,2,3,...,9} znajdziemy liczbe b € {1,2,3,...,9}, ktérej cyfry dopelniaja
odpowiednie cyfry liczby a do dziesieciu, np. a = 1234 i b = 9876. Wszystkie liczby z powyzszego zbioru
cyfr mozna zatem potaczyé w pary, zaliczajac do tej samej pary takie dwie liczby,ktorych odpowiednie
cyfry daja w sumie 10. Wszystkich takich par mamy % -9-8.7-6=1512.

Policzymy przykladowo sume liczb jednej takiej pary. Wynosi ona

111
1234

+ 9876
11110

czyli innymi stowy 1000 - 10 4+ 100 - 10 + 10 - 10 = 11110.
Stad suma wszystkich liczb utworzonych z rozwazanego przez nas zbioru jest réwna

1
5-9-8~7-6-1111(): 16798320.

Zadanie 2 (66 OM etap III, zadanie 3).
Znalez¢ najwieksza liczbe naturalna m o takiej wtasnosci, ze wéréd 500 elementowych podzbioréw zbioru
{1,...,1000} istnieja dwa zbiory, ktérych cze$é¢ wspdlna liczy co najmniej m elementéw.

Rozwigzanie 2.
Wybieramy Aj, Ao, ..., A5 takie, ze
1, gdy:ie Aj
Qi5 = . 3
0, gdyi# A

dlai € {1,...,1000}, 5 € {1,...,5}.
Poniewaz zbiory sa 500 elementowe, to mamy

a1 + agj + ... + aipooj = 500 dla j € {1,...,5}.
Zdefiniujmy S; nastepujaco
Sii=a;1 +aip+...+a; dlaie{l,..,1000}. (1)

Stad
S1 + ... + S1000 = 2500,



gdyz kazdy ma 500 elementdw.
Ponadto

51-2 = a?l + a?2 + ...+ a?5 + 2((11‘1(%’2 + a;1a;3 + ... + ai4az~5) =
a;1 + a;o + ... + a5 + 2(ai1az‘2 + a;1a;3 + ... + ai4a,~5) =
Si + 2(anaip + ajnas + ... + auas).

Stad otrzymujemy

S7 = Si = 2(aiai2 + ain a3 + ... + aiuais) (2)

oraz

1, gdyie Aj N Ag

aijaik = . .

0, gdyi#A;NA

Zatem
|A; N Ag| = arjarr + agjask + ... + a1000§@1000k -

A stad

O

1
’Al ﬂA2| + ‘Al N A3| + ...+ |A4 ﬂA5’ 5(5% - S1+ 522 — Sy + ...+ S%{)OO — 51000) =

%((s1 —9)(Sh—3) 4+ (S — 2)(Sh — 3) + ... +

1
+ (S1000 — 2)(S1000 — 3)) + 5(451 — 6+ 455 —
1
= 5((51 —2)(S1 —3)+ (S2—2)(S2 —3) + ... +

+  (S1000 — 2)(S1000 — 3)) +
1 1
+ 5 (814 S2+ .+ Sio0o) =6 - 1000) <
—2500

= %((Sl — 2)(31 — 3) + (Sg — 2)(32 — 3) + ...+ (51000 — 2)(51000 — 3)) +

>0, bo S;€{0,...,5}
+ 2000 > 2000.

Zauwazmy, ze wyzej otrzymamy réwnos¢ wtedy i tylko wtedy, gdy S; = 2 lub S; = 3 dlai € {1,...,1000}.

5
Ponadto takich przekrojow mamy <2> = 10, wiec co najmniej jeden przekrdj ma {%J = 200

elementéw, czyli m > 200.
Pokazemy teraz, ze mozna zdefiniowaé takie A1, ..., As, ze |A; N Ag| = 200. Przede wszystkim musza
zostaé spelnione nastepujace warunki

i) ayj + ... +ai0; = 500 dla j € {1,...,5}

ii) ai1ja1k + agjagk + ... + @100041000k = 200 dla {], k‘} - {1, ey 5}.



W zwiazku z powyzszym elementy te definiujemy nastepujaco

a; [1]2]3]4[5
1 [1[1][1]0]0
2 [o[1]1[1]0
3(0[0[1[1]1
4 1[ojo[1]1
5 [1[1]0[0]0
6 [1]0[1]0]0
7 [0[1][0[1]0
g [0[0[1]0]1
9 [1[0[0[1]0
10/0/1/0]0]1

Dla 10 wierszy zapisanych wyzej suma kazdej kolumny bedzie réwna 5, a suma iloczynu dowolnych
dwéch kolumn bedzie réwna 2. Na przyktad iloczyn kolumn

I kolumna x II kolumna =

SO OO o O R OO

Pozostale wyrazy macierzy definiujemy w nastepujacy sposéb
A10+i,j = Q4,5 dla € {1, ...,990}.

Zatem w miejscu kropek jeszcze 100 razy napiszemy 10 tych samych wierszy. Da nam to sume wierszy
5 - 100 oraz sumy iloczynéw kolumn 2 - 100. Tak wiec spelnione sa wyzej postawione warunki, czyli
znalezliSmy 5 zbioréw majacych po 200 elementéw w kazdym z ich przekrojow. Zakodowane w ten
sposob zbiory odczytujemy w nastepujacy sposob

Ar ={1,4,5,6,9,11,14,...}, A = {1,2,5,7,10,11,12,... },..., itd.
Pokazuje to, ze dla m > 200 wlasnos¢ z tresci zadania nie jest spelniona.

Zadanie 3 (54 OM etap I, zadanie 10).

Mamy talie 52 kart. Tasowaniem bedziemy nazywaé¢ wykonanie nastepujacych czynnosci: dowolny
podzial talii na cze$é¢ gérna i dolng, a nastepnie dowolne zmieszanie kart z zachowaniem porzadku w
obrebie kazdej czesci. Mowiac formalnie, tasowaniem jest dowolne przemieszanie kart, w ktérym i-ta
karta od wierzchu przechodzi na pozycje p;, przy czym istnieje takie m € {1,2,3,...,51}, ze p; < pi41 dla
t < m oraz dla ¢« > m. Rozstrzygnaé¢, czy rozpoczynajac od ustalonego poczatkowego uporzadkowania
kart, mozna uzyskaé kazde inne uporzadkowanie wykonujac pie¢ tasowan.



Rozwigzanie 3.
Istnieje m € N w zbiorze
1,2,3,---,52.

m

Dzielimy 52 karty na dwie szufladki (dolna i gérna) wzgledem m

1,2,3,---,m m+4+1,m+2,--- 52

Zamieniamy je ze sobg oraz na mocy zasady szufladkowej Dirichleta wnosimy, ze do jednej z szufladek
trafi co najmniej {%J 26 kart w niezmienionej pozycji, tzn.

m+1,m+2,---,51,51 1,2,--- m—1m

pozostalte co najmniej 26 w niezmienionej pozycji
Prowadzac analogiczne rozumowanie otrzymamy, ze podczas
e drugiego losowania co najmniej 13 kart pozostaje w niezmienionej pozycji;
e trzeciego losowania co najmniej 7 kart pozostaje w niezmienionej pozycji;
e czwartego losowania co najmniej 4 karty pozostaja w niezmienionej pozycji;
e piatego losowania co najmniej 2 karty pozostaja w niezmienionej pozycji.
A zatem odpowiedZ na pytanie brzmi nie.

Zadanie 4 (21 OM etap III, zadanie 5).
Na ile sposobéw zbiér ztozony z dwunastu elementéw mozna podzieli¢ na szesé¢ roztaczonych zbioréw
dwuelementowych?

Rozwigzanie 4.

Oznaczmy jeden z elementéw rozwazanego zbioru przez ay. Podzbiér dwuelementowy zawierajacy
owy element mozemy utworzy¢ na 11 sposobéw. Mianowicie dokladajac do elementu a; jeden z pozo-
stalych jedenastu elementow.

W kolejnym kroku przez as oznaczmy jeden z elementéw zbioru 10-elementowego, ktory pozostal po
utworzeniu zbioru dwuelementowego zawierajacego element ay. Podzbiér dwuelementowy zawierajacy
element as mozna teraz utworzy¢ na 9 sposobow, czyli doktadajac jeden z pozostaltych dziewieciu ele-
mentéw do elementu as.

Prowadzac dalej analogiczne rozumowanie otrzymujemy, ze szukana liczba wynosi

11-9-7-5-3 =10395.

Zadanie 5 (22 OM etap III, zadanie 5).
Zmalez¢ najwieksza liczbg catkowita A taka, ze dla kazdej permutacji zbioru liczb naturalnych nie wiek-
szych od 100 suma pewnych 10 kolejnych wyrazéw jest co najmniej réwna A.



Rozwigzanie 5.
Zacznijmy od tego, ze suma wszystkich liczb naturalnych nie wiekszych od 100 jest réwna

(1+ 100)

1+24...4+100 = - 100 = 5050.

Jezeli ay,aq,...,a100 jest pewna permutacja zbioru liczb naturalnych nie wigkszych od 100 i suma kaz-
dych 10 wyrazéw tej permutacji jest mniejsza od pewnej liczby B, to w szczegdlnosci

ar+ags+ ...+ ajp < B
a1 +aig + ...+ ag < B
: <

<

agy + agy + ...+ aipo B

Po dodaniu nieré6wnosci stronami mamy
ap+ax+...+ap=1+2+...4+100 < 105,

czyli 505 < B. Stad liczba A > 505 spelnia nieréwnosé.
Zajmijmy sie teraz permutacja ai,as,...,aigp zbioru liczb naturalnych nie wiekszych od 100, ktora
jest postaci
100,1,99,2,98,3,97.4,...,51,50.

Dla uproszczenia zadania zapiszmy ja za pomocg nastepujacych wzoréw
aon+1 =100 —n dla 0 <n <49

az, =n dla 1 <n <50.

Wystarczy pokazaé, ze suma dowolnych kolejnych 10 wyrazéw tej permutacji jest nie wieksza od 505.
Zatézmy, ze pierwszy z rozwazanych wyrazow ma numer parzysty 2k. Wéowczas

51 = Qgk +Q2k41 + ...+ Aopyo =
= (agk + agkq2 + ...+ agpys) + (aopr1 + azkg3 + ...+ agpyg) =
= (k+(k+1)+...+(k+4))+[(100 - k) +
+ (100 — (k4 1)) + ... + (100 — (k 4 4))] = 500.

W przeciwnym wypadku, gdy pierwszy z rozwazanych wyrazéw ma numer nieparzysty 2k 4+ 1, to

82 = G9k41 + a2k42 + ...+ Q2410 =
= (agk + agky1 + ... + a2p19) + Q2410 — A2k =
= s1+(k+5)—k=s1+5=505.

Stad suma dowolnych 10 kolejnych wyrazéw tej permutacji jest nie wieksza od 505. Wobec tego
liczba A < 505. Zatem ostatecznie otrzymalismy, ze A = 505.



Zadanie 6 ( 65 OM etap I zadanie 3).

Na tablicy zapisano stowo ,adbc”. W jednym ruchu mozemy dopisaé¢ lub usunaé (na poczatku w $rodku
i na koncu) palindrom parzystej dtugosci utworzony z liter ,a,b,c,d”. Rozstrzygnij czy po skoniczonej
ilosci ruchéw mozemy uzyskaé stowo , bacd”.

(palindrom (gr. palindromeo — biec z powrotem) — wyrazenie brzmiace tak samo czytane od lewej do
prawej i od prawej do lewej strony, np. ,abba”. )

Rozwigzanie 6.

Zauwazmy, ze wyrazy ,adbc” oraz ,bacd” réznia sie parzystoscia miejsca, na ktérym wystepuja literki
»a,b,c”. Pokazemy, ze podczas tworzenia nowych stéw réznica pomiedzy liczba pozycji parzystych i
nieparzystych pewnej z wymienionych wyzej liter nie ulega zmianie. Rozwazmy litere ,a” i przyjmijmy
nastepujace oznaczenia:

(i) P(w) liczba pozycji parzystych, na ktérych wystepuje litera ,a” w wyrazie w.
(ii) N(w) liczba pozycji nieparzystych, na ktérych wystepuje litera ,a” w wyrazie w.
(iii) R(w) = P(w) — N(w).

Zauwazmy, ze

R(,adbc”) =1 # —1 = R(,bacd”) = —1.

Niech ,,w” i ,v” bedg takimi stowami, ze jedno z nich powstaje przez dopisanie lub usuniecie palin-
dromu postaci p1,p2, - - -, Pk, Pks Pk—1, - - - , 1 Na drugim z nich. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze
v jest dluzsze od ,,w”. Wéwczas beda nastepujacej postaci

W = wi,Ws, ..., wy dlaw; € {abed } dlaie{l,2,...,2n};

b1,pP2,---5PksPk>s Pk—15---5,P1 W, lub
V=9 WpP1,P2,---3PksPk>Pk—1,---,P1, lub
W1, W2y oy Wny P15,P25 - -+ s Py Pky P—15 - - - 3 P1, Wn41, Wn42, ..., W2n

gdzie p; € { a,b,e,d }i e {1,2,...,k}.
Podczas wykonywania ruchu litery stowa ,,w” albo pozostaja na swoim miejscu albo sg przesuniete
0 2k pozycji. Natomiast kazda z liter palindromu raz wystepuje na pozycji parzystej a raz nieparzyste;j.
Stad wniosek, ze
R(v) = R(w).

Tak wiec nie mozna utworzy¢ stowa ,bacd” ze stowa ,adbc” w sposdb wskazany w zadaniu.

Zadanie 7 (30 IO, zadanie 6).

Permutacja zbioru (x1,x9,...,22,) dla n € N ma wlasno$¢ P, gdy ||z; — zi+1]| = n dla co najmniej
jednego i € {1,2,...,2n — 1}. Wykaz, ze dla kazdego n € N istnieje wiecej permutacji z wlasnoscia P
niz bez niej.

Rozwigzanie 7.
Ustalmy n € N. Zauwazmy, ze dla kazdego k € {1,2,...,2n} istnieje dokladnie jeden element
le{l,2,...,2n}\ {k} taki, ze

11— k[ = n. (3)



Mianowicie
l:{k—n, dla k>n
k+n, dlak<n.
Ponadto wiemy, ze ||l — k| = ||k —1]]. Tak wiec jezeli dla pewnego i € {2,3,...,2n — 1} norma
|lzi — zip1]] = n, to
[zi1 — @il #n oraz |ip1 — Tigall # n. (4)

Przypomnijmy, ze permutacje nazwiemy bardzo dobra, gdy dla dokladnie jednegoi € {2,3,...,2n—1}
spelniona jest wlasnosé
|#; = Tiga]| = n.

Przyjmijmy oznaczenia
(i) A zbiér permutacji bez wlasnosci P;
(ii) B zbiér permutacji bardzo dobrych .

Wykazemy, ze permutacji bardzo dobrych jest nie mniej niz permutacji bez wlasnosci P. Zauwazmy
najpierw, ze zgodnie z wlasnoscia (3) dla permutacji (21, x2, ..., Z2,) bez wlasnoséci P istnieje dokladnie
jeden element m + 1 taki, ze

|1 = Zmga || = n.

Zdefiniujmy teraz funkcje f : A — B wzorem

f(($1,$2, . ,Sﬂzn)) = (ylay2a s 7y2n)7

gdzie permutacja (y1,y2, - - -, Y2n) jest postaci
T dlai=m
Yi=qxir1 dlai<m
T; dla i > m.
SprawdZmy poprawnos$¢ zdefiniowanej przez nas funkcji. Mianowicie, czy f((x1,z2,...,22,)) € B dla
(x1,29,...,22,) € A. Oczywiscie nasza permutacja ma wlasno$¢ P. Pytanie brzmi, czy generuje ja

doktadnie jeden element.

Istotnie, ,sasiadéw” w naszej permutacji zmienity tylko elementy wokét pozycji m, czyli m — 1, m + 1.
Wilasno$é (4) gwarantuje nam, ze w tych miejscach nie wystepuje druga para generujaca wlasnosé P.
Zatem f((x1,22,...,22n)) = (Y1,Y2,.--,%2n) € B. Podsumowujac nasza funkcja f przerzuca pierwszy
element permutacji przed taki, z ktérym stworzy ona permutacje bardzo dobra.

Réznowartosciowosé funkeji f widaé¢ od razu. Udowodnilismy wiec, ze |A| < |B|.

Aby wykazaé, ze nieréwnosé jest silna wystarczy zauwazyé, ze dla n = 1 kazde dwie permutacje maja
wlasnosé P, natomiast dla n > 1 permutacja zawierajaca ciag (1324) jest permutacja z wlasnoscia P
generowana przynajmniej przez dwa elementy.



Zadanie 8.
Udowodnij, ze wéréd 21 oséb istnieje grupa 6 oséb taka, ze wszystkie osoby w tej grupie znaja wszystkie
pozostate osoby z tej grupy lub istnieje 3 osobowa grupa oséb, w ktorej wszystkie osoby sie nie znaja.

Rozwigzanie 8.
Ustalmy osobe A. Za dowdd tezy zadania postuzy nam ponizszy schemat, w ktérym rozgalezienia
interpretujemy jako spdjnik logiczny ,,lub”.

|
I Anie zna 6 0s6b I Azna 15 0séb

2najq

\ ) )
niez:’asjfr:ysch A peiode
: g nieznajomych A 8 znajomy A
dwie osoby sie nie
wszyscy sie znaja

B nie zna 5 0séb Bzna 10 oséb ze
ze znajomych A znajomych A

2 2 2
Jakie$ dwie z tych
te 5 0s0b sig zna 5 0s6b sig nie Cznajomy Ai B
aja

Cnie zna 4 os6b

ze znajomych A1 B

2 2 2

te 4 osoby sig jakies dwie z tych ’ |

U znajg 4 0s6b sie nie zna Dznalomy/&uBli ¢

Czna 6 oséb ze
znajomych Ai B

D nie zna 3 0s6b
ze znajomych A B
c

Dzna 3 osoby ze
znajomych A8 C

2 2 2
wszystkie 3 osoby jakies dwie z tych € znajomy A,B,Ci
sie znaja 3 sig nie znaja D

A )
E nie zna dwéch £ zna jakaé osobe
056b sposrod e
2najomych A8,Ci e

D

B ]
te dwie osoby si¢ te dwie osoby si¢
naja nie znajq




Zadanie 9 (23 OM etap III, zadanie 5).
Udowodnié¢, ze wszystkie podzbiory zbioru skonczonego mozna ustawi¢ w ciag, ktorego kolejne wyrazy
réznia sie jednym elementem.

Rozwigzanie 9. Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Dla n = 1 mamy A; = ().

Przypuéémy, ze teza zachodzi dla pewnego n € N. Ustalmy zbiér n - elementowy A i niech
Ay, As, ..., Aon bedzie ciggiem podzbioréw zbioru A takim, ze kolejne zbiory réznia sie jednym ele-
mentem.

Dla zbioru n+1 elementowego postaci AU{z} ciag A1, Ag, ..., Agn, AonU{x}, Aon_1U{x}, ..., AjU{x}
jest ciagiem podzbioréw zbioru AU {z}, w ktérym dwa sasiadujace zbiory réznia sie jednym elementem.

Zadanie 10 (19 OM etap II, zadanie 3).
Dowies¢, ze jesli przy okraglym stole siedzi co najmniej 5 oséb, to mozna je przesadzi¢ tak, ze kazda
osoba bedzie miata innych sasiadow.

Rozwigzanie 10.
Przeprowadzimy dowdd indukcyjny. Fakt, ze teza zachodzi dla 5 oséb uzmystowi nam ponizszy rysunek.
Zauwazmy, ze przy numerujac kolejno miejsca od 1—5, po przesadzeniu dostajemy nowy ciag 1, 3, 5, 2, 4.

G

1
‘% Przesadazmy

Ciag, w ktérym dwie kolejne osoby nie wystepuja koto siebie bedziemy nazywaé ciggiem po przesadzeniu.

Zalézmy, ze teza zachodzi dla n > 5. Niech aq,ao,...,a, bedzie ciagiem po przesadzeniu. Wowczas
dla n 4+ 1 0s6b ciag ten tworzymy w nastepujacy sposob.
Jezeli osoba 1 siedzi po przesadzeniu n 0s6b na miejscu ¢, a osoba n na miejscu j, to n+1 osobe wrzucamy
na pewne miejsce tak, aby nie siedziata obok osoby 1 i n tzn. dla osoby n+1 wybieramy dowolne miejsce
z{1,2,...,n+1}\{i,j,i+ 1,7+ 1}. Natomiast osoby siedzace za tym miejscem przesuwamy o miejsce
do przodu. Tak przesadzone osoby wciaz nie siedza koto siebie.

10



Zadanie 11 (22 OM etap III, zadanie 6).
Ktos napisal szesé listéw do szesciu oséb i zaadresowal do nich sze$é kopert. Iloma sposobami mozna
listy tak wlozy¢ do kopert, zeby zaden list nie trafit do wlasciwej koperty?

Rozwigzanie 11.
Oznaczmy przez F'(n) ilo$¢ wszystkich sposobéw wsadzenia n listéw Li, Lo, . .., L, don kopert K1, Ks, ..., K,
tak, zeby zaden list L; nie trafil do wlasciwej koperty K;. Zatem musimy obliczyé¢ F(6).

Przypu$émy, ze wkladamy falszywie wszystkie listy umieszczajac list Ly w kopercie K;, gdzie ¢ # 1.
Mozliwe sa 2 przypadki:

a) List L; trafil do koperty K. Pozostale 4 listy nalezy wéwczas wlozy¢ falszywie do pozostalych 4
kopert. Mozemy to zrobi¢ na F'(4) sposobéw. Poniewaz K; moze byé¢ kazda z 5 kopert Ko, Ks,
K4, K5, K¢, wiec przypadek a) moze sie zdarzyé¢ 5 - F'(4) razy.

b) List L; nie trafia do koperty Ki. Przypisujac listowi L; koperte K7 jako ,niby - wlasciwa” mozemy
powiedzie¢, ze wtedy zaden z listéw Lo, L3, L4, L5, Lg nie trafia do wlasciwej koperty. Taka
sytuacje mozemy utworzy¢ na F'(5) sposobéw. A poniewaz K; moze by¢ kazda z 5 kopert, wiec
przypadek b) moze si¢ zdarzy¢ 5 - F'(5) razy.

Zauwazmy, ze przypadki a) i b) obejmuja wszystkie mozliwosci. Stad
F(6) = 5P(5) + 5P(4).
Postepujac analogicznie otrzymamy
F(5) =4F(4) + 4F(3)
3F(3) + 3F(2)
F(3) =2F(2) + 2F(1).

Wiedzac jednak, ze
F(1)=0oraz F(2) =1

z poprzednich réwnan kolejno mamy
F33)=2, F(4) =9, F(5) =44, F(6) = 265.
Zatem mozemy tak zrobi¢ na 265 sposobdw.

Zadanie 12 (23 OM etap III, zadanie 4).
Iloma sposobami mozna zbiér n przedmiotéw podzieli¢ na dwa zbiory?

Rozwigzanie 12.
Na samym poczatku uméwmy sie, ze bedziemy rozwazaé jedynie zbiory niepuste (gdyby$my do rozwa-
zanych zbioréw zaliczyli réwniez zbiér pusty, to ostateczny wynik bylby wiekszy o 1).

Przez p oznaczmy liczbe wszystkich mozliwych podzialéw zbioru A posiadajacego n elementéw, na
dwa zbiory. Wéwczas 2p bedzie liczbg wszystkich mozliwych podzbioréw zbioru A, réznych od zbioru
A. Znajdziemy ja dodajac liczby podzbioréw o 1,2,...,(n — 1) elementach.
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Podzbioréw o k elementach jest tyle, ile jest kombinacji k£ elementowych ze zbioru n elementowego,

czyli (}). Zatem
n n n
2p = o .

Korzystajac ze wzoru Newtona mamy

(1+1) = (g)+(§>+(g>+...+(nﬁl>+(g>.

Odejmujac od siebie dwie powyzsze réwnosci i uwzgledniajac, ze (j) = (1) = 1, otrzymujemy

2" —2p = 2.

Stad wyliczamy, ze

Zadanie 13 (26 OM etap I, zadanie 4).

Szkota urzadzita trzy wycieczki dla swych 300 uczniéw. W kazdej wycieczce wzigta udzial ta sama liczba
uczniéw. Kazdy uczen pojechal przynajmniej na jedna wycieczke, ale polowa uczestnikéw pierwszej,
trzecia cze$¢ uczestnikow drugiej i czwarta czes¢ uczestnikéw trzeciej wycieczki byta tylko na jednej
wycieczce. Ilu uczniéow pojechalo na kazda wycieczke ? Ilu uczestnikéw pierwszej wycieczki wzieto
udziat w drugiej a ilu z nich bralo nadto udzial w trzeciej wycieczce 7

Rozwigzanie 13.
Oznaczmy przez x liczbe uczestnikéw kazdej wycieczki. Niech ponadto y, 2z, u, w oznaczaja odpowiednio
liczby uczniéw, ktorzy pojechali

a) tylko na pierwsza i druga wycieczke,
b) tylko na pierwsza i trzecia wycieczke,
c¢) tylko na druga i trzecia wycieczke,
d) na wszystkie trzy wycieczki.
Zauwazmy, ze liczba wszystkich uczniéw rowna si¢ sumie kilku wartosci. Mianowicie

1) liczby uczestnikéw tylko jednej wycieczki, tj. liczby § + § + § = %x,

2) liczby uczestnikéw tylko dwoch wycieczek oraz

3) liczby uczestnikow wszystkich trzech wycieczek.

Zatem mamy nastepujaca rownosé

13
Ex+y+z+u+w:300. (5)

Ponadto liczba uczestnikow pierwszej wycieczki jest suma liczb
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1) uczniéw, ktérzy pojechali tylko na pierwsza wycieczke,
2) uczniéw, ktoérzy pojechali na pierwsza i druga lub na pierwsza i trzecia wycieczke oraz

3) uczniéw, ktdérzy pojechali na wszystkie wycieczki.

Stad

x

§+y—|—z+w::c. (6)
Postepujac analogicznie dla liczby uczestnikow drugiej i trzeciej wycieczki otrzymujemy réwnania

x

g—i-y—i—u—i-w:x, (7)

x

Z—l—z—l—u—i—w:m. (8)

Naszym celem jest znalezienie rozwiazan catkowitych nieujemnych ukladu réwnan (5) - (8). Przy-
pusémy wiec, ze takim rozwiazaniem jest uklad liczb z, y, z, u, w. Z réwnania (5) wynika, ze %x jest
liczba catkowita, zatem z jest podzielne przez 12. Niech z = 12t. Wéwczas réwnania (5) - (8) maja
postaé

13t +y+ 2+ u+w =300, (9)
6t=y+z+w (10)
8t =y + u+ w, (11)
9t =2+ u+w. (12)

Dodajac stronami réwnania (9) i (12), otrzymujemy réwnanie
22t 4+ 3 = 300. (13)
Poniewaz y > 0, wiec z (13) wynika, ze t < % =13,6.... Stad otrzymujemy, ze

t<13. (14)
Teraz dodajac stronami (10) i (11) i odejmujac (12) mamy

5t = 2y + w. (15)
Wiedzac, ze w > 0, z réwnania (15) otrzymamy, ze y < %t, wobec czego z réwnania (13) wnioskujemy,
ze 5
22t + it > 300.
Zatem 600
t> 22 =122
49



Skad

t>13. (16)

Na mocy réwnan (14) i (15) wnioskujemy, ze
t =13, czyli z = 156.
Ponadto z réwnan (13), (15), (10) i (11) otrzymujemy kolejno
y=14,w =372 =27,u = 53.

Latwo sprawdzié¢, ze znalezione liczby spelniaja uktad réwnan (5) - (8). Zatem stanowia jedyne rozwia-
zania naszego zadania.

Zadanie 14 (57 OM etap III, zadanie 4).

Na tréjce liczb wykonujemy nastepujaca operacje. Wybieramy dwie sposréd tych liczb i zastepujemy
je ich sumg oraz ich iloczynem, pozostata liczba nie ulega zmianie. Rozstrzygnac, czy rozpoczynajac
od trojki (3,4,5) i wykonujac te operacje mozemy ponownie uzyskaé tréjke liczb bedacych dlugosciami
bokéw tréjkata prostokatnego.

Rozwigzanie 14.

Rozwazmy najpierw liczby liczby 3 i 5. Wybierajac je i postepujac zgodnie z treécia zadania otrzymamy
tréjke (4,8,15), w ktorej dokladnie jedna liczba jest nieparzysta. Zauwazmy, ze biorac z takiej tréjki
dwie liczby parzyste zamieniamy je na liczby parzyste, natomiast korzystajac z jednej liczby parzystej,
a drugiej nieparzystej dostajemy liczby réznych parzystosci. Zatem z tréojki, w ktérej doktadnie jedna
liczba jest nieparzysta, otrzymamy trdjke, ktéra ma te sama wlasnosé.

Zastanéwmy sie bardziej ogdélnie nad liczbami naturalnymi a, b, c, wéréd ktérych doktadnie jedna
jest nieparzysta. W takim przypadku réwnosé a® + b% = 2
réwnosci jest nieparzysta, a druga parzysta. Czyli otrzymujemy sprzeczno$é. Tak wiec nie ma mozliwosci
bysmy uzyskali trojke bedaca dlugo$ciami bokow trdjkata prostokatnego.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktérej w pierwszym kroku wybieramy liczby 3 i 4. W takim wypadku,
postepujac zgodnie z zasadami zadania, otrzymamy trdjke (5,7,12). Natomiast, gdy wybierzemy liczby
41 5 uzyskamy tréjke (3,9,20). Zauwazmy, ze w obu tych tréjkach jest doktadnie jedna liczba parzysta i
jest ona najwieksza liczbg w trdojce. Zatem wybierajac z takiej trojki dwie liczby nieparzyste uzyskamy
tréjke, w ktorej doktadnie jedna liczba jest nieparzysta. Korzystajac z rozwazan na poczatku zadania
wiemy, ze z takiej trojki nie zbudujemy trojkata prostokatnego.

Wybierajac konsekwentnie liczby réznych parzystosci w kazdym kroku otrzymamy tréjke z doktadnie
jedna liczba parzysta. Korzystajac z nieréwnosci xy > x+y (prawdziwej dla liczb z, y > 2) wnioskujemy,
ze ta liczba bedzie najwigksza liczba w trojce. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze jezeli liczby naturalne a, b
sa nieparzyste, a liczba ¢ jest parzysta, to a +b% = 1 + 1( mod 4), wiec réwnoéé a? + b* = ¢?
by¢ spelniona.

Reasumujac wszystkie rozwazone przypadki otrzymujemy odpowiedz, ze nie jest mozliwe uzyskanie
takiej tréjki, o jaka pytaja w tredci zadania.

nie moze zachodzié, gdyz jedna ze stron tej

nie moze

Zadanie 15 (56 OM etap I, zadanie 8).
Na okregu jest umieszczonych n lampek (kazda moze byé wlaczona albo wylaczona). Wykonujemy serie
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ruchow. W kazdym ruchu wybieramy & kolejnych lampek i zmieniamy ich stan: wytaczone wtaczamy,
a wlaczone wylaczamy (liczba k nie zmienia sie w trakcie tego postepowania). Na poczatku wszystkie
lampki sa wylaczone. Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne k < n, dla
ktérych jest mozliwe uzyskanie stanu z dokladnie jedng lampka wtaczona.

Rozwigzanie 15.

10

20

30

Niech k € N bedzie liczba parzysta. Niech ponadto x, oznacza liczbe zapalonych lampek po
wykonaniu n-tego ruchu. Zauwazmy, ze wtedy x1 = k.
Zaloézmy, ze x,—1 jest liczba parzysta. Jezeli wykonujac n-ty ruch wlaczamy a lampek, a wylaczamy
b, to a + b= k. Zatem

Tp =Tp_1t+a—b=x,_1+k—2b.

Poniewaz x,,_1 i k sa liczbami parzystymi, to x,, takze jest liczba parzysta. A stad wnioskujemy, ze
jesli k jest liczba parzysta, to nie jest mozliwe uzyskanie stanu z doktadnie jedna wtaczona lampka.

Zalézmy teraz, ze liczby n i k maja wspélny dzielnik d > 11 pomalujmy lampki cyklicznie uzywajac
d koloréw. Mianowicie ponumerujmy lampki kolejno liczbami od 1 do n poruszajac sie po okregu
w ustalonym kierunku, a nastepnie pomalujmy je uzywajac d koloréow, przy czym jednakowym
kolorem malujemy te lampki, ktérych numery daja z dzielenia przez d taka sama reszte.
Przypu$émy, ze po wykonaniu pewnego ruchu $wieci sie dokladnie s; lampek i-tego koloru (i =
1,2,...,d). W kazdym ruchu zmieniamy stan dokladnie | = k/d lampek i-tego koloru. Jesli
wlaczamy a; lampek i-tego koloru, a b; lampek i-tego koloru wytaczamy, to liczba s; wzrasta o
doktadnie a; — b; =1 — 2b;.

Skoro na poczatku zadna lampka nie jest wlaczona, to po kazdym ruchu liczby s1, 59, ..., sq daja
z dzielenia przez 2 taka sama reszte. Nie jest zatem mozliwe uzyskanie doktadnie jednej lampki
wlaczonej.

Ostatni przypadek, to taki, gdy k jest taka liczba nieparzysta i wzglednie pierwszg z n. Zauwazmy
od razu, ze taki warunek jest réwnowazny réwnosci

NWD(k,2n) = 1.

Korzystajac z algorytmu Euklidesa dla liczb k i 2n otrzymamy, ze istnieje taka liczba catkowita
dodatnia x oraz liczba calkowita nieujemna y, ze

kx — (2n)y = 1. (17)

Wybierzmy blok k kolejnych lampek i zmienmy ich stan na przeciwny. Nastepnie wybierzmy
blok ztozony z k lampek przylegly do poprzedniego i zmieniamy stan tych lampek na przeciwny.
Procedure kontynuujemy poruszajac sie po danym okregu w ustalonym kierunku i wykonujac
tacznie x ruchéw.

Zauwazmy,ze z réownosci (17) wynika, ze stan jednej lampki zmieni si¢ dokladnie 2y +1 razy, a stan
kazdej innej doktadnie 2y razy. W efekcie dokladnie jedna lampka bedzie wlaczona, a pozostate
wylaczone.
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Zadanie 16 (26 OM etap I, zadanie 1).
Na balu byty 42 osoby. Pani A; tanczyla z 7 panami, pani As tanczyla z 8 panami, --- , pani A,
tanczyla, ze wszystkimi panami. Ilu pandéw byto na balu?

Rozwigzanie 16.

Zauwazmy najpierw, ze liczba pan na balu jest réwna n. A zatem liczba panéw jest réwna 42 — n.
Dalej z tresci zadania mozemy wywnioskowaé, ze Pani o numerze k, gdzie 1 < k < n, tanczyla z
k + 6 panami. Stad tez pani o numerze n tanczyta z n + 6 panami. Poniewaz byli to wszyscy panowie
znajdujacy sie na balu, to wystarczy rozwiazaé bardzo prostg réwnosé postaci

42 —n=n-+6.

Przenoszac wszystko na odpowiednie strony otrzymujemy, ze n = 18. A wiec liczba panéw na balu jest
réwna 42 — 18 = 24.

Zadanie 17 (53 OM etap I, zadanie 10).

Dana jest szachownica 2000 x 2000. Na kazdym polu lezy kamien. Wykonujemy nastepujace ruchy: jesli
na pierwszym i trzecim z trzech kolejnych pdl lezacych w jednym wierszu lub kolumnie lezy kamien, to
mozemy oba te kamienie przelozyé na drugie z tych pdl (niezaleznie od tego, czy jaki$§ kamien lezy na
srodkowym polu, i czy ruch oprézni jakiekolwiek pole). Rozstrzygnaé, czy mozna wykonujac takie ruchy
przetozy¢ wszystkie kamienie na jedno pole.

Rozwigzanie 17.

Zalézmy, ze kazde pole szachownicy jest kwadratem o boku dtugosci 1. Umiesémy nasza szachownice
w uktadzie wspolrzednych tak, aby srodek kazdego pola pokrywal sie z pewnym punktem kratowym o
wspOlrzednych ze zbioru {1,2,...,2000}. Dzieki temu kazdemu polu szachownicy przypisujemy pare
wspélrzednych ze zbioru {1,2,...,2000}. Kamieniom lezacym odpowiednio na polach o wspéirzednych

(z1,91), (T2,Y2), -, (T20002+ Y20002) Przypisujemy pare liczb

g (331 + T2+ .+ Topp02 Y1 HY2t+ ...+ y20002>
20002 ’ 20002 ’
ktora jest érodkiem ciezkosci zbioru wszystkich kamieni. Zauwazmy, ze wykonujac ruchy zgodnie z
trescig zadania nie zmienimy potozenia punktu S. Stad wniosek, ze gdyby udalo sie przelozyé wszystkie
kamienie na jedno pole, to pole to musialoby pokrywaé sie z punktem S odpowiadajacym kamieniom
znajdujacym sie w polozeniu wyjsciowym. A wiec o wspélrzednych (1000, 5; 1000, 5). Nie jest to mozliwe,
gdyz wspélrzedne srodkéw wszystkich pél szachownicy sa liczbami ze zbioru {1,2,...,2000}. Zatem
wykonujac ruchy zaproponowane w zadaniu nie mozna przetozyé¢ wszystkich kamieni na jedno pole.

Zadanie 18 (37 OM etap III, zadanie 5).
W turnieju szachowym uczestniczy 2n (n > 1) zawodnikéw, przy czym kazdych dwéch sposréd nich
rozgrywa miedzy sobg co najwyzej jedna partie. Dowiesé, ze taki przebieg rozgrywek, w ktérym zadna
tréjka uczestnikéw nie rozgrywa trzech partii miedzy soba jest mozliwy wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
wszystkich partii rozegranych w turnieju nie przekracza n?.
Rozwigzanie 18.

Wybierzmy gracza A, ktéry rozegral najwigcej gier. Niech k bedzie liczba gier rozegranych przez
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gracza A iniech S bedzie zbiorem graczy, z ktérymi gracz A gral. Niech ponadto T bedzie zbiorem tych
graczy, z ktérymi gracz A nie gral. Oczywiscie zbiér T' ma 2n — k — 1 elementow.

Zauwazmy, ze gracze ze zbioru S nie grali ze soba. Gdyby bowiem gracze B,C € S grali ze soba, to
razem z graczem A tworzyliby tréjke graczy, ktorzy rozegrali ze sobg wszystkie trzy mecze. Zatem w
kazdym meczu musial uczestniczyé gracz A lub ktéry$ z graczy ze zbioru T'. Kazdy z tych graczy rozegral
jednak co najwyzej k gier. Stad wniosek, ze liczba wszystkich gier jest nie wigksza od k+ (2n—k—1) -k
i musimy udowodni¢ nastepujaca nieréwnosé

k4 (2n—k—1)-k<n?
Przeksztatcamy te nieréwno$é w sposdb réwnowazny
k+2nk — k* — k < n?

onk — k* < n?
0< n? — 2nk + k>
0<(n—k)>
Ostatnia nieréwno$¢ jest oczywiscie prawdziwa, co konczy dowodd prawdziwosci zadania.

Zadanie 19 (43 OM etap I, zadanie 9).
Dowiesé, ze wsréd dowolnych n + 2 liczb catkowitych istniejg takie dwie, ktérych suma lub réznica dzieli
sie przez 2n.

Rozwigzanie 19.

Oznaczmy rozwazane liczby przez aq,as, ..., an4+2 i niech r; bedzie reszta z dzielenia a; przez 2n.
Jezeli wéréd tych reszt istniejg jakie$ dwie réwne reszty, np. r; = r; dla pewnych 1, j takich, ze i # j, to
woéwcezas roznica a; — a; dzieli si¢ przez 2n i konczy to nasze zadanie.

Zalézmy zatem, ze reszty r; sa réznymi elementami zbioru {0,1,2,...,2n — 1}. Co najmniej n spoéréd
tych reszt jest rézna od 0 i od n. Zmieniajac w razie potrzeby numeracje mozemy przyjac

1,72, .y € {0,1,2,..,2n — 1}\{0,n} = {1,2,...,n—1}U{n+1,n+2,...,2n—1} =
= {1,2n—-1}U{2,2n—-2}U..U{n—-1,n+1}

Mamy wiec n réznych liczb r; rozmieszczonych w sumie n — 1 rozlacznych zbioréw A; = {j,2n — j}
( €{1,2,...,n —1}). Korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta otrzymujemy, ze co najmniej dwie z
nich nalezg do tego samego zbioru A;. Ich suma jest réwna 2n, czyli dzieli si¢ przez 2n.

Zadanie 20 (24 OM etap I, zadanie 12).

W klasie, w ktorej jest n uczniéw, urzadzono mikotajki. Kazdy uczen losuje nazwisko osoby, ktérej ma
kupié prezent, zatem uczen A; kupuje prezent uczniowi As, As kupuje prezent As, ..., A kupuje prezent
Ay, gdzie 1 < k < n. Zakladajac, ze wszystkie wyniki losowan sg jednakowo prawdopodobne, obliczyé
prawdopodobienistwo tego, ze k = n.

Rozwigzanie 20.
Zauwazmy najpierw, ze w wyniku dowolnego losowania kazdy uczen wylosowuje pewnego ucznia tej
samej klasy (moze si¢ réwniez okazaé, ze siebie samego), a takze rézni uczniowie wylosowuja roznych
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uczniéw. Stad wynik kazdego losowania okre$la pewne wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie (permu-
tacje) zbioru wszystkich uczniéw tej klasy na siebie. Z drugiej strony mozemy zinterpretowaé to tak, ze
kazda permutacja jest wynikiem pewnego losowania. Wobec tego liczba zdarzen elementarnych réwna
jest liczbie permutacji zbioru n-elementowego, czyli n!.

Zdarzenie uznamy za sprzyjajace, gdy pewien uczen U; wylosuje jednego z pozostatych n—1 uczniéw,
ktérego oznaczymy przez Us i dalej, gdy uczen Us wylosuje jednego z n—2 uczniéw réznych od Uy oraz Us,
oznaczymy go przez Us, ..., wreszcie, gdy uczen U,_1 wylosuje ucznia U, réznego od Uy, Us ..., Up_1.
Wiemy, ze uczen U; moze wylosowaé ucznia réznego od siebie na n — 1 sposobéw, uczen Us moze wylo-
sowaé ucznia réznego od Uj i siebie na n — 2 sposobow itd. Stad ilos¢ zdarzen sprzyjajacych jest rowna
(n—1)(n—2)...2-1=(n—1). Zatem prawdopodobiefistwo tego, ze k = n, wynosi

(n—1)! (n—1)! 1

n' n-(n—1) n’

Zadanie 21 (ZM).

Na pewnej wyspie zyje 17 kameleonéw czerwonych, 15 zielonych i 13 niebieskich. Gdy spotkaja sie dwa
kameleony réznie zabarwione, oba zmieniaja kolor na ten trzeci. Czy moze sie zdarzy¢, ze po pewnym
czasie wszystkie kameleony beda jednakowego koloru?

Rozwigzanie 21.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

x - ilo§¢ spotkan kameleonéw czerwonych z niebieskimi (zauwazmy, ze podczas takiego spotkania po-
wstaja 2 kameleony zielone);

y - ilog¢ spotkan kameleonéw czerwonych z niebieskimi (w takim ukladzie otrzymamy 2 kameleony nie-
bieskie);

z - ilo§¢é spotkan kameleonéw zielonych z niebieskimi (na tym spotkaniu powstaja 2 kameleony czer-
wone).

Widzimy od razu, ze zmienne x,y,z € N oraz laczna iloé¢ kameleonéw jest réwna 17 + 15 + 13 = 45.
Aby otrzymadé rozwigzanie zadania musimy rozwazy¢ uktady réwnan

17—z —y+22z =45

5—y—z+2x =0 (18)
13—2z—2+2y

lub
17—z—-y+2z =0
15—y—z+2r =45 (19)
13—2z—2z+2y =0

lub

17"—2z—y+22z =0
5—y—z+2x =0 (20)
1B3—2z—24+2y =45

Po przeniesieniu w kazdym z ukladow liczb na prawa strone oraz jednakowym uporzadkowaniu liter
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otrzymamy

—r—y+2z =28
2e—y—z =-15 (21)
—r+2y—z =-13

lub
—r—y+2z =-17
2e—y—2z =30 (22)
—r4+2y—z =-13

lub
—r—y+2z =-17
2e—y—2z =-15 (23)
—z4+2y—z =32

Mozemy zapisa¢ to rownowaznie w nastepujacej postaci

r |y | z |réw. (21) | réw. (22) | row. (23)

-1|-1| 2 28 —-17 —-17
2 | -1]-1 —15 30 —15
-1 2 |-1 —-13 —-13 32

Dodajac I i I1 wiersz do 111 mamy

x |y | z |réw. (21) | réw. (22) | réw. (23)

—1]-1]| 2 28 —-17 —-17
010710 0 0 0
-1 2 |-1 —-13 —-13 32

Nastepnie odejmujac od I wiersza I11 otrzymamy

‘ x ‘ Y ‘ z ‘ réw. (21) ‘ réw. (22) ‘ réw. (23) ‘
0|-3]3 41 —4 —49
-1 2 | -1 —-13 —-13 32

Dzielac I wiersz przez 3, a potem dodajac go do 111 uzyskamy

‘ T ‘ Yy ‘ ‘ réw. (21) ‘ réw. (22) ‘ réw. (23) ‘
-1, 110 3 _%3 4737
Zatem z uktadu réwnan (21) mamy
—y+z =4
{fﬂﬂ/ =3

co daje nam sprzecznosé z tym, ze x,y, 2 € N. Z kolejnego uktadu réwnan otrzymamy
—y+z = —%
—r+y = —47)3
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Zatem znowu sprzecznosé, gdyz x,y, z € N. Ostatnie rownanie bedzie postaci

-y +z :—4—??
—r+y =3

Taka sama sprzecznosé, co w poprzednich dwoch przypadkach. Podsumowujac nasze rozwazania stwier-
dzamy, ze nie jest to mozliwe by po pewnym czasie wszystkie kameleony byty jednakowego koloru.

Zadanie 22 (9 OMJ zawody I stopnia, zadanie 7).

Czy kwadrat o wymiarach 2013 x 2013 mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 3 w taki sposéb,
aby liczba prostokatéw utozonych pionowo réznita sie o 1 od liczby prostokatow utozonych poziomo?
Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie 22.
Zal6ézmy, ze kwadrat o wymiarach 2013 x 2013 mozna podzieli¢ na prostokaty o wymiarach 1 x 3 w
taki sposéb, jak w tresci zadania. Y.aczna ilos¢ wszystkich takich prostokatow jest rowna

2013 - 2013

= 1350723.
3

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze liczba prostokatéow utozonych pionowo jest wigksza i wynosi
ona wowczas 675362.

Pomalujmy kolumny rozwazanego przez nas kwadratu na przemian kolejno na czerwono, zielono i
niebiesko. Poniewaz liczba 2013 jest podzielna przez 3, wiec pdl (kwadratéw jednostkowych) kazdego
koloru jest tyle samo. Zauwazmy, ze kazdy prostokat ulozony poziomo pokrywa jedno pole czerwone,
jedno zielone i jedno niebieskie. A zatem wszystkie poziome prostokaty pokrywaja tyle samo pél kaz-
dego z trzech kolorow. Stad wynika, ze pionowe prostokaty réwniez musza pokry¢ tyle samo pdl kazdego
koloru.

Skoro wiemy, ze kazdy prostokat utozony pionowo pokrywa trzy pola tego samego koloru, to mo-
zemy wszystkie pionowe prostokaty podzieli¢ na trzy grupy: prostokaty czerwone, prostokaty zielone i
prostokaty niebieskie. Poniewaz w sumie pokrywaja one tyle samo pél kazdego z tych koloréw, to grupy
te maja po tyle samo elementéw. Jednakze liczba 675362 nie dzieli sie przez 3. Otrzymujemy wiec
sprzeczno$é i tym samym zakonczenie zadania.

Przedstawimy teraz trzy zadania, w ktérych bedziemy korzystali z lematu Burnside’a. W zwiazku z
tym wprowadzimy na poczatku kilka poje¢ potrzebnych do zrozumienia treéci zadan oraz ich rozwigzan.

Definicja 1.1 (Dzialanie grupy na zbiorze).
Odwzorowanie * takie, ze G x X > (g,z) — g¢g(z) € X nazywamy dzialaniem grupy na zbiorze, gdy
spelnia nastepujace warunki

1. g(h(z)) = (g x h)(x) dla kazdych g,h € G,z € X;
2. e(x) = z dla kazdego = € X.
Definicja 1.2 (Orbita i zbiér punktéw stalych).

Zatézmy, ze grupa G dziala na zbiorze X. Wowczas
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e orbita elementu x € X nazywamy zbiér < x >g:= {g(z) € X : g € G};
e zbiorem punktéw statych jest Flixg := {z € X : g(x) = x}.

Lemat 1.3 (Lemat Burnside'a).
Niech grupa G dziala na zbiorze X. Niech ponadto X/G bedzie zbiorem orbit. Wowczas liczba orbit jest
sredniq arytmetyczng liczby punktow stalych © wyraza sie wzorem

ZgEG ‘leg‘

X/G| =
X/6] = =0

Zadanie 23 (ZM).

Rozwazmy szklana plytke z zaznaczonymi na niej dziewiecioma punktami w kolorach czarnym lub bia-
tym, sze$¢ na zewnetrznym okregu, trzy na wewnetrznym, w réwnych odstepach od siebie. Ile jest
istotnie réznych takich ptytek?

Rozwigzanie 23.
Ponizsza ilustracja przedstawia jak wyglada plytka z naszego zadania

My jednak w celu rozwiazania zadania rozwazymy sze$ciokat symbolizujacy powyzsza plytke z ozna-
czonymi wierzchotkami nastepujacej postaci

S_A

gdzie Su, Sp, Sc oznaczaja symetrie wzgledem odpowiednich wierzchotkéw trojkata ABC. Zauwazmy
od razu, ze zbidr wszystkich mozliwych pokolorowan wierzchotkéw 1, ...,6, A, B.C ma moc réwna

|X| =2
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Rozwazmy grupe G = (Oge, O1200, O2400, 5S4, SB, Sc’). Moc takiej grupy jest réwna 6. Rozpiszmy kazdy
z jej elementéw i policzmy ilosé punktéw statych.

-ooo:@ (A A 2>:<A><B><C><1>...<6>
|Fizo,.| = 2°

e W tym punkcie rozpiszemy jedynie O1290, gdyz wystarczy nam to do obliczenia [Fizo,,.| oraz
|Fi20,,00 |

A B C 1 2

B C A 3 4

|Fizo,,0 | = 2% = |Fizo,,.|

345 6
O120° = 5 6 1

2) — (ABC)(135)(246)

e W tym punkcie rozpiszemy jedynie S4, gdyz wystarczy nam to do obliczenia |Fixg, |, |Fizgs,| oraz
|Fi$SC‘
A B C 1 2 3 456
Sp = (A C B 916 5 4 3> = (A)(BC)(12)(36)(45)

|Fizg,| = 2° = |Fizs,| = |Fizs,|

Ilos¢ réznych orbit w grupie izometrii wyznacza ilos¢ istotnie réznych szklanych plytek. Zatem na mocy

lematu Burnside’a mamy
29+2.254+3.2°
X/Gl = = - T2 o,

Zadanie 24 (ZM).

Ile jest istotnie réznych karuzel z dziewiecioma konikami kazdy w kolorze biatym lub czarnym, ustawio-
nymi w dwa rzedy: szes¢ konikow w zewnetrznym okregu, trzy w wewnetrznym, w réwnych odstepach
od siebie?

Rozwigzanie 24.

Na poczatku zauwazmy, ze rysunek przedstawiajacy karuzele z konikami bedzie identyczny, jak ry-
sunek szklanej pltytki z poprzedniego zadania. Natomiast w tym zadaniu rozwazany przez nas szesciokat
symbolizujacy naszg karuzele bedzie pozbawiony osi symetrii. Zatem bedzie nastepujacej postaci

5 4
C B
6 3
A
1 2

Zbiér wszystkich mozliwych pokolorowan wierzchotkow 1,2, ...,6, A, B, C' ma moc

‘X‘ = 297
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gdyz na kazdy z dziewieciu wierzchotkéw przypadaja dwa kolory. Rozwazmy grupe obrotow G =
(Oge, O1200, O2400 ), ktérej moc jest réwna 3. W tym przypadku zajmujemy sie tylko takimi elemen-
tami, dlatego, ze mamy istotnie rozne karuzele, a ponadto chcemy, aby tréjkat znajdowal sie zawsze
w dobrym ultozeniu. Podobnie, jak w poprzednim zadaniu rozpiszmy kazdy z elementéw grupy G i
policzmy ilo$¢ punktow statych.

.O_AB01234
“~\Aa B C 12 3 4
|Fizo,.| = 2°

5 6
5 6) = (A)(B)(C)(1)...(6)

e W tym punkcie znowu wystarczy rozpisaé¢ jedynie O1990, gdyz dzigki temu obliczymy jednoczesnie
|Fiz0,,00| oraz |[Fizo,,, |
Olgoo:A30123456

B C A3 4561 2

|Fizo,,0 | = 2° = |Fizo,,,.|

) — (ABC)(135)(246)

Tlo§¢ réznych orbit w grupie obrotéw wyznacza iloéé¢ istotnie réznych karuzel. Zatem na mocy lematu

Burnside’a mamy

29 +2.23
| X/G| = % — 176.

Zadanie 25 (ZM).
Ile jest istotnie réznych naszyjnikéw z zapieciem z czterema kamieniami szlachetnymi k rodzajéw?

Rozwigzanie 25.
Rozwazmy kwadrat symbolizujacy naszyjnik z zapinka, ktory jest nastepujacej postaci

zapinka

Zbiér wszystkich mozliwych pokolorowan k kolorami wierzchotkéw powyzszego kwadratu ma moc
|X| = k™.

Poniewaz nasz naszyjnik ma zapinke, to rozwazymy grupe G = (S}, S, S/, 5\, 00 ), ktérej moc jest
rowna 5. Rozpiszmy teraz poszczegdlne elementy grupy G oraz iloSci ich elementéw statych.

1 2 3 4
° Ooo == 1 2 3 4> - (1)(4)
|Fixooo| = k4

23



e W tym punkcie rozwazymy jedynie S|, gdyz wystarczy nam to do obliczenia ilosci elementéw
statych S| oraz S

(12 3 4
43 21

|Fi335|| =k% = |FZCL‘57‘

S| ) = (14)(23)

e Pozostalo rozwazy¢ symetrig S, i to wystarczy, aby obliczy¢ ilos¢ elementéw stalych S, oraz S\
1 2 3 4
S/ - (3 2 1 4) - (13)(2)(4)
|[Fizg,| = k3 = |Fizsg, |

Na mocy lematu Burnside’a otrzymujemy, ze istotnie réznych naszyjnikow z zapieciem z czterema ka-
mieniami szlachetnymi k rodzajéw mamy

Er 42 k342 k2

X/G| =
X/l .
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Zadanie 26 (50 OM etap I zadanie 11).

W urnie znajduja sie dwie kule: biata i czarna. Ponadto mamy do dyspozycji 50 kul biatych i 50 kul
czarnych. Wykonujemy 50 razy nastepujaca czynnosé: losujemy z urny kule, a nastepnie wrzucamy ja z
powrotem do urny oraz dokladamy jedna kule tego samego koloru, co wylosowana kula. Po zakonczeniu
tych czynnosSci mamy wiec w urnie 52 kule. Jaka liczba kul biatych znajdujacych sie w urnie jest
najbardziej prawdopodobna?

Rozwigzanie 26.
Rozpoczniemy od rozpisania drzewka mozliwych zdarzen wraz z ich prawdopodobienstwami dla pierw-
szych 2 losowan.

biala
czarna
2 biale, biala,
czarna 2 czarne
3 3 biale, 1 Zbiale, biata,
= czarna i 2czarne 3 czarne
4 4
4 biale, 3 biate, 2 biale, biata,
czarna B e 3 czarne 4 czarne

Po przeanalizowaniu drzewka nabieramy podejrzen, ze wszystkie zdarzenia w kolejnych krokach sa
jednakowo prawdopodobne, a ich prawdopodobienstwa wynosza

1
iloé¢ kul w urnie — 1°

Aby w n + 1 kulach, k kul bylo bialych, to w n kulach k kul musialo byé bialych i wylosowaliSmy
czarng lub w n kulach k& — 1 kul byto biatych i wylosowaliémy kule biala. Prawdopodobienistwo, ze
jezeli w urnie jest n + 1 kul (po n — 1 losowaniach) to dokladnie k& kul jest bialych wyraza sie wzorem
rekurencyjnym

—k kE—1
P(k,n+1) = P(k,n) + P(k—1,n).
L L
prawdo. na czarng prawdo. na biala
Uzywajac indukeji udowodnimy, ze zgodnie z naszymi przypuszczeniami P(k,n) = ﬁ (zalozenie

indukcyjne). Na poczatku mamy dwie kule w urnie z czego dokladnie 1 jest biala, tak wiec spelniony
jest pierwszy krok indukcyjny



SprawdZzmy, co sie dzieje dla n 4+ 1 kul w urnie. Zgodnie z naszym wzorem rekurencyjnym mozemy
napisaé

—k k—1 zal ind.
Plkn+1) = ”n P(k,n) + =—=P(k —1,n) Lind
_ n—k 1 +k—1 r
N n n—1 n n—1
_ n—k+k-1 I
- n n—1

n—1 1
n n—1

1
o

Tak wiec P(k,52) = 5—11 Zatem kazda ilos¢ kul biatych po 52 losowaniach ma to samo prawdopodobien-
stwo.

Zadanie 27 (55 OM etap I zadanie 5).
Dla liczb catkowitych dodatnich m,n niech N(m,n) oznacza liczbe m wyrazowych ciagéw niemalejacych
o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n}. Udowodnij, ze N(m,n+1) = N(n,m + 1).

Rozwigzanie 27.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

(i) A - m wyrazowe ciagi niemalejace ze zbioru {1,2,...,n+ 1};
(ii) B - n wyrazowe ciagi niemalejace ze zbioru {1,2,...,m + 1}.

Dalej zdefiniujmy funkcje f : A — B wzorem

f((al,al, v ,am)) = (bl,bg, .. .,bn),

gdzie by = 1+ ilo$¢ wyrazéw (aq,as, .. .,ay) mniejszych réwnych [. Poniewaz wyrazéw mniejszych réw-
nych od indeksu pewnego ustalonego ! moze by¢ od 0 do m, to (b1,be,...,b,) jest ciagiem elementéw
ze zbioru {1,2,...,m + 1}. Ponadto (b1, ba,...,b,) jest ciagiem niemalejacym, bo wszystkie wyrazy
mniejsze rowne [ + 1 sa mniejsze rowne [. Tak wiec funkcja f jest dobrze okreslona.

Sprawdzmy teraz réznowartosciowosé funkcji f. Ustalmy (ai,ad,...,al) # (a?,d3,...,a2,). Stad
mamy, ze istnieje k € {1,2,...,m} takie, ze a}. # ai. Niech k* = min{k € {1,2,...,m} : a # ai}.
Mozemy zalozyé, ze aj. < ai.. To implikuje, ze bclzl* > bzi Tak wiec (b}, b3,...,bL) # (b2,03,...,b2),
gdzie (b1,b3...,0L) = f((al,ad,... al)) oraz (b3,b3,...,02) = f((a?,a3,...,ad2)).

Udowodniona wyzej réznowartosciowos$é funkeji f implikuje, ze |A| < |B].

Poniewaz nie postulowaliémy zadnej zalezno$ci pomiedzy m i n, mozemy powtérzyé¢ rozumowanie

zamieniajac rolami te dwie liczby i otrzymamy w ten sposoéb, ze |B| < |A|. Co dowodzi, ze |A| = |B].

Zadanie 28 (59 OM etap I zadanie 7).

W n - osobowym stowarzyszeniu dziala 2" — 1 komisji (kazdy niepusty podzbiér zbioru czlonkéw komisji
tworzy komisje). W kazdej komisji nalezy wybraé¢ przewodniczacego. Wymagany jest przy tym warunek:
jezeli komisja C' jest taka, ze C' = AU B, to przewodniczacy komisji C jest tez przewodniczacym co
najmniej jednej z komisji A lub B. Wyznacz liczbe mozliwych wyboréw przewodniczacych.
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Rozwigzanie 28.

Wykazemy, ze wybdr prezeséw komisji jest rownoznaczny z wybraniem pewnej permutacji ze zbioru
n-elementowego. Przez X oznaczmy komisje skladajaca sie ze wszystkich cztonkéw. Przypuséémy, ze
wybraliémy prezeséw wszystkich komisji. Ponumerujmy cztonkéw komisji w nastepujacy sposéb.
x1 - prezes komisji X;
x9 - prezes komisji X \ {z1};
x3 - prezes komisji X \ {x1,x2};

xy, - prezes komisji X \ {z1,zo,...,xn_1}.

Ciag (x1,2,...,T,) tworzy permutacje zbioru {1,2,...,n}. Ustalmy pewna permutacje zbioru n-
elementowego (z1,%2,...,x,). Dla ustalonej komisji C' prezesem komisji mianujemy x,, = min{zy :
T € C}.

Oznaczmy przez X,, zbiér elementéw X mniejszych od x,,. Oczywiscie, jesli z,, jest prezesem komisji
C, to X;, N A = (). Zauwazmy, ze jezeli C = AU B dla pewnych komisji A i B, to

(i) &y € A lub z, € B oraz

(i) XmNA=0= X,,NnA=0=BnNX,,, coméwi nam , ze w kazdej z tych komisji nie ma elementu
mniejszego od x,,. Tak wiec x,, jest prezesem komisji A lub B.
Te dwie metody wyboru sa funkcjami réznowarto$ciowymi. Zatem wybér prezeséw komisji jest
réwnoznaczny z wybraniem pewnej permutacji ze zbioru n-elementowego. A stad wnioskujemy, ze ilos¢
mozliwych komisji, to n!.

Zadanie 29 (27 OM etap 3 zadanie 5).

Statek towi ryby na wodach terytorialnych obcego panstwa, nie majac na to pozwolenia. Kazde zarzu-
cenie sieci przynosi poléw tej samej wartoéci. Prawdopodobienstwo przechwycenia statku przez straz
wynosi % dla pewnego ustalonego & € N. Zakltadamy, ze prawdopodobienstwo ztapania statku przy
kolejnycm zarzuceniu sieci jest niezalezne od dotychczasowego przebiegu potowu. W razie przechwyce-
nia przez statku straz graniczna, cato$é¢ dotychczas ztowionych ryb ulega konfiskacie i dalszy poléw jest
niemozliwy. Kapitan planuje powrdét po n-tym zanurzeniu sieci. Znalezé liczbe n przy ktérej wartosé
oczekiwana zysku jest najwigksza.

Rozwigzanie 29.
Oznaczmy przez w zysk podczas kazdego polowu. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze statek nie
zostanie przychwycony przy pewnym zarzuceniu sieci jest rowne

b
-

Zdarzenia polegajace na ztapaniu lub niezlapaniu statku przy kolejnym zarzuceniu sieci sa niezalezne,
wiec prawdopodobienstwo zdarzenia, ze przy n-krotnym zarzucaniu sieci statek nie zostanie przychwy-

cony, jest rowne
1 n
1——] .
(1-%)

Stad warto$¢ oczekiwana zysku przy n-krotnym zarzucaniu sieci jest rowna

f(n) =nw- (1—2)n+0'(1— (1—2)n).
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Tak wiec chcemy znalezé dla jakiego n funkcja f jest najwieksza. Rozwazmy zatem kiedy funkcja f jest
rosnaca, a kiedy malejaca. Ze wzoru na wartos¢ oczekiwang otrzymujemy

1

fln+1) = wn+1) (1 - k)”“ _

(-2 () )

kn
Nierownosé _
T G
kn

jest rownowazna nieréwnosci

(k—1)—n>0,
czyli

n<k-—1.

Otrzymujemy wiec:

fln+1) > f(n)dlan=1,2,...,k—2,

fln+1)=f(n)dlan=Fk-1,

f(n+1) < f(n)dlan=Fkk+1,...

Stad najwieksza warto$¢ oczekiwang mamy dlan =k —2 oraz n =k — 1.

Zadanie 30 (33 OM etap II zadanie 6).

Dany jest taki skonczony zbiér B punktow przestrzeni, ze kazde dwie odleglosci miedzy punktami tego
zbioru sg rézne. Kazdy punkt zbioru B laczymy odcinkiem z najblizszym mu punktem zbioru B.
Otrzymamy w ten sposéb zbiér odcinkéw, z ktérych jeden (dowolnie wybrany) malujemy na czerwono,
wszystkie pozostate odcinki malujemy na zielono. Dowieéé¢, ze istnieja takie dwa punkty zbioru B,
ktorych nie mozna potaczyé tamana ztozona z odcinkéw pomalowanych na zielono.

Rozwigzanie 30.

Niech odcinek AjAs bedzie pomalowany na czerwono. Przypusémy, ze istnieje tamana zlozona z
odcinkéw zielonych laczaca punkty A; i As. Woéwezas istniejg punkty As,..., A, bedace kolejnymi
konicami odcinkéw tworzacych te tamana.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenie
A; — Aj; - elementem zbioru B najblizszym punktowi A; jest A;.
Z tego, ze narysowany jest odcinek A;A; wynika, ze A; — A; albo A; — A;. Wobec zalozenia, ze kazde
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dwie odleglosci miedzy punktami zbioru B sg rézne, nie moze dla k # j zachodzi¢ jednocze$nie A; — A;
oraz A; — Ap. Wynika stad, ze musi by¢ albo

A1 — AQ,AQ — Ag,...,An_l — An,An — Al
albo
Al — An,An — An_l,...,A:; — AQ,AQ — Al.

W obu przypadkach odlegtosci kolejnych punktéw spelnialyby odpowiednio sprzeczne nieréwnosci po-
staci

A1A2 > A2A3 > .. ‘An—lAn > AnAl > A1A2

lub
A1Ay < AsAs < ... < Ap_1A, < ALAL < A As.

Wobec tego punkty tworzace odcinek czerwony nie moga by¢ potaczone tamana ztozong z odcinkéw
zielonych.
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