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1. Nierówno±ci

Zadanie 1. (9 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 9)
Udowodni¢, »e dla a, b, c, d > 0 zachodzi nierówno±¢

1

a+ b+ c
+

1

a+ b+ d
+

1

a+ c+ d
+

1

b+ c+ d
≥ 16

3(a+ b+ c+ d)
.

Rozwi¡zanie:

Przyjmijmy oznaczenia
x := b+ c+ d,

y := a+ c+ d,

z := a+ b+ d

oraz
u := a+ b+ c.

Wtedy
a(a+ b+ c+ d) = x+ y + z + u

i wyra»enie, które nale»y udowodni¢ ma posta¢

1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

u
≥ 16

x+ y + z + u
,

przy czym x, y, z, u > 0.
Zauwa»my, »e dla m,n > 0 mamy

1

m
+

1

n
≥ 4

m+ n
.

Istotnie

1

m
+

1

n
=
m+ n

mn
=

(m+ n)2

mn(m+ n)
≥ 4mn

mn(m+ n)
=

4

m+ n
.

Zatem
1

x
+

1

y
≥ 4

x+ y
oraz

1

z
+

1

u
≥ 4

z + u
.

St¡d
1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

u
≥ 4
( 1

x+ y
+

1

z + u

)
.
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Stosuj¡c znan¡ nam wªasno±¢ jeszcze raz do prawej strony nierówno±ci
mamy

1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

u
≥ 4
( 4

x+ y + z + u

)
=

16

x+ y + z + u
.

Zadanie 2. (5 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 4)
Znale¹¢ warto±¢ x speªniaj¡c¡ nierówno±¢

√
x−
√
x− a > 2,

gdzie a jest dan¡ liczb¡ dodatni¡.
Rozwi¡zanie:

Przypu±¢my, »e x speªnia
√
x−
√
x− a > 2, wtedy x ≥ a oraz

√
x >
√
x− a+ 2

i
x > (

√
x− a+ 2)2 = x− a+ 4

√
x− a+ 4,

a tak»e √
x− a < a− 4

4
.

Z ostatniej nierówno±ci wynika, »e a > 4 oraz

x− a <
(a− 4

4

)2
,

a st¡d

x <
(a− 4

4

)2
+ a

lub
x <

(a+ 4

4

)2
.

Je±li wi¦c x speªnia
√
x−
√
x− a > 2, to a > 4 oraz a ≤ x <

(
a+4
4

)2
.

Odwrotnie je±li speªniony jest powy»szy warunek to zachodzi
√
x−
√
x− a > 2.

Zadanie 3. (4 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 7)
Udowodnij, »e dla n ∈ N, n > 2 zachodzi nierówno±¢

2
1
2n(n−1) > n!.

Rozwi¡zanie:

Prowadzimy dowód indukcyjny. Dla n = 3 mamy

2
3
2 (3−1) = 8 > 6 = 3!.
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Zaªo»enie indukcyjne
2

1
2k(k−1) > k!.

Wtedy
2

1
2k(k+1) = 2

1
2k(k−1)+k = 2

1
2k(k−1)2k,

a dalej
2

1
2k(k−1)2k > k!2k > k!(k + 1) = (k + 1)!,

dla k ∈ N, k > 2. Na mocy indukcji matematycznej wykazali±my nie-
równo±¢.

Zadanie 4. (3 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 6)
Udowodni¢, »e dla u, v, w ≥ 0 zachodzi nierówno±¢

u3 + v3 + w3 ≥ 3uvw.

Rozwi¡zanie:

Je»eli które± z u, v, w jest równe 0 to nierówno±¢ zachodzi, poniewa»
prawa strona jest równa zero, a lewa jest nieujemna.
Niech u, v, w > 0.
Rozªó»my u3 +v3 +w3 na czynniki. W tym celu przeksztaªcimy sze±cian
sumy liczb u, v, w w nast¦puj¡cy sposób:

(u+ v + w)3 = (u+ v)3 + 3(u+ v)2w + 3(u+ v)w2 + w3

= u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 + 3u2w + 6uvw +

+ 3v2w + 3uw2 + 3vw2 + w3

= u3 + v3 + w3 − 3uvw + (3u2v + 3uv2 + 3uvw) +

+ (3v2w + 3vw2 + 3uvw) + (3u2w + 3uw2 + 3uvw)

= u3 + v3 + w3 − 3uvw + 3uv(u+ v + w) +

+ 3vw(u+ v + w+) + 3wu(u+ v + w)

= u3 + v3 + w3 − 3uvw + 3(u+ v + w)(uv + vw + wu).

St¡d

u3 + v3 + w3 − 3uvw = (u+ v + w)3 − 3(u+ v + w)(uv + vw + wu)

= (u+ v + w)[(u+ v + w)2 − 3(uv + vw + wu)]

= (u+ v + w)(u2 + v2 + w2 − uv − vw − wu)

=
1

2
(u+ v + w)(2u2 + 2v2 + 2w2 − 2uv − 2vw − 2wu)

=
1

2
(u+ v + w)[(u− v)2 + (v − w)2 + (w − u)2].
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Poniewa» (u + v + w) > 0 oraz [(u − v)2 + (v − w)2 + (w − u)2] ≥ 0,
wi¦c

u3 + v3 + w3 − 3uvw ≥ 0,

a st¡d
u3 + v3 + w3 ≥ 3uvw.

Zadanie 5. (51 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 3, seria 1)
Suma liczb dodatnich a, b, c wynosi 1. Udowodnij, »e

a2 + b2 + c2 + 2
√

3abc ≤ 1.

Rozwi¡zanie:

Skoro
a+ b+ c = 1,

to wystarczy wykaza¢, »e

a2 + b2 + c2 + 2
√

3abc(a+ b+ c) ≤ (a+ b+ c)2.

Przeksztaªcaj¡c otrzymujemy

2
√

3abc(a+ b+ c) ≤ 2ab+ 2ac+ 2bc.

Zatem √
3abc(a+ b+ c) ≤ ab+ ac+ bc.

Podstawiaj¡c
x = bc,

y = ac,

oraz
z = ab,

dostajemy √
3(yz + xz + xy) ≤ x+ y + z.

Wówczas

3(xy + yz + xz) ≤ x2 + y2 + z2 + 2xy + 2xz + 2yz.

Po redukcji wyrazów podobnych mamy

xy + yz + xz ≤ x2 + y2 + z2.
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Mno»¡c nierówno±¢ stronami przez 2 i przenosz¡c wszystkie skªadniki
na jedn¡ stron¦ otrzymujemy

x2 − 2xy + y2 + x2 − 2xz + z2 + y2 − 2yz + z2 ≥ 0.

St¡d
(x− y)2 + (x− z)2 + (y − z)2 ≥ 0,

co jest prawd¡ dla ka»dych liczb rzeczywistych x, y, z i ko«czy zadanie.

Zadanie 6. (57 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 3)
Dodatnie liczby a, b, c speªniaj¡ warunek ab+bc+ca = abc. Udowodnij,
»e

a4 + b4

ab(a3 + b3)
+

b4 + c4

bc(b3 + c3)
+

c4 + a4

ca(c3 + a3)
≥ 1.

Rozwi¡zanie:

Podzielmy równanie ab+ bc+ ca = abc przez abc. Zatem
1

a
+

1

b
+

1

c
= 1.

Podstawiaj¡c za x = 1
a , y = 1

b i z = 1
c mamy, »e

x+ y + z = 1,

a tak»e a = 1
x , b = 1

y i c = 1
z . Stosuj¡c podstawienia policzmy pierwszy

skªadnik nierówno±ci. Wówczas

a4 + b4

ab(a3 + b3)
=

1
x4 + 1

y4

1
xy( 1

x3 + 1
y3 )

=

x4+y4

x4y4

x3+y3

x3y3 ·
1
xy

=

=
x4 + y4

x4y4
· x4y4

x3 + y3
=
x4 + y4

x3 + y3

Analogicznie dla drugiego i trzeciego skªadnika nierówno±ci mamy

b4 + c4

bc(b3 + c3)
=

1
y4 + 1

z4

1
yz( 1

y3 + 1
z3 )

=

y4+z4

y4z4

y3+z3

y3z3 ·
1
yz

=

=
y4 + z4

y4z4
· y4z4

y3 + z3
=
y4 + z4

y3 + z3

i

c4 + a4

ca(c3 + a3)
=

1
z4 + 1

x4

1
zx( 1

z3 + 1
x3 )

=
z4+x4

z4x4

z3+x3

z3x3 · 1
zx

=

=
z4 + x4

z4x4
· z4x4

z3 + x3
=
z4 + x4

z3 + x3
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Z powy»szych przelicze« mamy, »e

x4 + y4

x3 + y3
+
y4 + z4

y3 + z3
+
z4 + x4

z3 + x3
≥ 1.

Poka»emy, »e
x4 + y4

x3 + y3
≥ x+ y

2
.

Mno»¡c obustronnie nierówno±¢ przez wyra»enie 2(x3 + y3) dostajemy

2x4 + 2y4 ≥ x4 + xy3 + x3y + y4.

Przenosz¡c wszystkie skªadniki na jedn¡ stron¦ otrzymujemy

x4 − x3y − xy3 + y4 ≥ 0.

Stosuj¡c metod¦ grupowania wyrazów mamy

x3(x− y)− y3(x− y) ≥ 0.

Równowa»nie
(x3 − y3)(x− y) ≥ 0.

Powy»sza nierówno±¢ jest zawsze speªniona (dla x > y, x < y i x = y).

Analogicznie dla drugiego wyra»enia poka»emy, »e y4+z4

y3+z3 ≥
y+z
2 .

Mno»¡c obustronnie nierówno±¢ przez wyra»enie 2(y3+z3) dostajemy

2y4 + 2z4 ≥ y4 + yz3 + y3z + z4.

Przenosz¡c wszystkie skªadniki na jedn¡ stron¦ otrzymujemy

y4 − y3z − y3z + z4 ≥ 0.

Stosuj¡c metod¦ grupowania wyrazów mamy

y3(y − z)− z3(y − z) ≥ 0.

Równowa»nie
(y3 − z3)(y − z) ≥ 0.

Podobnie dla trzeciego wyra»enia poka»emy, »e z4+x4

z3+x3 ≥ z+x
2 Mno»¡c

obustronnie nierówno±¢ przez wyra»enie 2(z3 + x3) dostajemy

2z4 + 2x4 ≥ z4 + zx3 + z3x+ x4.

Przenosz¡c wszystkie skªadniki na jedn¡ stron¦ otrzymujemy

z4 − z3x− zx3 + x4 ≥ 0.

7



Stosuj¡c metod¦ grupowania wyrazów mamy

z3(z − x)− x3(z − x) ≥ 0.

Równowa»nie
(z3 − x3)(z − x) ≥ 0.

St¡d

x4 + y4

x3 + y3
+
y4 + z4

y3 + z3
+
z4 + x4

z3 + y3
≥ x+ y

2
+
y + z

2
+
z + x

2
=

2(x+ y + z)

2
= 1.

Zadanie 7. (60 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 4)
Udowodnij, »e dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, c za-
chodzi nierówno±¢

4(
√
a3b3 +

√
b3c3 +

√
c3a3) ≤ 4c3 + (a+ b)3 (1)

Rozwi¡zanie:

Skorzystamy z nast¦puj¡cych zale»no±ci i wzorów skróconego mno»enie

x+ y ≥ 2
√
xy, (2)

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3, (3)

(x− y − z)2 = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz + 2yz. (4)

Z (3) mamy

a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = a3 + b3 + 3ab(a+ b) ≥
≥ a3 + b3 + 3ab · 2

√
ab =

= a3 + b3 + 6
√
a3b3

Przeksztaªcaj¡c (1) dostajemy

4c3 + (a+ b)3 − 4(
√
a3b3 +

√
b3c3 +

√
c3a3) ≥ 0.

Równowa»nie

4c3 + a3 + b3 + 6
√
a3b3 − 4

√
a3b3 − 4

√
b3c3 − 4

√
c3a3 ≥ 0.

Wtedy
4c3 + a3 + b3 + 2

√
a3b3 − 4

√
b3c3 − 4

√
c3a3 ≥ 0.

Ostatecznie
(2
√
c3 −

√
a3 −

√
b3)2 ≥ 0.
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Zadanie 8. (58 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 6)
Dodatnie liczby a, b, c, d speªniaj¡ warunek

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
= 4.

Wyka», »e

3

√
a3 + b3

2
+

3

√
b3 + c3

2
+

3

√
c3 + d3

2
+

3

√
d3 + a3

2
≤ 2(a+ b+ c+ d)− 4

Rozwi¡zanie:

Skorzystamy z nierówno±ci

3

√
x3 + y3

2
≤ x2 + y2

x+ y
, (5)

któr¡ udowodnimy.

Zatem
x3 + y3

2
≤ x6 + 3x4y2 + 3x2y4 + y6

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
,

co jest równowa»ne nierówno±ci

(x3 + y3)(x3 + 3x2y + 3xy2 + y3) ≤ 2(x6 + 3x4y2 + 3x2y4 + y6).

Przeksztaªcaj¡c i przenosz¡c wszystkie skªadniki na jedn¡ stron¦ mamy

x6 − 3x5y + 2x4y2 − 2x3y3 + 2x2y4 − 3xy5 + y6 ≥ 0.

Grupuj¡c dostajemy

(x3 − y3)2 − 3xy(x− y)(x3 − y3) ≥ 0,

co jest równowa»nie nierówno±ci

(x3 − y3)(x− y)3 ≥ 0,

co jest zawsze prawd¡ (dla x > y, x < y oraz x = y. Z (5) mamy

a2 + b2

a+ b
+
b2 + c2

b+ c
+
c2 + d2

c+ d
+
d2 + a2

d+ a
≤ 2(a+ b+ c+ d)− 4.

Przeksztaªcaj¡c otrzymujemy

2(a+ b+ c+ d)− 2ab

a+ b
− 2bc

b+ c
− 2cd

c+ d
− 2da

d+ a
≥ 4.
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Wyka»emy, »e

2ab

a+ b
+

2bc

b+ c
+

2cd

c+ d
+

2da

d+ a
≥ 4. (6)

Skorzystajmy z nierówno±ci

x+ y ≥ 4
1
x + 1

y

(7)

któr¡ udowodnimy. Zatem

x+ y ≥ 4xy

x+ y
,

czyli
(x+ y)2 ≥ 4xy.

Ostatecznie
(x− y)2 ≥ 0.

Wówczas pierwszy i trzeci skªadniki (6) z uwzgl¦dnieniem nierówno±ci
(7) daj¡ nast¦puj¡cy rezultat

2ab

a+ b
+

2cd

c+ d
≥ 8

a+b
ab + c+d

cd

=
8

1
a + 1

b + 1
c + 1

d

=
8

4
= 2.

Analogicznie dla drugiego i czwartego skªadnika (6) z uwzgl¦dnieniem
nierówno±ci (7) dostajemy nast¦puj¡cy rezultat

2bc

b+ c
+

2da

d+ a
≥ 8

b+c
bc + d+a

da

=
8

1
a + 1

b + 1
c + 1

d

=
8

4
= 2.

Wykazali±my zatem (6), co ko«czy zadanie.

Zadanie 9. (57 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 10)
Je±li liczby a, b, c ∈ R+ speªniaj¡ warunek ab+ bc+ ca = 3 to

a3 + b3 + c3 ≥ 9.

Rozwi¡zanie:

W rozwi¡zaniu zadania wykorzystamy dwie nierówno±ci. Mamy

a3 + b3 + c3 + 6abc ≤ (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca),

poniewa»

a3 + b3 + c3 − (a2b+ ab2 + b2c+ c2a+ bc2 + ca2) + 3abc ≥ 0
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a(a− b)(a− c) + b(b− c)(b− a) + c(c− a)(c− b) ≥ 0.

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e a ≤ b ≤ c. Wówczas

a(b− a)(c− a) + (c− b)
(
c(c− a)− b(b− a)

)
≥ 0.

Ponadto
(a+ b+ c)2 ≥ 3(ab+ bc+ ca),

poniewa»

a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2ac+ 2bc ≥ 3(ab+ bc+ ca)

a2 + b2 + c2 − ab− ac− bc ≥ 0

2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2ac− 2bc ≥ 0

(a− b)2 + (a− c)2 + (b− c)2 ≥ 0.

Na mocy powy»szych dwóch nierówno±ci oraz zaªo»enia ab+bc+ca = 3

mamy:

a3 + b3 + c3 + 6abc ≥ (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) ≥

≥
√

3(ab+ bc+ ca)(ab+ bc+ ca) =
√

9 · 3 = 9.

Zadanie 10. (68 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 4)
Udowodnij, »e dla t ∈ (0, 1) oraz a, b ∈ R zachodzi nierówno±¢

|a+ (1 + t)b|+ |a+ (1− t)b| ≥ 2t

2 + t
(|a|+ |b|).

Rozwi¡zanie:

Dla dowolnych a, b ∈ R oraz t ∈ (0, 1) mamy

|a+ (1 + t)b|+ |a+ (1− t)b| ≥ |a+ (1 + t)b+ a+ (1− t)b| =

= |a+ b+ tb+ a+ b− tb| = |2a+ 2b| = 2|a+ b| ≥ 2|a| − 2|b|,
gdzie ostatni¡ nierówno±¢ mamy na mocy

|x| = |x+ y − y| ≤ |x+ y|+ | − y|.

Dalej

|a+ (1 + t)b|+ |a+ (1− t)b| = |a+ (1 + t)b|+ | − a− (1− t)b| ≥

≥ |a+ (1 + t)b− a− (1− t)b| = |a+ b+ bt− a− b+ bt| = |2bt| = 2t|b|.
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Przemna»aj¡c pierwsz¡ nierówno±¢ przez t
2+t otrzymujemy

t

2 + t

(
|a+ (1 + t)b|+ |a+ (1− t)b|

)
≥ t

2 + t
2|a| − t

2 + t
2|b|.

Przemna»aj¡c drug¡ nierówno±¢ przez 2
2+t dostajemy

2

2 + t

(
|a+ (1 + t)b|+ |a+ (1− t)b|

)
≥ 2

2 + t
2t|b|.

Dodaj¡c nierówno±ci stronami otrzymujemy

|a+ (1 + t)b|+ |a+ (1− t)b| ≥ 2t

2 + t
(|a|+ |b|).

Zadanie 11. (55 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 4)
Dla a, b, c ∈ R zachodzi nierówno±¢√

2(a2 + b2) +
√

2(b2 + c2) +
√

2(c2 + a2) ≥
≥
√

3(a+ b)2 + 3(b+ c)2 + 3(c+ a)2.

Rozwi¡zanie:

Podnosimy stronami do kwadratu. Wówczas

L = 4(a2 + b2 + c2) + 4
√

(a2 + b2)(b2 + c2)+

+4
√

(b2 + c2)(c2 + a2) + 4
√

(c2 + a2)(a2 + b2)

oraz
P = 6(a2 + b2 + c2) + 6(ab+ bc+ ca).

Redukujemy wyrazy podobne i dzielimy stronami przez 2. Wtedy

2
√

(a2 + b2)(b2 + c2) + 2
√

(b2 + c2)(c2 + a2)+

+2
√

(c2 + a2)(a2 + b2) ≥ a2 + b2 + c2 + 3(ab+ bc+ ca).

Na mocy nierówno±ci
√

2x2 + 2y2 ≥ |x+ y| mamy

2
√

(a2 + b2)(b2 + c2) ≥ |(a+ b)(b+ c)| ≥ b2 + (ab+ bc+ ca).

Analogicznie

2
√

(b2 + c2)(c2 + a2) ≥ c2 + (ab+ bc+ ca)

oraz
2
√

(c2 + a2)(a2 + b2) ≥ a2 + (ab+ bc+ ca).

Sumuj¡c trzy ostatnie nierówno±ci stronami dostajemy

2
√

(a2 + b2)(b2 + c2 + 2
√

(b2 + c2)(c2 + a2+

+2
√

(c2 + a2)(a2 + b2 ≥ a2 + b2 + c2 + 3(ab+ bc+ ca),

co jest równowa»ne nierówno±ci z tre±ci zadania.
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2. Ukªady równa«

Zadanie 12. (48 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Dla ka»dej liczby rzeczywistej a wyznacz liczb¦ uporz¡dkowanych trójek
liczb rzeczywistych (x, y, z) speªniaj¡cych ukªad równa«

x+ y2 + z2 = a

x2 + y + z2 = a

x2 + y2 + z = a

Rozwi¡zanie:

Zastosujmy podstawienie

x = u+
1

2
, y = v +

1

2
, oraz z = w +

1

2
.

Zatem ukªad ma posta¢
u+ 1

2 + v2 + v + 1
4 + w2 + w + 1

4 = a

u2 + u+ 1
4 + v + 1

2 = a

w2 + w + 1
4 + v2 + v + 1

4 + w + 1
2 = a

Równowa»nie 
v2 + w2 + u+ v + w + 1 = a

u2 + w2 + u+ v + w + 1 = a

u2 + v2 + u+ v + w + 1 = a

(8)

Odejmuj¡c pierwsze równanie od drugiego powy»szego ukªadu otrzymu-
jemy v2 − u2 = 0.

Odejmuj¡c pierwsze równanie od trzeciego powy»szego ukªadu otrzy-
mujemy w2 − u2 = 0.

Odejmuj¡c drugie równanie od trzeciego powy»szego ukªadu otrzymu-
jemy w2 − v2 = 0.

St¡d u2 = v2 = w2.

Ka»de rozwi¡zanie (u, v, w) ukªadu (8) ma dokªadnie jedno z nast¦-
puj¡cych rozwi¡za« postaci

1. (t, t, t) dla t ∈ R.
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Dla u = v = w = t ukªad (8) sprowadza si¦ do równania postaci

2t2 + 3t+ 1− a = 0.

Liczba rozwi¡za« (u, v, w) ukªadu (8) maj¡cych posta¢ (t, t, t) jest
równa liczbie pierwiastków powy»szego równania, któr¡ oznaczmy
przez N1.

Policzmy wyró»nik trójmianu kwadratowego. Zatem

∆ = 9− 4 · 2 · (1− a) = 9− 8 + 8a = 8a+ 1.

St¡d

N1 =


0, dla a < −1

8

1, dla a = −1
8

2, dla a > −1
8

2. (−t, t, t) lub (t,−t, t) lub (t, t,−t) dla t ∈ R.
Dla u = v = t i w = −t ukªad (8) sprowadza si¦ do równania
postaci

2t2 + t+ 1− a = 0.

Liczba rozwi¡za« (u, v, w) ukªadu (8) maj¡cych posta¢ (−t, t, t),
(t,−t, t) lub (t, t,−t) jest równa liczbie pierwiastków powy»szego
równania, któr¡ oznaczmy przez 3N2, gdzie N2 6= 0.

Policzmy wyró»nik trójmianu kwadratowego. Zatem

∆ = 1− 4 · 2 · (1− a) = 1− 8 + 8a = 8a− 7.

St¡d

N2 =


0, dla a < 7

8

1, dla a = 7
8 lub a = 1

2, dla a > 7
8 i a 6= 1

Ostatecznie, liczba rozwi¡za« ukªadu (8) ma posta¢

N = N1 + 3N2 =



0, dla a < −1
8

1, dla a = −1
8

2, dla − 1
8 < a < 7

8

5, dla a = 7
8 lub a = 1

8, dla a > 7
8 i a 6= 1
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Zadanie 13. (63 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwi¡» w liczbach rzeczywistych a, b, c, d ukªad równa«

a3 + b = c

b3 + c = d

c3 + d = a

d3 + a = b

(9)

Rozwi¡zanie:

Odejmuj¡c trzecie równanie od pierwszego z wyj±ciowego ukªadu równa«
otrzymujemy

c3 + d− a3 − b = a− c.
Równowa»nie

c3 − a3 + c− a = b− d.
Zatem wyra»enia c3 − a3 i c− a s¡ jednakowego znaku.

Analogicznie, odejmuj¡c czwarte równanie od druggiego z wyj±ciowe-
go ukªadu równa« otrzymujemy

d3 + a− b3 − c = b− d.

Równowa»nie
d3 − b3 + d− b = c− a.

Zatem wyra»enia d3 − b3 i d − b s¡ jednakowego znaku. Z powy»szych
rozwa»a« mamy

c− a = d− b = 0.

Wtedy
b = d

oraz
a = c.

Zatem podstawiaj¡c dostajemy{
a3 + b = a

b3 + a = b
(10)

Dodaj¡c stronami równania otrzymujemy

a3 + b+ b3 + a = a+ b.
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Wtedy
a3 + b3 = 0.

Zatem
(a+ b)(a2 − ab+ b2) = 0.

St¡d
a = −b.

Analogicznie, podstawiaj¡c dostajemy{
c3 + d = c

d3 + c = d
(11)

Dodaj¡c stronami równania otrzymujemy

c3 + d+ d3 + c = c+ d.

Wtedy
c3 + d3 = 0.

Zatem
(c+ d)(c2 − cd+ d2) = 0.

St¡d
c = −d.

Wówczas nasze rozwi¡zania ukªadu s¡ postaci (a, b, c, d) = (t,−t, t,−t)
dla t ∈ R. Podstawiaj¡c t do któregokolwiek równania wyj±ciowego ukªa-
du równa« otrzymujemy

t3 − t = t.

Zatem
t3 − 2t = 0.

St¡d
t(t−

√
2)(t+

√
2) = 0,

czyli
t = 0

lub
t =
√

2

lub
t = −

√
2.

Ostateczne rozwi¡zanie ukªadu równa« ma posta¢

(0, 0, 0, 0), (
√

2,−
√

2,
√

2,−
√

2), (−
√

2,
√

2,−
√

2,
√

2).
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Zadanie 14. (61 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwi¡» w liczbach rzeczywistych x, y, z ukªad równa«

x2 − (y + z + yz)x+ (y + z)yz = 0

y2 − (z + x+ zx)y + (z + x)zx = 0

z2 − (x+ y + xy)z + (x+ y)xy = 0

(12)

Rozwi¡zanie:

Ka»de z równa« naszego ukªadu równa« mo»emy przeksztaªci¢ do na-
st¦puj¡cych postaci

(x− (y + z))(x− yz) = 0,

(y − (z + x))(y − zx) = 0,

oraz
(z − (x+ y))(z − xy) = 0.

Zatem otrzymujemy {
x = y + z

x = yz,

{
y = z + x

y = zx,

oraz {
z = x+ y

z = xy.

St¡d dostajemy 8 mo»liwych kombinacji rozwi¡za« powy»szych ukªadów
równa« postaci 

x = y + z

y + z + x

z + x+ y

(13)


x = y + z

y = z + x

z = xy

(14)
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x = y + z

y = zx

z = x+ y

(15)


x = y + z

y = zx

z = xy

(16)


x = yz

y = zx

z = xy

(17)


x = yz

y = x+ z

z = x+ y

(18)


x = yz

y = x+ z

z = xy

(19)


x = yz

y = x+ z

z = x+ y

(20)

Rozwi¡zaniem (13) jest

x = y = z = 0

Rozwi¡zaniem (14) jest
x = y = z = 0

Rozwi¡zaniem (15) jest
x = y = z = 0

Rozwi¡zaniem (16) jest
x = y = z = 0

Rozwi¡zaniem (17) jest
x = y = z = 0
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lub
x = y = z = 1

lub
x = y = −1, z = 1

lub
y = z = −1, x = 1

lub
x = z = −1, y = 1

Rozwi¡zaniem (18) jest
x = y = z = 0

lub
x = y =

1

2
, z = 1

Rozwi¡zaniem (19) jest
x = y = z = 0

lub
x = z =

1

2
, y = 1

Rozwi¡zaniem (20) jest
x = y = z = 0

Ostatecznie, wszystkie rozwi¡zania ukªadu (12) s¡ postaci

(0, 0, 0), (1,
1

2
,
1

2
), (

1

2
, 1,

1

2
), (

1

2
,
1

2
, 1)

(1, 1, 1), (1,−1,−1), (−1, 1,−1), (−1,−1, 1)

Zadanie 15. (69 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 3)
Znale¹¢ wszystkie trójki x, y, z ∈ R speªniaj¡ce

x2y + 2 = x+ 2yz

y2z + 2 = y + 2zx

z2x+ 2 = z + 2xy

Rozwi¡zanie:

Przeksztaªcaj¡c ukªad mamy
x(xy − 1) = 2(yz − 1)

y(yz − 1) = 2(zx− 1)

z(zx− 1) = 2(xy − 1)
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Wymna»aj¡c stronami dostajemy

xyz(xy − 1)(yz − 1)(zx− 1) = 8(yz − 1)(zx− 1)(xy − 1).

St¡d
(xyz − 8)(xy − 1)(yz − 1)(zx− 1) = 0.

1◦. Co najmniej jedna z xy, yz, zx równa si¦ 1. Ukªad jest cykliczny, wi¦c
bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e xy = 1. Wtedy z x(xy − 1) =

2(yz−1) mamy yz = 1, a zy(yz−1) = 2(zx−1) mamy zx = 1. Zatem

x2 =
xy · zx
yz

= 1,

wi¦c x = 1 lub x = −1. Wówczas x = y = z = 1 lub x = y = z = −1.
2◦. �adna z liczb xy, yz, zx nie jest równa 1. Wtedy xyz = 8.
St¡d xy = 8

z , yz = 8
x , zx = 8

y . Wówczas
8x
z + 2 = x+ 16

x
8y
x + 2 = y + 16

y
8z
y + 2 = z + 16

z

Ukªad ten jest cykliczny. Bez straty ogólno±ci, mo»emy zaªo»y¢, »e x ≥ y,
x ≥ z. Wtedy x > 0 (w przeciwnym wypadku y ≥ x ≥ 0 i z ≥ x ≥ 0,
wi¦c xyz ≥ 0, a wiemy, »e xyz = 8).
Wówczas yz = 8

x > 0, st¡d y i z tego samego znaku i z
y > 0.

Wtedy

z +
16

z
=

8z

y
+ 2 > 2 > 0,

wi¦c z > 0 i st¡d y > 0.
Zatem x, y, z > 0, czyli x3 ≥ xyz = 8, wi¦c x ≥ 2.
Wówczas

y +
16

y
=

8y

z
≤ 4y + 2.

Po rozwi¡zaniu nierówno±ci otrzymujemy

y ∈ [−8

3
, 0) ∪ [2,∞),

ale wiemy, »e y > 0, wi¦c y ≥ 2. Analogicznie dostajemy z ≥ 2. Wówczas
x, y, z ≥ 2 oraz 8 = xyz ≥ 8. St¡d x = y = z = 2.

Zadanie 16. (16 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Udowodnij, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, c zachodzi nierów-
no±¢

a2bc+ ab2c+ abc2 ≤ a2b2 + b2c2 + c2a2.
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Rozwi¡zanie:

Podstawiaj¡c
x = bc,

y = ac,

oraz
z = ab,

otrzymujemy
xy + xz + xy ≤ x2 + y2 + z2.

Mno»¡c nierówno±¢ stronami przez 2, przenosz¡c wszystkie skªadniki na
jedn¡ stron¦ i grupuj¡c odpowiednie wyrazy dostajemy

x2 − 2xy + y2 + x2 − 2xz + z2 + y2 − 2yz + z2 ≥ 0.

Zatem
(x− y)2 + (x− z)2 + (y − z)2 ≥ 0,

co ko«czy zadanie.

Zadanie 17. (62 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwi¡» ukªad równa«, dla x, y ∈ R{

(x− y)(x3 + y3) = 7

(x+ y)(x3 − y3) = 3

Rozwi¡zanie:

Przeksztaªcaj¡c ukªad równa« dostajemy{
(x− y)(x+ y)(x2 − xy + y2) = 7

(x+ y)(x− y)(x2 + xy + y2) = 3

Dzielimy stronami
x2 − xy + y2

x2 + xy + y2
=

7

3
.

Wówczas
3(x2 − xy + y2) = 7(x2 + xy + y2).

St¡d
0 = 4x2 + 10xy + 4y2 = 2(2x+ y)(x+ 2y).

Wtedy x = −2y lub y = −2x. Dla x = −2y mamy{
−3y(−7y3) = 7

−y(−9y3) = 3
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Ostatecznie y4 = 1
3 i pary speªniaj¡ce ukªad to ( 2

4
√
3
,− 1

4
√
3
) lub (− 2

4
√
3
, 1

4
√
3
).

Dla y = −2x mamy
3x(−7x3) = 7,

czyli

x4 = −1

3
,

co jest niemo»liwe.

Zadanie 18. (63 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Rozwi¡za¢ w liczbach rzeczywistych ukªad równa«

(x+ y)3 = 8z

(y + z)3 = 8x

(z + x)3 = 8y

Rozwi¡zanie:

Odejmuj¡c drugie równanie od pierwszego mamy

8(z − x) = (x+ y)3 − (y + z)3 =(
(x+ y)− (y + z)

)(
(x+ y)2 + (x+ y)(y + z) + (y + z)2

)
=

= (x− z)
(

(x+ y)2 + (x+ y)(y + z) + (y + z)2
)
.

Czyli

(x− z)
(

(x+ y)2 + (x+ y)(y + z) + (y + z)2 + 8
)
.

Wobec tego x = z lub (x+ y)2 + (x+ y)(y + z) + (y + z)2 + 8 = 0.
Drugi przypadek jest niemo»liwy, poniewa» bior¡c a = x + y oraz b =

y + z mamy

a2 + ab+ b2 + 8 = (a+
1

2
b)2 +

3

4
b+ 8 ≥ 8.

W takim razie x = z.
Analogicznie odejmuj¡c trzecie równanie od drugiego dostajemy x = y.
Zatem x = y = z = t. Wówczas ukªad przyjmuje posta¢

(2t)3 = 8t.

Równowa»nie
t3 = t.

St¡d t = 0 lub t = 1 lub t = −1. Wtedy rozwi¡zania naszego ukªadu s¡
postaci (0, 0, 0), (1, 1, 1) oraz (−1,−1,−1).
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Zadanie 19. (48 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 2)
Dla x, y, z ∈ R wyznaczy¢ wszystkie trójki speªniaj¡ce ukªad równa«{

3(x2 + y2 + z2) = 1

x2y2 + y2z2 + z2x2 = xyz(x+ y + z)3

Rozwi¡zanie:

Przypu±¢my, »e x, y, z speªniaj¡ powy»szy ukªad równa«. Z drugiego
równania ukªadu wynika, »e

xyz(x+ y + z) ≥ 0.

Dalej mamy

0 ≤ (x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = 3(x2 + y2 + z2)− (x+ y + z)2,

co na mocy pierwszego równania ukªadu daje

(x+ y + z)2 ≤ 1.

Ponadto
0 ≤ (xy − yz)2 + (yz − zx)2 + (zx− xy)2 =

= 2(x2y2 + y2z2 + z2x2)− 2xyz(x+ y + z),

czyli
xyz(x+ y + z) ≤ x2y2 + y2z2 + z2x2.

Na mocy xyz(x+ y + z) ≥ 0 mo»emy wymno»y¢ stronami nierówno±ci

(x+ y + z)2 ≤ 1

oraz
xyz(x+ y + z) ≤ x2y2 + y2z2 + z2x2.

Wówczas dostajemy

xyz(x+ y + z)3 ≤ x2y2 + y2z2 + z2x2.

Zgodnie z drugim równaniem ukªadu powy»sza nierówno±¢ ma by¢ rów-
no±ci¡. To znaczy »e albo obie mno»one stronami nierówno±ci s¡ równo-
±ciami albo wyra»enia po obu stronach

xyz(x+ y + z) ≤ x2y2 + y2z2 + z2x2

s¡ równe 0.
W pierwszym przypadku znak równo±ci w zwi¡zkach

3(x2 + y2 + z2) = (x+ y + z)2
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oraz
(x+ y + z)2 = 1

prowadzi do wniosku x = y = z = ±1
3 .

W drugim przypadku iloczyny xy, yz, zx s¡ równe 0, czyli dwie spo±ród
liczb x, y, z s¡ równe zeru, a trzecia musi by¢ równa ± 1√

3
, zgodnie

z pierwszym równaniem ukªadu. Wówczas rozwi¡zanie tworzy 8 trójek(
ε13 , ε

1
3 , ε

1
3

)
,
(
ε 1√

3
, 0, 0

)
,
(

0, ε 1√
3
, 0
)
,
(

0, 0, ε 1√
3

)
, gdzie ε = ±1.

Zadanie 20. (49 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Rozwi¡za¢ ukªad równa«{

|x− y| − |x|x = −1

|2x− y|+ |x+ y − 1|+ |x− y|+ y − 1 = 0

Rozwi¡zanie:

Przypu±¢my, »e x i y speªniaj¡ ukªad równa«. Z pierwszej równo±ci ukªa-
du wynika, »e x 6= 0 oraz |x|x nie mo»e by¢ równy −1, wi¦c |x|x = 1, st¡d
x > 0. Wówczas dalej z pierwszego równania ukªadu |x − y| = 0. Pod-
stawiaj¡c x = y do drugiego równania i pamietaj¡c, »e x > 0 mamy

|2x− x|+ |x+ x− 1|+ |x− x|+ x− 1 = 0

|x|+ |2x− 1|+ x− 1 = 0

2x− 1 + |2x− 1| = 0.

Co jest równowa»ne 2x − 1 < 0 oraz x1
2 . Tak wi¦c ka»de rozwi¡zanie

(x, y) ukª¡du równa« ma posta¢ 0 < x = y ≤ 1
2 . Na odwrót ka»da para

(x, y) takiej postaci speªnia oba równania ukªadu.

Zadanie 21. (59 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Rozwi¡» w liczbach rzeczywistych x, y, z ukªad równa«

x5 = 5y3 − 4z

y5 = 5z3 − 4x

z5 = 5x3 − 4y

(21)

Rozwi¡zanie:

Rozwi¡zaniem (21) s¡ cykliczne trójki (x, y, z), (y, z, x), (z, x, y). Zaªó»-
my, »e x jest najmniejszym rozwi¡zaniem. Rozwa»my przypadki:
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1. y ≤ z f(t) = t5 jest ±ci±le rosn¡c¡ funkcj¡. Zatem z drugiego i
trzeciego równania (21) mamy

5z3 = y5 + 4x ≤ z5 + 4y = 5x3.

St¡d z ≤ x. Wówczas y ≤ z ≤ x, czyli x = y = z = t. Podstawiaj¡c
otrzymujemy

t5 = 5t3 − 4t.

Równowa»nie
t5 − 5t3 + 4t = 0,

czyli
t(t− 2)(t+ 2)(t = 1)(t+ 1) = 0.

St¡d

t = 0 lub t = 2 lub t = −2 lub t = 1 lub t = −1.

2. y > z, czyli x ≤ z < y. Zatem z pierwszego i trzeciego równania
ukªadu (21) mamy

5y3 = x5 + 4z < z5 + 4y = 5x3.

St¡d
x ≤ z < y < x,

co daje nam sprzeczno±¢.

Rozwi¡zaniami ukªadu (21) s¡ nast¦puj¡ce trójki liczb

(−2,−2,−2), (−1,−1,−1), (0, 0, 0)

(1, 1, 1), (2, 2, 2).

Zadanie 22. (54 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwi¡» w liczbach rzeczywistych x, y, z ukªad równa«

x2 = yz + 1

y2 = zx+ 2

z2 = zy + 4

(22)

Rozwi¡zanie:

Mno»¡c pierwsze równanie ukªadu (22) przez y, drugie przez z i trzecie
przez x oraz dodaj¡c je stronami otrzymujemy

x2y + yz + z2x = yz2 + y + z2x+ 2z + x2y + 4x.
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St¡d
y + 2z + 4x = 0. (23)

Nast¦pnie mno»¡c pierwsze równanie ukªadu (22) przez z, drugie przez
x i trzecie przez y oraz dodaj¡c je stronami otrzymujemy

x2z + y2x+ z2y = y2z + z + x2z + 2x+ y2x+ 4y.

St¡d
z + 2x+ 4y = 0. (24)

Z (23) i (24) tworzymy ukªad równa« postaci{
y + 2z + 4y = 0

z + 2x+ 4y = 0

Mno»¡c drugie równanie powy»szego ukªadu równa« przez −2 oraz do-
daj¡c stronami oba równania otrzymujemy

−7y = 0.

Zatem y = 0. St¡d mamy, »e x2 = 1, czyli x = 1 lub x = −1. Dla
x = 1, y = 0 dostajemy, »e z = −2, a dla x = −1, y = 0 dostajemy, »e
z = 2.
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3. Równania

Zadanie 23. (62 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Wyznacz wszystkie takie pary (a, b) liczb wymiernych dodatnich speª-
niaj¡cych równanie

√
a+
√
b =

√
4 +
√

7.

Rozwi¡zanie:

Przypu±¢my, »e a, b > 0 i speªniaj¡ powy»sze równanie. Podnosz¡c obie
strony równania do pot¦gi 2 mamy

a+ 2
√
ab+ b = 4 +

√
7.

Równowa»nie
2
√
ab = 4− a− b+

√
7.

Podnosz¡c obie strony równania do pot¦gi 2 dostajemy

4ab = (4− a− b)2 + 2
√

7(4− a− b) + 7.

Równowa»nie

4ab− (4− a− b)2 − 7 = 2
√

7(4− a− b).

Wiemy, »e a, b ∈ W, a
√

7 ∈ NW. Zatem rozwi¡zanie b¦dzie speªnio-
ne, gdy obie strony równania b¦d¡ wynosi¢ 0. Wówczas prawa strona
równania ma posta¢

2
√

7(4− a− b) = 0,

czyli
4 = a+ b.

Natomiast lewa strona równania ma posta¢

4ab− (4− a− b)2 − 7 = 0,

czyli korzystaj¡c, »e 4− a− b = 0 mamy

4ab = 7.

St¡d otrzymujemy nast¦puj¡cy ukªad równa«{
a+ b = 4

4ab = 7
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Korzystaj¡c z zale»no±ci

(a− b)2 = (a+ b)2 − 4ab

i naszych danych a+ b = 4 i 4ab = 7 dostajemy, »e

(a− b)2 = 42 − 7 = 16− 7 = 9.

Wówczas {
a+ b = 4

a− b = 3
(25)

lub {
a+ b = 4

a− b = −3
(26)

Ostatecznie rozwi¡zaniem ukªadu (25) jest para a = 3, 5 i b = 0, 5, a
rozwi¡zaniem ukªadu (26) jest para a = 0, 5 i b = 3, 5.

Zadanie 24. (66 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 5)
Rozwi¡za¢ w liczbach caªkowitych x i y równanie

x4 − 2x3 + x = y4 + 3y2 + y.

Rozwi¡zanie:

• Wiemy, »e dla t ∈ Z mamy t2 + t ≥ 0 oraz t2 − t ≥ 0.

• Dla x = 0 i x = 1 lewa strona równania zeruje si¦.
Wówczas prawa strona

y4 + 2y2 + (y2 + y)

jest sum¡ trzech nieujemnych skª¡dników, przy czym pierwsze dwa
s¡ równe zero jedynie dla y = 0. Wobec tego prawa strona jest równa
0 dla y = 0. St¡d mamy dwa rozwi¡zania (0, 0) i (1, 0).

• Od tego momentu zakªadamy, »e x 6= 0, x 6= 1. St¡d prawd¡ jest,
»e x2 − x ≥ 2.

• Korzystaj¡c z x2 − x ≥ 2 oraz y2 − y + 4 ≥ 4 mamy

L = x4 − 2x3 + x = x4 − 2x3 + x2 − x2 + x =

= (x2− x)2− (x2− x) > (x2− x)2− 2(x2− x) + 1 = (x2− x− 1)2.

i
P = y4 + 3y2 + y = y4 + 4y2 + 4− y2 + y − 4 =

= (y2 + 2)2 − (4 + y2 − y) < (y2 + 2)2.
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• Wówczas L = P wtedy i tylko wtedy gdy

(x2 − x− 1)2 < L = P < (y2 + 2)2

(x2 − x− 1)2 < (y2 + 2)2

x2 − x− 1 < y2 + 2.

• Ponadto x2 − x ≥ 2 oraz y2 + y ≥ 0. Wtedy

L = (x2 − x)2 − (x2 − x) < (x2 − x)2 − 1

oraz
P = y4 + 3y2 + y = y4 + 2y2 + 1 + y2 + y − 1 =

= (y2 + 1)2 + (y2 + y − 1) ≥ (y2 + 1)2 − 1.

• Wówczas L = P wtedy i tylko wtedy gdy

(x2 − x)2 − 1 > L = P > (y2 + 1)2 − 1.

St¡d
x2 − x)2 > y2 + 1.

• Dodaj¡c do x2 − x− 1 < y2 + 2 stronami 1 mamy

x2 − x < y2 + 3.

Wtedy
x2 − x = y2 + 2.

• Je»eli L = P jest prawd¡, to prawd¡ jest te» powy»szy zwi¡zek.
Wtedy

L = (x2 − x)2 − (x2 − x)

i
P = (y2 + 2)2 − (y2 − y + 4)

s¡ równe, co prowadzi do

x2 − x = y2 − y + 4.

• Na mocy
x2 − x = y2 − y + 4

oraz
x2 − x = y2 + 2

dostajemy
y2 + 2 = y2 − y + 4.

St¡d y = 2.
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• Ponadto
x2 − x = 4 + 2 = 6,

st¡d x = 3 lub x = −2.

• Ostatecznie wszystkie rozwi¡zania to (0, 0), (1, 0), (3, 2) oraz (−2, 2).

Zadanie 25. (67 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 5)
Wykaza¢, »e dla dowolnych liczb caªkowitych dodatnich a i b równanie

(x2 − y2 − a)(x2 − y2 − b)(x2 − y2 − ab) = 0

ma przynajmniej jedno rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych x i y.
Rozwi¡zanie:

• Je±li a jest nieparzyste to przyjmujemy x = a+1
2 oraz y = a−1

2 .
Wówczas ((a+ 1

2

)2
+
(a− 1

2

)2
− a
)

((a+ 1

2

)2
+
(a− 1

2

)2
− b
)((a+ 1

2

)2
+
(a− 1

2

)2
− ab

)
= 0,

poniewa» zeruje si¦ pierwszy nawias.

• Je±li b jest nieparzyste to przyjmujemy x = b+1
2 oraz y = b−1

2 .
Wówczas((b+ 1

2

)2
+
(b− 1

2

)2
− a
)((b+ 1

2

)2
+
(b− 1

2

)2
− b
)

((b+ 1

2

)2
+
(b− 1

2

)2
− ab

)
= 0,

poniewa» zeruje si¦ drugi nawias.

• Je±li a i b s¡ parzyste to przyjmujemy x = a+b
2 oraz y = a−b

2 .
Wówczas ((a+ b

2

)2
+
(a− b

2

)2
− a
)

((a+ b

2

)2
+
(a− b

2

)2
− b
)((a+ b

2

)2
+
(a− b

2

)2
− ab

)
= 0,

poniewa» zeruje si¦ trzeci nawias.

Zadanie 26. (20 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 2)
Rozwi¡» równanie w liczbach caªkowitych

x+ y = (x− y)2. (27)
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Rozwi¡zanie:

Przypu±my, »e liczby x, y speªniaj¡ (27) i przyjmijmy, »e

x− y = r (28)

z (27) i (28) mamy
x+ y = r2. (29)

Rozwi¡zuj¡c ukªad równa« zªo»ony z (28) i (29) oraz wyliczaj¡c z niego
niewiadome x i y dostajemy {

x = r2+r
2

y = r2−r
2 .

(30)

Je±li zatem para liczb caªkowitych x i y jest rozwi¡zaniem (27), to zacho-
dzi (30), gdzie r ∈ Z. Odwrotnie, je±li r ∈ Z, to liczby x i y speªniaj¡ce
(30) speªniaj¡ tak»e (27), bo

1. r2+r
2 + r2−r

2 = r2

2. r2+r
2 −

R62−r
2 = r.

Liczby te s¡ caªkowite, poniewa» r2 + r(r + 1) i r2 − r = r(r − 1),
jako iloczyn kolejnych liczb caªkowitych, s¡ liczbami parzystymi. Zatem
wszystkie rozwi¡zania (27) w liczbach caªkowitych maj¡ posta¢ (30),
gdzie r ∈ Z.

Zadanie 27. (65 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Wyka», »e je±li liczby caªkowite a, b, c spªeniaj¡ równanie

(a+ 3)2 + (b+ 4)2 − (c+ 5)2 = a2 + b2 − c2, (31)

to wspólna warto±¢ obu stron równania jest kwadratem liczby caªkowitej.
Rozwi¡zanie:

Stosuj¡c wzory skróconego mno»enia otrzymujemy

a2 + 6a+ 9 + b2 + 8b+ 16− c2 − 10c− 25 = a2 + b2 − c2.

Zatem
6a+ 8b− 10c = 0.
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Wyliczaj¡c c z powy»szego równania i podstawiaj¡c jego warto±¢ do
prawej strony (31) mamy

a2 + b2 −
(

3

5
b+

4

5
b

)2

= a2 + b2 − 9

25
a2 − 24

25
ab− 16

25
b2 =

=
16

25
a2 − 24

25
ab+

9

25
b2 =

(
4

5
a− 3

5
b

)2

.

Wystarczy pokaza¢, »e 4
5a−

3
5b jest liczb¡ caªkowit¡ i to zako«czy zadanie.

Przedstawmy powy»sze wyra»enie w nast¦puj¡cej postaci

4

5
a− 3

5
b =

9

5
a− a+

12

5
b− 3b = 3

(
3

5
a+

4

5
b

)
− a− 3b = 3c− a− 3b.

Zatem a2 + b2 − c2 jest kwadratem liczby 3c− a− 3b.

Zadanie 28. (54 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Znajd¹ wszystkie pary liczb caªkowitych dodatnich x, y speªniaj¡cych
równanie

(x+ y)2 − 2(xy)2 = 1.

Rozwi¡zanie:

Dla dowolnych x, y ≥ 2 mamy

xy = x · y
2

+ y · x
2
≥ x+ y.

Zatem
2xy

2
≥ x+ y,

czyli
xy ≥ x+ y.

Wtedy dla x, y ≥ 2 mamy

2(xy)2 + 1 > (xy)2 ≥ (x+ y)2.

Wówczas otrzymujemy sprzeczno±¢, czyli x, y ∈ ∅. St¡d x = 1 lub y = 1.
Zatem dla x = 1 otrzymujemy

(1 + y)2 − 2y2 = 1.

Równowa»nie
1 + 2y + y2 − 2y2 = 1.
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Przeksztaªcaj¡c mamy
2y − y2 = 0.

Wyª¡czaj¡c wspólny czynnik przed nawias dostajemy

y(2− y) = 0,

czyli y = 0 (sprzeczne z zaªo»eniem tre±ci zadania) lub y = 2. Analo-
gicznie, dla y = 1 otrzymujemy

(x+ 1)2 − 2x2 = 1.

Równowa»nie
x2 + 2x+ 1− 2x2 = 1.

Przeksztaªcaj¡c mamy
2x− x2 = 0.

Wyª¡czaj¡c wspólny czynnik przed nawias dostajemy

x(2− x) = 0,

czyli x = 0 (sprzeczne z zaªo»eniem tre±ci zadania) lub x = 2. Ostatecz-
nie rozwi¡zaniem równania s¡ dwie pary liczb caªkowitych dodatnich
postaci {

x = 1

y = 2

lub {
x = 2

y = 1.

Zadanie 29. (6 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Oblicz x4 + y4 + z4, wiedz¡c »e x + y + z = 0 oraz x2 + y2 + z2 = a,
gdzie a jest liczb¡ dodatni¡.
Rozwi¡zanie:
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Stosuj¡c wzory skróconego mno»enia mamy

x4 + y4 + z4 = (x2 + y2 + z2)− 2(x2y2 + y2z2 + z2x2) =

= a2 − 2[(xy + yz + zx)2 − 2x2yz − 2xy2z − 2xyz2] =

= a2 − 2[(xy + yz + zx)2 − 2xyz(x+ y + z)] =

= a2 − 2(xy + yz + zx)2 − 4xyz(x+ y + z) =

= a2 − 2(xy + yz + zx)2 =

= a2 − 2

[
(x+ y + z)2 − (x2 + y2 + z2)

2

]2
=

= a2 − 2

[
− a

2

]2
=

= a2 − 2a2

4
=

= a2 − a2

2
=

=
a2

2
.

Zadanie 30. (15 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Udowodni¢, »e dla ka»dej liczby n ∈ N zachodzi równo±¢

13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2.

Rozwi¡zanie:

Prowadzimy dowód indukcyjny. Dla n = 1

1 = 1.

Zaªo»enie indukcyjne dla k ∈ N

13 + 23 + · · ·+ k3 = (1 + 2 + · · ·+ k)2.

Teza indukcyjna

13 + 23 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 = (1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1))2.
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Dowód indukcyjny

13 + 23 + · · ·+ n3 + (n+ 1)3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2 + (n+ 1)3

=
(1

2
n(n+ 1) + (n+ 1)3

)2
=

1

4
n2(n+ 1)2 + (n+ 1)3

= (n+ 1)2
(1

4
n2 + n+ 1

)
= (n+ 1)2

(1

2
n+ 1

)2
=
((n+ 1)(n+ 2)

2

)2
= (1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1))2
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