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1. Nieréwnosci

Zadanie 1. (9 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 9)
Udowodnié, ze dla a, b, c,d > 0 zachodzi nier6wnosc
1 n 1 N 1 n 1 S 16
a+b+c a+b+d a+c+d b+c+d " 3a+b+c+d)

Rozwigzanie:
Przyjmijmy oznaczenia,
r:=b+4+c+d,
y:=a-+c+d,
z:=a+b+d
oraz
u:=a+b+c
Wtedy

ala+b+c+d)=z+y+z+u
1 wyrazenie, ktore nalezy udowodni¢ ma postac
1 1 1 1 16
>

r Yy 2z uwu_ v+y+z+u

przy czym x,y, 2, u > 0.
Zauwazmy, ze dla m,n > 0 mamy

1 1 4
—+ == .
m mn m-+n
Istotnie
1+1_m—|—n_ (m +n)? - dmn 4
m n  mn  mn(m+n) " mn(m+n) m+n
Zatem
1 1 4
_+__
r Yy x+y
oraz
1 1 4
iz .
zZ u  z+tu
Stad

11 1 1 1 1
St 2.
r Yy z u r+y z+u



Stosujac znana nam wtasnosé jeszcze raz do prawej strony nieréwnosci
many

1111
o e
T Yy oz u

4 )_ 16
t+y+z4+u) rHy+z4u

Zadanie 2. (5 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 4)
Znalez¢ wartos¢ x spetniajaca nieréwnosé

VT —+Vz—a>2,

gdzie a jest dang liczba dodatnia.
Rozwigzanie:
Przypusémy, ze x spelia \/x — v/r —a > 2, wtedy = > a oraz

VI >vr—a+2

> (Wr—a+2)? =r—a+4Vz —a+4,

a—4
1

Z ostatniej nierownosci wynika, ze a > 4 oraz

a— 4\2
roae (S

a takze

T —a <

4
a stad
< <a — 4)2 +
x 1 a
lub
- <a+4)2
x 1 .

2
21 . . +4
Jesli wiec x spelnia \/r — x —a>2,toa>4oraza < x < (QT) :
Odwrotnie jesli spelniony jest powyzszy warunek to zachodzi

VT —+vr—a>2.

Zadanie 3. (4 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 7)
Udowodnij, ze dla n € N, n > 2 zachodzi nier6wnos¢

9an(n=1) 5 p1.

Rozwigzanie:
Prowadzimy dowo6d indukcyjny. Dla n = 3 mamy

2531 — 8~ 6 =3I,
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Zatozenie indukcyjne
Wtedy

a dalej
2 K=ok > k19F > El(k + 1) = (k + 1)),

dla £ € N, k£ > 2. Na mocy indukcji matematycznej wykazaliSmy nie-
roéwnosc.

Zadanie 4. (3 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 6)
Udowodnié, ze dla u, v, w > 0 zachodzi nieré6wnos¢

u? + v° 4+ w? > 3uvw.

Rozwigzanie:
Jezeli ktores z u, v, w jest réwne 0 to nieréwnos¢ zachodzi, poniewaz
prawa strona jest rowna zero, a lewa jest nieujemna.
Niech w, v, w > 0.
Roztozmy u? 4+ v3 + w3 na czynniki. W tym celu przeksztalcimy szescian
sumy liczb u, v, w w nastepujacy sposob:
(u+v+w)’ = (u+v)*+3(u+v)*w + 3(u+ v)w* + w’
= u® 4 3u*v + 3uv? + v* + 3utw + buvw +
+ 3v*w + 3uw?® + 3vw? + w?
=’ + 0 +w® — 3uvw + (3u®v + 3uv? + Juvw) +
+ (3v*w + 3vw? + 3uvw) + (3uw + 3uw?® + Juvw)
=’ +v* +w? — Buvw + uv(u + v +w) +
+ 3vw(u + v + w+) + 3wu(u + v + w)
= v +v* + w® — 3uvw + 3(u + v + w)(uw + vw + wu).

Stad

w? 4+ 07 4+ w? — 3uvw = (u+ v+ w)® = 3(u+ v+ w)(uw + vw + wu)
= (u+v+w)|[(u+v+w)® - 3(uw + vw + wu))

= (u 4 v+ w)(u® + v* + w? — v — vw — wu)

1
= §(u + v 4+ w)(2u® + 20* + 2w? — 2uv — 20w — 2wu)

_ %(w v+ w)[(u—v)? + (v —w)? + (w — u)?.



Poniewaz (u + v +w) > 0 oraz [(u — v)? + (v — w)? + (w — u)? > 0,
wiec
ud 4+ 03 + w? = 3uwow > 0,
a stad
ud + 03+ w? > 3uvw.

Zadanie 5. (51 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 3, seria 1)
Suma liczb dodatnich a, b, c wynosi 1. Udowodnij, ze

a4+ % + % + 2v/3abe < 1.

Rozwigzanie:

Skoro
a+b+c=1,

to wystarczy wykazac, ze

a? + b* + 2 +2¢/3abc(a+ b+ ¢) < (a+ b+ )

Przeksztalcajac otrzymujemy

2v/3abc(a + b+ ¢) < 2ab + 2ac + 2be.

Zatem
V/3abe(a + b+ ¢) < ab+ ac + be.
Podstawiajac
x = be,
Y = ac,
oraz
z = ab,
dostajemy
V3yz+zz+ay) <z +y+z
Wowczas

3(xy +yz +x2) < 2® + 92 + 22+ 20y + 2wz + 2z
Po redukcji wyrazéw podobnych mamy

:cy+yz+scz§x2+y2+22.



Mnozac nieréwnosé stronami przez 2 i przenoszac wszystkie sktadniki
na jedna strone otrzymujemy
22 =20y + vyt + a2 —2xz + 22+ —2yz + 22 > 0.
Stad
(@ =y)+(z=2) "+ (-2 >0,
co jest prawda dla kazdych liczb rzeczywistych x, y, z 1 konczy zadanie.

Zadanie 6. (57 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 3)
Dodatnie liczby a, b, ¢ spetiaja warunek ab+ bc+ ca = abc. Udowodnij,
ze

at + ! v+ ct+al
+ + > 1.
ab(a3+b3%)  be(B®+c3)  ca(c + a?)

Rozwigzanie:
Podzielmy rownanie ab + bc 4+ ca = abc przez abe. Zatem

1 1 1

-+-+-=1

a b c
Podstawiajac za r = %, y = % 12= % mamy, ze

r+y+z=1,

. 1 1 1 . .. . .
a takze a = -, b = yle=<. Stosujac podstawienia policzmy pierwszy
sktadnik nierownosci. Wowczas

4 4
4 4 1, 1 4y
a*+b o + g 2yl B
o) L(L. 1y Fap 1
ab(a® +b%) my(ar3 + y3) ys T ay

B 2t 4yt | 2yt B 2t 4yt
oyt 3y B4R
Analogicznie dla drugiego i trzeciego sktadnika nieréwnosci mamy

1 1 ytzt
3 3y L1 1N T 3423 1
bc(b —|— C ) yz(y3 + 23) y323 : ﬁ
B y4+z4 y4z4 B y4+z4
y424 y3 + 253 y3 + Z3
1
1 1 2ot
ct 4 at A + . Py .
3 3y~ 1,1 1N T 243 1
CCL(C Ta ) zx(z3 + JJ?’) 2823z
A4zt A 24 4 2t

2Axt B4 234 28
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Z powyzszych przeliczen mamy, ze
o+ oyt oyttt z4—i—a:4>1
By P PB4 T

Pokazemy, ze
zt + oyt S % +y
4yt T 2

Mnozgc obustronnie nieréwnosé przez wyrazenie 2(z3 + y3) dostajemy

22t + 2y > 2t 2y + 2Py + oyt
Przenoszac wszystkie sktadniki na jedna strone otrzymujemy
ot — 2Py —xyd +yt > 0.
Stosujac metode grupowania wyrazéw mamy
2 —y) -y’ (r—y) >0.
Rownowaznie
(2% =y (& —y) 2 0.

Powyzsza nier6wnos$¢ jest zawsze spetiona (dla z >y, x <y iz =1y).

4, 4
y +z y+z
y3+23 > 2

Analogicznie dla drugiego wyrazenia pokazemy, ze
Mnozac obustronnie nieréwnosé przez wyrazenie 2(y° + 2%) dostajemy
2y4 + 224 > y4 + yz3 + y?’z + 24
Przenoszac wszystkie sktadniki na jedna strone otrzymujemy
=P — P42 >0,
Stosujac metode grupowania wyrazow mamy
Py —2) — 2y —2) = 0.
Rownowaznie

(v’ = 2°)y —2) 2 0.

. . . . . . 4 4 .
Podobnie dla trzeciego wyrazenia pokazemy, 7e - > 3£ Mnozac

obustronnie nieré6wnosé przez wyrazenie 2(z3 4+ x3) dostajemy

224 4 22t > 2+ zad + P 4 2t
Przenoszac wszystkie sktadniki na jedna strone otrzymujemy
A= Pr— a4t > 0.
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Stosujac metode grupowania wyrazéw mamy

Pz —z)— 2%z —2)>0.

Rownowaznie
(2° —2°)(z —x) > 0.
Stad
ot oyt oyt 4 2 24—|—:U4>x+y+y—|—z+z+x_2(:ﬂ+y—|—z)_1
Py e+ B4y T 2 2 2 2 '

Zadanie 7. (60 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 4)
Udowodnij, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ za-
chodzi nieréwnosé

A(Va3 + VS + V3a3) < 4 + (a +b)° (1)

Rozwigzanie:
Skorzystamy z nastepujacych zaleznosci i wzoréw skroconego mnozenie

T +y > 2Ty, (2)
(z +1)° =2+ 32%y + 3z° + o>, (3)
(x—y—2)* =2 +y* + 22 — 20y — 202 + 2y2. (4)
Z (3) mamy
a® + 3a*b + 3ab® + b* = a® + b° + 3ab(a + b) >
> a® + b+ 3ab- 2Vab =
= a® +b° + 6Va3b3
Przeksztalcajac (1) dostajemy
4¢3 + (a +b)> — 4(Va3b® + VB33 + V3a3) > 0.

Roéwnowaznie
43 + a® + 12 4+ 6Vadh3 — 4V a3 — AV H3e3 — 4V 3a3 > 0.

Wtedy
4¢3 + a® + b2 4+ 2V a3b3 — 4V — 4V 3ad > 0.

Ostatecznie

2V —Vad — V)2 > 0.
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Zadanie 8. (58 Olimpiada Matematyczna, etap 11, zadanie 6)
Dodatnie liczby a, b, ¢, d spetniaja warunek

1 1 1 1

- +-+-+-=4
a i b i c i d
Wykaz, ze
a’® + b3 b3+ 3 S+ d3 3+ a3
\/ + 4 + 4/ + 1/ <2a+b+c+d) —4
2 2 2 2
Rozwigzanie:

Skorzystamy z nieréwnosci
3 3 7?2 2
RS L (5)
2 r+y

TR < 2% + 3xty? + 32%yt + ¢/°
2 T 3 +32%y+ 3y 3
co jest rownowazne nierOwnosci

ktora udowodnimy.

Zatem

(z° 4+ %) (2 + 327y + 3wy® + 9°) < 2(28 + 32ty? + 327" + 4°).
Przeksztalcajac 1 przenoszac wszystkie sktadniki na jedng strone mamy
28 — 3x5y + 2x4y2 — 2x3y3 + 2x2y4 — 39:y5 + y6 > 0.

Grupujac dostajemy
(2% = y°)? = Bay(x — y)(2° —y°) 2 0,
co jest rownowagznie nierOwnosci
(a* —y)(z —y)’ 20,

co jest zawsze prawda (dla x > y, v < y oraz x = y. Z (5) mamy

2 2 2 2 2 2 2 2
+ 02 b +d> &+
- + R + (l§2m+b+c+®—4.

a+b b+ c c+d d+a

Przeksztalcajac otrzymujemy

2ab 2bc 2cd 2da

a4 b d) — _2e _ >
(atbtetd) — T a2




Wykazemy, ze
2ab n 2bc N 2cd n 2da
a+b b+c c+d d+a

Skorzystajmy z nieréwnosci

> 4. (6)

rT+y> 7
YT (7)
z oy
ktora udowodnimy. Zatem
4
Ty > —2
r+y
czyli
(x4 y)* > day.
Ostatecznie

(z —y)* > 0.
Wowcezas pilerwszy i trzeci skladniki (6) z uwzglednieniem nieréwnosci
(7) daja nastepujacy rezultat
2ab 2cd 8 8 8

+ T ed T T T T T2
a+b c+d a—z+% Sttty 4

Analogicznie dla drugiego i czwartego sktadnika (6) z uwzglednieniem
nierownosci (7) dostajemy nastepujacy rezultat

2bc+2da> 8 B 8 _8_2
b+c dta” beqpda Ll 11y ™

Wykazalismy zatem (6), co koriczy zadanie.

Zadanie 9. (57 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 10)
Jesli liczby a, b, c € R, spetniaja warunek ab 4+ bc + ca = 3 to

A+ +3>0.

Rozwigzanie:
W rozwigzaniu zadania wykorzystamy dwie nierownosci. Mamy

a® + b 4+ & + 6abe < (a+ b+ c)(ab+ be + ca),
poniewaz
a® +0° + ¢ — (a®b+ ab® + b*c + c*a + bc? + ca®) + 3abe > 0
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a(a —b)(a—c)+bb—c)(b—a)+c(c—a)(c—0b) >0.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozyé, ze a < b < c. Wowcezas
a(b—a)(c—a)+ (c=b)(c(c—a) —bb—a)) > 0.

Ponadto
(a+b+c)* > 3(ab + bc + ca),

poniewaz
a? + b* 4 ¢ + 2ab + 2ac + 2bc > 3(ab + be + ca)
A+ +E—ab—ac—be>0
202 + 2b* + 2¢2 — 2ab — 2ac — 2be > 0
(a—b)?+(a—c)*+ (b—c)*>0.

Na mocy powyzszych dwoch nieréwnosci oraz zatozenia ab+ bc+ca = 3
mamy:

a® + b + ¢ + 6abc > (a4 b+ c)(ab + be + ca) >

> /3(ab + be + ca)(ab+ be + ca) = V9 -3 =9.
Zadanie 10. (68 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 4)

Udowodnij, ze dla t € (0,1) oraz a,b € R zachodzi nier6wnos¢

2t
241

la+ (1+6)b| + |a+ (1 —t)b] > (la] + |b]).

Rozwigzanie:
Dla dowolnych a,b € R oraz t € (0,1) mamy

la+ (1 +t)b|+la+(1—-t)b| > |a+ (1+t)b+a+ (1—-1)b =
=la+b+th+a+b—tb] =|2a+2b| =2|la+ b > 2|a|] — 2|b|,
gdzie ostatnia nieré6wnos$¢ mamy na mocy
2] =z +y—y| <|z+yl+]-yl
Dalej
la+ (14+0)b+la+(1—-1)b|=la+ (L +t)b|+|—a— (1 —1)b] >
>la+(14+t)b—a—(1—t)b| = |a+b+bt —a—b+bt| = |2bt| = 2t|b|.

11



Przemnazajac pierwsza nier6wnosé przez - otrzymujemy

2+t
t t t
s (la+ 06+ la+ (1= 0b]) 2 T——=2lal - 2.
Przemnazajac druga nieré6wnosé przez 2%15 dostajemy

2 2
= 1+ )b 1= 1p]) > =2ty
(Ja+ (1408 +la+ (1= 0p]) = 521

2+t
Dodajac nieréwnosci stronami otrzymujemy
2t
la+ (1+1)b] +|a+ (1 —1t)b] > o t(\a\ + 1b]).

Zadanie 11. (55 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 4)
Dla a, b, c € R zachodzi nieréwnosé

2(a% + b2) + /2(02 + c2) + /2(2 + a?) >
> /3(a+b)? +3(b+c)? +3(c+a).

Rozwigzanie:
Podnosimy stronami do kwadratu. Wéwczas

L =4(a® +b° + ) +4y/(a® + ) (b2 + )+
4/ (02 + ) (@ + @) + 4/ (2 + a?) (a® + 1?)

oraz
P = 6(a®+b* + c*) + 6(ab + bc + ca).
Redukujemy wyrazy podobne i dzielimy stronami przez 2. Wtedy
24/ (a2 + b2) (b2 + 2) + 24/ (0% + ¢2)(c2 + a?)+
+2¢/(c2 4 a?)(a? 4+ 12) > a* 4+ b* + ¢* + 3(ab + be + ca).
Na mocy nieréwnosci \/m > |z + y| mamy
24/ (a2 + b2) (b2 4 ) > |(a + b)(b + ¢)| > b* + (ab + bc + ca).

Analogicznie

24/ (12 + ¢2)(2 + a2) > ¢ + (ab+ be + ca)

oraz

24/ (c? + a?)(a® + b2) > a® + (ab + bc + ca).
Sumujac trzy ostatnie nier6wnosci stronami dostajemy
24/ (a2 + b2) (b2 4 2 + 24/ (b2 + ) (2 + a2+
+2/(c2 4+ a?)(a? 4+ b2 > a® + b* + ¢ + 3(ab + be + ca),

co jest rownowazne nierownosci z tresci zadania.
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2. Uklady réwnan

Zadanie 12. (48 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Dla kazdej liczby rzeczywistej a wyznacz liczbe uporzadkowanych trojek
liczb rzeczywistych (z,y, 2) spetniajacych uktad rownan

r+yP+22=a
v +y+22=a
Pty tz=a

Rozwigzanie:

Zastosujmy podstawienie
1 1 1

x:u+§, y:v—|—§, oraz Z=w+ —.

Zatem uktad ma postaé

uts+oPtoti+witw+i=a
wrut+i+v+i=a
wvtw+it+v+v+itw+i=a
Rownowaznie
v+uwtut+vt+w+l=a
W+ wrtutvt+w+1l=a (8)
w4 vPt+utv+w+l=a
Odejmujac pierwsze rownanie od drugiego powyzszego uktadu otrzymu-
jemy v% — u? = 0.
Odejmujac pierwsze rownanie od trzeciego powyzszego uktadu otrzy-
mujemy w? — u? = 0.
Odejmujac drugie réwnanie od trzeciego powyzszego uktadu otrzymu-
jemy w? — v? = 0.
Stad u? = v? = w?.

Kazde rozwiazanie (u,v,w) uktadu (8) ma dokladnie jedno 7 naste-
pujacych rozwigzan postaci

1. (t,t,t) dlat € R.

13



Dla u = v = w = t uklad (8) sprowadza si¢ do r6wnania postaci
20°+3t+1—a=0.

Liczba rozwiazan (u, v, w) ukladu (8) majacych postac (¢,t,t) jest
rowna liczbie pierwiastkow powyzszego rownania, ktorg oznaczmy
przez Nj.

Policzmy wyréznik trojmianu kwadratowego. Zatem

A=9—-4-2-(1—a)=9—-8+8a=8a+ 1.

Stad
0, dla  a< —3
Ny =<1, dla a = —%
2, dla a > —%

2. (—t,t,t) lub (t,—t,t) lub (¢, ¢, —t) dla t € R.
Dla u = v =t1iw = —t uktad (8) sprowadza si¢ do réwnania
postaci
26 +t+1—a=0.
Liczba rozwiazan (u,v,w) ukladu (8) majacych posta¢ (—t,t,1),
(t,—t,t) lub (t,t,—t) jest rowna liczbie pierwiastkow powyzszego
rownania, ktora oznaczmy przez 3No, gdzie Ny # 0.

Policzmy wyréznik trojmianu kwadratowego. Zatem

A=1-4-2-(1-a)=1—-8+8a=8a—T.

Stad
0, dla a < %
Ny =41, dla azg lub a=1
2, dla a > % i a# 1

Ostatecznie, liczba rozwiazan ukladu (8) ma postac

2

0, dla a < —%

1, dla a = —%
N=N+3Ny=42,  dla —i<a<li

D, dla az% lub a=

\8, dla a > % i a# 1

14



Zadanie 13. (63 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwiaz w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d uktad réwnan

(@ +b=c
B +ec=d (9)
A+d=a
\d3 +a=1b
Rozwigzanie:
Odejmujac trzecie réwnanie od pierwszego z wyjsciowego uktadu réwnan
otrzymujemy
E+d—a*—b=a—-c.
Rownowaznie

A —a*+c—a=0b—d
Zatem wyrazenia ¢3 — a® i ¢ — a sg jednakowego znaku.

Analogicznie, odejmujac czwarte rownanie od druggiego z wyjsciowe-
go uktadu réwnan otrzymujemy

Bra—-0V—c=b—d.

Rownowaznie
B-—¥+d—b=c—a.

Zatem wyrazenia d® — b i d — b sa jednakowego znaku. Z powyzszych
rozwazan mamnwy

c—a=d—-b=0.
Wtedy

oraz

Zatem podstawiajac dostajemy

{a3+ba (10)

B +a=b
Dodajac stronami réwnania otrzymujemy

CHb+b+a=a+b.
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Wtedy
ad+ 6 =0.
Zatem
(a+ b)(a® — ab +b*) = 0.
Stad
a = —b.

Analogicznie, podstawiajac dostajemy
3
cc+d=c
(11)
d+c=d
Dodajac stronami réwnania otrzymujemy

S+d+d+c=cH+d.

Wtedy
S+ d®=0.
Zatem
(c+d)(c* —cd+d*) =0.
Stad

c= —d.

Wowczas nasze rozwiazania uktadu sa postaci (a,b,c,d) = (t, —t, t, —t)
dlat € R. Podstawiajac t do ktoregokolwiek rownania wyjsciowego ukta-
du réwnan otrzymujemy

B —t=t.
Zatem
t3—2t=0.
Stad
tt—V2)(t++v2) =0,
czyli
t=0
lub
=2
lub

t=—2.

Ostateczne rozwiazanie uktadu réwnan ma postaé
(07 07 07 0)7 (\/57 _\/57 \/_7 _\/§)a (_\/57 \/57 _\/57 \/5)
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Zadanie 14. (61 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwiaz w liczbach rzeczywistych x,y, 2 uktad rownan

-~ (y+z+y2)e+ (y+2)yz=0

v —(z+z+za)y+ (z+x)ze =0 (12)
Z2—(r+y+ay)z+(x+y)ay=0

Rozwigzanie:
Kazde z réwnan naszego uktadu rownan mozemy przeksztalcié do na-
stepujacych postaci

(r = (y+2))(x —yz) =0,

(y — (z+2))(y — 22) =0,
(z = (z+y)(z —2y) =0.

Zatem otrzymujemy

rT=y+=z
-
y=z+x
-
oraz
z=x+Yy
{zxy

Stad dostajemy 8 mozliwych kombinacji rozwigzan powyzszych uktadow

réwnan postaci
)

r=y+=z

Sy+z+x (13)
\z+x+y

,x:y+z

Ry=z+x (14)
z =22y
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Rozwiazaniem (13) jest

Rozwiazaniem (14) jest
Rozwiazaniem (15) jest
Rozwiazaniem (16) jest

Rozwiazaniem (17) jest

r=y+=z
QY =zx
z=x+Yy
\
(

rT=y+=z
QY =zx

z =22y
\

r=yz

Yy = 2T

z =22y
(

T =Yz
Sy=x+=2
z2=x+Yy
\
(

T =Yz
Sy=x+=z2
z =2y
\
(

T =Yz
Sy=x+ =2
Z2=x+Yy
\
r=y=2=0
r=y=2=0
r=y=2=0
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lub

r=y=z2=1
lub
r=y=—-12=1
lub
y=z=—-lLx=1
lub
rT = Z2 — —1’y —=
Rozwiazaniem (18) jest
r=y=2=0
lub
1
T=9Y = X z=1
Rozwiazaniem (19) jest
r=y=2=0
lub
L 1
rT =z = — pr
5 Y
Rozwiazaniem (20) jest

Ostatecznie, wszystkie rozwiazania uktadu (12) sa postaci
11,1 _ 1 /11
0,0,0),(1,=,=), (5,1, =), (=, =,1
( ) Y )7( 7272)7(27 72)7(2727 )
(1,1,1),(1,—-1,-1),(=1,1,—1),(=1,—-1,1)

Zadanie 15. (69 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 3)
Zmnalez¢ wszystkie trojki x,y, 2z € R spetiajace

2’y +2=1x+2yz

2y +2 =1y + 221

22x+2=z+ 2y

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac uktad mamy

r(zy — 1) =2(yz — 1)
ylyz — 1) =2(zz — 1)
2(zx —1) =2(xy — 1)
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Wymnazajac stronami dostajemy

zyz(zy — D) (yz — 1)(zx — 1) = 8(yz — 1)(zzx — 1) (zy — 1).
Stad
(xyz — 8)(xy — 1)(yz — 1)(zx — 1) = 0.
1°. Co najmniej jedna z xy, yz, zx rowna sie 1. Uktad jest cykliczny, wiec
bez straty ogolnosci mozemy przyjac, ze xy = 1. Wtedy z x(xy — 1) =
2(yz—1) mamy yz =1, a zy(yz — 1) = 2(zz — 1) mamy zx = 1. Zatem

x2:a:y-za::1,
Yz
wiccr=1lubz=—-1. Wowczasc=y=z=1lubr=y=2=—1.

2°. Zadna z liczb zy, yz, zx nie jest rowna 1. Wtedy zyz = 8.

Stad zy = %, Yz = %, 2x = %. Wowcezas

b1 0=341

%+2:y+%

%Z +2=z+ 1—26
Uktad ten jest cykliczny. Bez straty ogolnosci, mozemy zatozyé, ze x > v,
x> z. Wtedy > 0 (w przeciwnym wypadkuy > 2 > 012z >z > 0,
wiec xyz > 0, a wiemy, ze xyz = 8).
Wowcezas yz = % > 0, stad y i z tego samego znaku i § > 0.

Wtedy
16 8
z+—¢>ﬁ+2>2>a
< Y
wiec z > 01stad y > 0.
Zatem x,y,z > 0, czyli 2° > 2yz = 8, wiec v > 2.

Woéwcezas 6 8
Y+ — = 2 < 4y + 2.
Y z

Po rozwigzaniu nieréwnosci otrzymujemy
8
y€[-5,0)U[2,00)
ale wiemy, ze y > 0, wiec y > 2. Analogicznie dostajemy z > 2. Wowczas
x,y,z>2o0raz 8=2xyz > 8 Stadxr =y =2 = 2.

Zadanie 16. (16 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 1)
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréw-
nosc

a’be + ab’c + ab® < b + b*? + FdP.
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Rozwigzanie:

Podstawiajac

x = bc,

Yy = ac,
oraz,

z = ab,
otrzymujemy

Yy +xz + Y §x2—|—y2—|—22.
Mnozgc nieréwnos¢ stronami przez 2, przenoszac wszystkie sktadniki na
jedng strone i grupujac odpowiednie wyrazy dostajemy
2 =2y + 1yt +a? — 2+ 22+ —2yz 4+ 22 > 0.
Zatem
(2 =y +(z—2)°+(y—2)° =0,
co konczy zadanie.

Zadanie 17. (62 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwiaz uktad rownan, dla z,y € R

{ (z —y)(® +y°)

(z+y)(@® —y°) =

7
3

Rozwigzanie:
Przeksztalcajac uktad rownan dostajemy

{(x —y)@+y)@® -y +y°) =7
(z+y) (= —y)(@® +ay+y°) =3

Dzielimy stronami
e —ay+yt T

2+ ay+y2 3

Wowcezas
3(a? —ay +y°) = T(a® + 2y + 7).
Stad
0 = 42% + 10xy + 4y = 2(2x + y)(z + 2y).
Wtedy = —2y lub y = —2x. Dla x = —2y mamy
—3y(=1y’) =7
{ —y(=9°) =3
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Ostatecznie y* = % i pary spetniajace uktad to (é/lga —é/ig) lub (_é/_§> (4%)
Dla y = —2z mamy
3u(=72%) =7,

czyli

co jest niemozliwe.

Zadanie 18. (63 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 1)
Rozwigza¢ w liczbach rzeczywistych uktad réwnan

(x+y)> =82
(y + 2)® = 8z
(z +x)3 =8y

Rozwigzanie:
Odejmujac drugie rownanie od pierwszego mamy

8(z—2)=(z+y)° —(y+2)°=
((“y)_(y+z))<(f’3+y)2+($+y)(y+2)+(y+z)2) =

=@=2)(@+yP+@+ny+2)+y+2)?).
Czyli
(:c—z)((x+y)2+(:z:+y)(y+z)+(y+z)2+8>.

Wobec tego z = z lub (z +y)?> + (z +y)(y +2) + (y + 2)* +8 = 0.
Drugi przypadek jest niemozliwy, poniewaz biorac a = x + y oraz b =
Y + z mamy

1 3
a2+ab+b2+8:(a+§b)2+1b+828.

W takim razie x = z.
Analogicznie odejmujac trzecie réwnanie od drugiego dostajemy x = .
Zatem v =y = z = t. Wowcezas uklad przyjmuje postac

(2t)* = 8t.

Rownowaznie
3 =t.

Stad t =0 lub ¢t =1 lub t = —1. Wtedy rozwiazania naszego uktadu sa
postaci (0,0,0), (1,1,1) oraz (—1,—1,—1).

22



Zadanie 19. (48 Olimpiada Matematyczna, etap III, zadanie 2)
Dla z,y, z € R wyznaczy¢ wszystkie trojki spetniajace uktad rownan

3+ Yy +2%) =1
w2y + 22 + 220t = ayz(v +y + 2)°

Rozwigzanie:
Przypus$émy, ze x,y, z spelniaja powyzszy uklad réownan. Z drugiego
rownania uktadu wynika, ze

zyz(x +y+2) > 0.
Dalej mamy
0< (-9’ +(y—2°"+(z-2)=30>+¢*+2%) — (z+y+2)?
co na mocy pierwszego rownania uktadu daje
(z+y+2)? <1

Ponadto
0< (zy —y2)*+ (yz — 20)* + (22 — 2y)* =
= 2(2%y* + 22 + 2% — 2ayz(z +y + 2),
czyli
ryz(x +y + 2) < 227 4+ yP2P + Pt
Na mocy zyz(x 4+ y + z) > 0 mozemy wymnozy¢ stronami nier6wnosci

(z+y+2)7<1
oraz
ryz(x 4y + 2) < 22y + 2% 4 22t
Wowcezas dostajemy
zyz(x +y+ 2)° < 2%y + 22 + 2

Zgodnie z drugim rownaniem uktadu powyzsza nier6wnosé ma by¢ row-
noscia. To znaczy ze albo obie mnozone stronami nieréwnosci sg rowno-
Sciami albo wyrazenia po obu stronach

ryz(z +y + 2) < 22 + P2t + 2t

sq rOwne 0.
W pierwszym przypadku znak rownosci w zwiazkach

3+ + 22 = (x4 y+ 2)°
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oraz
(z4+y+2)7?=1

prowadzi do wniosku z =y = 2z = :I:%.
W drugim przypadku iloczyny xy, yz, zz sa réwne 0, czyli dwie sposrod
liczb z, y, z sa réwne zeru, a trzecia musi byé rowna :I:\/Lg, zgodnie

z pierwszym rownaniem uktadu. Woéwczas rozwigzanie tworzy 8 trojek

(6%’6%76%>7 <€\/L§7070>7 <O7€L370)7 <0707 E\/Lg), gdZie € = +1.

Zadanie 20. (49 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 1)
Rozwiazacé uktad rownan

o —yl— =1
20 —y|+|lze+y—1+|z—yl+y—1=0

Rozwigzanie:
Przypus$émy, ze x 1 y spetniaja uktad rownan. Z pierwszej rownosci ukta-

]

du wynika, ze ¥ # 0 oraz - nie moze by¢ rowny —1, wiec % =1, stad

x > 0. Wowcezas dalej z pierwszego réwnania uktadu |z — y| = 0. Pod-
stawiajac r = y do drugiego réwnania i pamietajac, ze x > 0 mamy

20 —z|+|z+or -1+ |z —2|+2—-1=0
lz| + 2z — 1| +2x—-1=0
20 — 1+ |2z — 1] =0.

Co jest rownowazne 2x — 1 < 0 oraz 3:% Tak wiec kazde rozwigzanie
(x,y) ukladu réwnan ma postac 0 < x =y < % Na odwrot kazda para
(x,y) takiej postaci spelnia oba rownania uktadu.

Zadanie 21. (59 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 1)
Rozwiaz w liczbach rzeczywistych x,y, 2 uktad rownan

2 = by? — 4z
Y’ =52% — 4dx (21)
20 = 5xd — 4y

Rozwigzanie:
Rozwiazaniem (21) sa cykliczne trojki (z,y, 2), (v, 2, z), (2, z,y). Zaloz-
my, ze r jest najmniejszym rozwiazaniem. Rozwazmy przypadki:
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1.y < z f(t) = t° jest dcifle rosngcy funkcja. Zatem z drugiego i
trzeciego rownania (21) mamy

5z3=y5+4x§z5+4y=5x3.

Stad z < x. Wowcezas y < z < z, czyli x = y = z = t. Podstawiajac

otrzymujemy
t> = 5t° — 4t.
Rownowaznie
2 — 53 4+ 4t = 0,
czyli
tt—2)t+2)(t=1)(t+1)=0.
Stad

t=0 lub t=2 lub ¢t=-2 Iub ¢t=1 1lub t=-1.
2.y > z, czyli * < z < y. Zatem z pierwszego i trzeciego réwnania,
ukladu (21) mamy
5yd = 2° + 42 < 2° 4+ 4y = 5.

Stad
r<z<y<ux,

co daje nam sprzecznosc.
Rozwiazaniami uktadu (21) sa nastepujace trojki liczb
(—2,—2,-2),(—1,—1,—1),(0,0,0)
(1,1,1),(2,2,2).

Zadanie 22. (54 Olimpiada Matematyczna, etap II, zadanie 1)
Rozwiaz w liczbach rzeczywistych x,y, z uktad rownan

2 =yz+1
Y = zx + 2 (22)
22 =zy+4

Rozwigzanie:
Mnozac pierwsze rownanie uktadu (22) przez y, drugie przez z i trzecie
przez x oraz dodajac je stronami otrzymujemy

iy + oyt + e =yt oy + 22+ 22 + 2y + da
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Stad
y+ 2z +4x = 0. (23)

Nastepnie mnozac pierwsze rownanie uktadu (22) przez z, drugie przez
x 1 trzecie przez y oraz dodajac je stronami otrzymujemy

iz + oyt 4 2y = Pz + 2+ 2t + 22 + yia + 4y,

Stad
2+ 2x+4y =0. (24)

Z (23) i (24) tworzymy uklad rownan postaci
y+22+4y =20
z4+2x+4y =0

Mnozac drugie rownanie powyzszego uktadu rownan przez —2 oraz do-
dajac stronami oba rownania otrzymujemy

—Ty = 0.

Zatem y = 0. Stad mamy, 7e 2> = 1, czyli # = 1 lub = —1. Dla
r =1,y = 0 dostajemy, ze z = —2, a dla z = —1,y = 0 dostajemy, ze
z =2
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3. R6wnania

Zadanie 23. (62 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 1)
Wyznacz wszystkie takie pary (a,b) liczb wymiernych dodatnich spet-

Va+ Vb =1\/4+VT.

niajacych rownanie

Rozwigzanie:
Przypus$émy, ze a,b > 0 i spetniaja powyzsze réwnanie. Podnoszac obie
strony rownania do potegi 2 mamy

a+2Vab+b=4+ V7.

Rownowaznie

Wab=4—a—b+T.

Podnoszac obie strony réwnania do potegi 2 dostajemy
dab=(4—a—b>+2V7(4 —a—b) + 7.
Rownowaznie
dab—(4—a—b>—T=2V/T(4—a—).

Wiemy, 7e a,b € W, a /7 € NW. Zatem rozwiazanie bedzie spelnio-
ne, gdy obie strony réwnania beda wynosi¢ 0. Wowczas prawa strona
rOwnania ma postac

2V7(4—a—b) =0,

czyli
4=a+b.

Natomiast lewa strona réwnania ma postac
4ab— (4 —a—b)* —7=0,
czyli korzystajac, ze 4 — a — b = 0 mamy
dab =1T.

Stad otrzymujemy nastepujacy uktad rownan
a+b=14
dab =17
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Korzystajac z zaleznosci
(a —b)* = (a +b)* — 4ab
i naszych danych a + b = 41 4ab = 7 dostajemy, ze
(a—b?=4*-7=16—-7=09.

Woéwezas
b=4
a -+ (25)
a—b=3
lub
b=4
a + (26)
a—b=-3

Ostatecznie rozwiazaniem ukladu (25) jest para a = 3,51 b = 0,5, a
rozwiazaniem uktadu (26) jest para a = 0,51 b = 3,5.

Zadanie 24. (66 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 5)
Rozwiazaé¢ w liczbach catkowitych x i y réwnanie

et =283 =yt + 3 + .
Rozwigzanie:
e Wiemy, ze dla t € Z mamy t*> +t > 0 oraz t* —t > 0.

e Dla z =012 =1 lewa strona réwnania zeruje sie.
Woéwcezas prawa strona

v 29+ (v +y)
jest suma trzech nieujemnych sktadnikéw, przy czym pierwsze dwa

sa rowne zero jedynie dla y = 0. Wobec tego prawa strona jest rowna
0 dla y = 0. Stad mamy dwa rozwiazania (0,0) i (1,0).

e Od tego momentu zaktadamy, ze x # 0, x # 1. Stad prawda jest,
ze v —x > 2.

o Korzystajac z 22 — x > 2 oraz 4> — y + 4 > 4 mamy
L=ag'"-20%+ox=a"—203 42> — 2> +2 =

= (=2 = (2P —2) > (2® —2)? =22t —2)+ 1= (2 —z —1)%

P=y' 43 +y=y'+4y +4—y*+y—4=
= +2’—(4+y" —y) < (¥ +2)°

28



e Wowczas L = P wtedy i tylko wtedy gdy
(27 —r—1) < L=P< (y*+2)*
(22— 2 —1)2 < (42 +2)°
-z —1<y’+2.
e Ponadto 22 — x > 2 oraz y*> + y > 0. Wtedy
L=@*—2)?—(2*—2) < (2®* —2)* -1
oraz
P=y'+3 +y=y"+20 +1+y° +y—1=
=@+’ + @y -1 > (P + 1) -1
o Wowczas L = P wtedy i tylko wtedy gdy
(=2 —-1>L=P> (> +1)>—1.
Stad
¥ — ) >yt + 1
e Dodajac do 22 — 2 — 1 < y? + 2 stronami 1 mamy

o — <y’ +3.

Wtedy

vt —x=y* +2.

e Jezeli L = P jest prawda, to prawda jest tez powyzszy zwiazek.
Wtedy
L= (2*—2)*— (2% — 2)

P=(y+27"~(y"—y+4)
sa rowne, co prowadzi do

P —r =y’ —y+4.

e Na mocy
2t — g = y2 —y+4
oraz
2t — =9y +2
dostajemy

Stad y = 2.
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e Ponadto
1 —r=4+2=6,

stad z = 3 lub x = —2.
e Ostatecznie wszystkie rozwiazania to (0, 0), (1,0), (3,2) oraz (—2,2).

Zadanie 25. (67 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 5)
Wykazaé, ze dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a i b réwnanie

(2 —y* —a)(@® —y* = b)(2* —y* —ab) = 0

ma przynajmniej jedno rozwiazanie w liczbach catkowitych x i y.
Rozwigzanie:

e Jesli a jest nieparzyste to przyjmujemy x = %= oraz y = “-.
(5) +(*5) o)
2 2 ¢
a4+ 1\2 a— 1\2 a4+ 1\2 a— 1\2
) () +(557) —») =0
((2 >+( 2) > ) T\ ¢

poniewaz zeruje sie plerwszy nawias.

Wowcezas

e Jesli b jest nieparzyste to przyjmujemy x = HTl oraz Yy = b’Tl

Wowcezas

(5 (2 - (-9
(5 (5 =) -0

poniewaz zeruje sie drugi nawias.

a+b a—b
5 oraz y 5

e Jesli a i b sa parzyste to przyjmujemy x =
((57) +("57) )
(57) + (57) =)((557) + (%57) ~) =0

poniewaz zeruje sie trzeci nawias.

Wowecezas

Zadanie 26. (20 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 2)
Rozwigz rownanie w liczbach catkowitych

r+y=(r—y) (27)
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Rozwigzanie:
Przypusmy, ze liczby x, y spelniaja (27) i przyjmijmy, ze

T—y=r (28)

z (27) 1 (28) mamy
T4y =r. (29)
Rozwiazujac uklad rownan ztozony z (28) i (29) oraz wyliczajac 7 niego

_ 7’2+r
{'” (30)

Y= ——

niewiadome x i y dostajemy

Jesli zatem para liczb catkowitych x i y jest rozwiazaniem (27), to zacho-
dzi (30), gdzie r € Z. Odwrotnie, jesli r € Z, to liczby x i y spelniajace
(30) spetniaja takze (27), bo

r24r ri—r __ .2
1. +—=r

2
r24r _ R62—1r __
2. 5 S =T

Liczby te sg calkowite, poniewaz 72 + r(r + 1) i 1> —r = r(r — 1),

jako iloczyn kolejnych liczb catkowitych, sa liczbami parzystymi. Zatem
wszystkie rozwiazania (27) w liczbach catkowitych maja postac¢ (30),
gdzie r € Z.

Zadanie 27. (65 Olimpiada Matematyczna, etap I, zadanie 1)
Wykaz, ze jesli liczby catkowite a, b, ¢ spteniaja rownanie

(a+3)%+(b+4)?>—(c+5)?> =>4+ -, (31)

to wspolna wartos¢ obu stron rownania jest kwadratem liczby catkowite;j.
Rozwigzanie:
Stosujac wzory skréconego mnozenia otrzymujemy

a?+6a+9+b>+8+16—c® —10c — 25 = a®> + b* — 2.

Zatem
6a + 8b — 10c = 0.
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Wyliczajac ¢ z powyzszego réwnania i podstawiajac jego warto$é do
prawej strony (31) mamy

2 | 12 3, 4\’ 2 | 12 2 2
a” +b° — 5b+gb =a"+0"——a”"— —ab— =b" =

~ 95 55" " 55

Wystarczy pokazac, ze %a—%b jest liczba catkowita i to zakonczy zadanie.

Przedstawmy powyzsze wyrazenie w nastepujacej postaci

4 3 9 12 3 4
ga—gb:ga—a+€b—3b:3<ga+gb> —a—3b=3c—a— 3b.

Zatem a® + b? — ¢? jest kwadratem liczby 3¢ — a — 3b.

Zadanie 28. (54 Olimpiada Matematyczna, etap 11, zadanie 1)
Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich z,y spelniajacych
rOwnanie

(z+y)* —2(zy)* = 1.

Rozwigzanie:
Dla dowolnych x,y > 2 mamy

Y x
a:y:x-§+y-§2x+y
Zatem
2x—y>:1:—|—y
5 = ;
czyli
Yy > x+y

Wtedy dla z,y > 2 mamy
2(zy)* + 1> (zy)* > (z +y)*.

Wowcezas otrzymujemy sprzecznosé, czyli z,y € (0. Stad x = 1 luby = 1.
Zatem dla z = 1 otrzymujemy

(1+y)° -2y =1.

Rownowaznie
1+ 2y +y* —2y* = 1.
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Przeksztalcajac mamy
2y — y*> = 0.
Wrytaczajac wspolny czynnik przed nawias dostajemy

y(2—y) =0,

czyli y = 0 (sprzeczne z zalozeniem tresci zadania) lub y = 2. Analo-
gicznie, dla y = 1 otrzymujemy

(r+1)* —22* = 1.

Rownowaznie
2242 +1-—222=1.

Przeksztalcajac mamy
2r — 22 = 0.

Wrytaczajac wspolny czynnik przed nawias dostajemy
z(2—1z) =0,

czyli x = 0 (sprzeczne z zalozeniem tresci zadania) lub x = 2. Ostatecz-
nie rozwigzaniem rownania sg dwie pary liczb catkowitych dodatnich

r=1
y=2
r=2
y = 1.

Zadanie 29. (6 Olimpiada Matematyczna, etap 11, zadanie 1)
Oblicz 2t + y* + 21, wiedzac ze x +y + 2 = 0 oraz 2% + y* + 2% = a,
gdzie a jest liczba dodatnia.

postaci

lub

Rozwigzanie:
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Stosujac wzory skroconego mnozenia mamy
gty + 2t = (2 Y+ 2P - 2(ay 4 P+ ) =
= a® — 2[(wy + yz + 22)* — 20%yz — 2w’z — 20y2?) =
= a® = 2[(zy +yz + 22)* — 2ayz(z +y + 2)] =
=a® - 2(ay +yz+ 22)? —dayz(z +y +2) =
=a® = 2(xy + yz + z2)* =

(z+y—+2)2— (22 +y2+22)]°

:a2—2 =
2
CL2
2
:a2—2—a/2:
4
2
2
-2

Zadanie 30. (15 Olimpiada Matematyczna, etap [, zadanie 1)
Udowodnié, ze dla kazdej liczby n € N zachodzi réwnosé

P+2 4+ 4nd=0+2+---+n)

Rozwigzanie:
Prowadzimy dowo6d indukcyjny. Dla n =1

1=1.
Zatozenie indukcyjne dla k € N
B+ 4 B =0+24+--+k)>
Teza indukcyjna,

B2+ 403+ (n+1)P =042+ +n+(n+1)>~
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Dowd6d indukeyjny
P42+ 40+ (n+1)° =142+ +n)’+(n+1)°
1 2
= (§n(n +1)+(n+ 1)3>
1
4

=142+ +n+(n+1))?
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