Kolokwium 1

Ponizej przedstawiono zadania jednej z wersji kolokwium. Zadania z drugiego zestawu mozna roz-
wigzaé¢ analogicznie. Wyjatkiem sa Zadania 4 i 5, w ich przypadku zaprezentowano rozwiazania dla
obu grup.

Zadanie 1 (3 punkty). Niech n € N.

1. Wykaz, ze 2bidr un(C) = {z € C: 2™ = 1} wraz ze zwyklym mnozeniem liczb zespolonych jest
podgrupg (C*, ).

2. Czy (un(C),+) jest podgrupg (C,+)? OdpowiedZ uzasadnij.
Rozwigzanie:

1. (un(C), ) jest podgrupa (C*,-) wtedy i tylko wtedy gdy
vz,weun(C) w e /,Ln((C) (1)

Ustalmy z,w € pu,(C). Wtedy, poniewaz 2" =11iw"™ =1,
n

(zw™ )" = (i)n -2 = % 1.

w wn -
Zatem zw ™! € p,, co oznacza, ze (u,(C),-) jest podgrupa (C*,-).

2. Gdyby (un(C),+) bylo podgrupa (C,+), wéwezas dla dowolnych z,w € p,,(C) mielibySmy (z —
w)™ = 1 (jest to ten sam warunek co w (1), tyle ze zapisany addytywnie). Zauwazmy, Ze ten
warunek nie jest spelniony gdyz 1 € u,,(C), ale (1 —1)" =0 ¢ pu,(C). Zatem (u,,(C), +) nie jest
podgrupa (C, +).

O

Zadanie 2 (3 punkty). Wyznacz najmniejszy zbior generatoréw dla grupy U(Zg). Wypisz wszystkie
podgrupy cykliczne. Czy sq one podgrupami normalnymi?

Rozwigzanie:
Przypomnijmy, ze U(Zs) = {1,3,5,7} jest grupa ze wzgledu na mnozenie modulo 8. Sprawdzajac po
kolei wszystkie mozliwe pojedyncze generatory (poza 1, ktéra nigdzie nas nie doprowadzi), widzimy,

ze
<3> = {3, 1}, <5> = {57 1}> <7> = {77 1}7 (2)
a wiec zadna z tych grup nie jest réwna U(Zg). Natomiast:
<3a 5> = {3’ 17 57 7} = U(ZS)

Zatem zbiér {3,5} zawiera najmniejsza liczbe generatoréw, ktéra jest niezbedna do wygenerowania
calej grupy U(Zsg). (Nie jest to jedyny taki zbiér: réwniez (3,7) = U(Zs) oraz (5,7) = U(Zg). Zatem,
SciSle rzecz biorac, nie mozna powiedzieé, ze zbior {3, 5} jest najmniejszy, ale raczej ze jest minimalny.)

Podgrupy cykliczne: grupa trywialna {1} oraz grupy wymienione w (2). Wszystkie one sa normalne,
gdyz mnozenie modulo 8 jest przemienne.



Zadanie 3 (3 punkty). Niech
U:<123456789 10>.
5 8 7 2 1 6 4 3 10 9
1. Zapisz powyiszqg permutacje w postaci iloczynu cykli roztgcznych.
2. Wyznacz rzqd permutacji o.

3. Czy jest to permutacja parzysta czy nieparzysta?

Rozwigzanie:

1. 0 =(15)(28374)(910)
2. Latwo obliczy¢ rzedy poszczegdlnych cykli:
r((15)) =2, r((910)) = 2, r((28374)) =5.

Stad r(o) = 2-5 = 10. Latwo to sprawdzi¢ skladajac permutacje o (zapisana w postaci iloczynu
cykli roztacznych) ze soba 10 razy.

3. Permutacja jest parzysta, gdyz jest iloczynem parzystej liczby transpozycji:

o =(15)(28374)(910) = (15)(24)(27)(23)(28)(9 10).

Zadanie 4 (3 punkty).
a) Wykaz, ze (Zo x Z3)/(Za x {0}) = Zs.
b) Wykaz, ze Ze/{0,3} = Zs.

Rozwigzanie:

a) Musimy znaleZé homomorfizm

gf):ZgXZgHZg

taki, ze ker(¢) = Zo x {0} oraz Im(¢) = Zs.
Poniewaz przeciwdziedzina ¢ wyglada tak jak dziedzina z tg rozZnicg, ze brakuje pierwszej wspot-
rzednej oraz to co powinno byé na pierwszej wspolrzednej jest w jodrze, sprobujmy wzigé

¢((a,b)) = b.

Latwo sprawdzié, ze jest to homomorfizm (na éwiczeniach rozwigzalismy podobny problem: zada-
nie 4 lub 1(h) z zestawu 3). Ponadto,

ker((b) = {(a,b) € 2o XZgaZO} = {(a,O):aEZg} = 7o X {0}

oraz dla dowolnego b € Z3: b = ¢((0,b)), a wiec ¢ jest “na”. Na mocy twierdzenia o izomorfizmie,
(ZQ X Zg)/(ZQ X {0}) = Zg.



b) Musimy znaleZé homomorfizm
¢: Lo — L3

taki, ze ker(¢) = {0,3} oraz Im(¢) = Zs.
Dzialaniem w dziedzinie jest dodawanie modulo 6, a w przeciwdziedzinie - dodawanie modulo 3.
To powinno nasungcé nam skojarzenie, zeby sprobowac

¢(a) = a mod 3.

Latwo sprawdzié, ze jest to homomorfizm (na éwiczeniach rozwigzalismy podobny problem: zada-
nie 14(a) z zestawu 3). Ponadto,

ker(¢) = {a € Zg : a mod 3 =0} = {0, 3}

oraz dla dowolnego b € Zz: b = ¢(b), a wiec ¢ jest “na”. Na mocy twierdzenia o izomorfizmie,
Zs/{0,3} = Zs.

O
Zadanie 5 (3 punkty).
a) Niech (G,-) bedzie grupg. Wykaz, ze
¢9:G—G,  ¢a)=a’
jest homomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy G jest grupg abelowq.

b) Zaléimy, ze (G,-), (F,*) sq grupami, a ¢ : G — F jest epimorfizmem grup (tzn. ¢ jest homo-
morfizmem i surjekcja). Wykaz, ze jesli grupa G jest abelowa, to F tez.

Rozwigzanie:
Rozwiazemy najpierw podpunkt a).
(<) Zalézmy, ze G jest grupa abelowa. Wéwczas

o(ab) = (ab)? = abab = aabb = $(a)H(b),
a wiec ¢ jest homomorfizmem.

(=) Jedli ¢ jest homomorfizmem, to dla dowolnych a,b € G:

o(ab) = ¢(a)p(b)
(ab)?> = aabb
abab = aabb

Po przemnozeniu obustronie (skorzystamy z wlasnosci z zadania 10(f),(g) z zestawu 1) z prawej strony
przez b—! dostajemy
aba = aab,

a po przemnozeniu obustronie z lewej strony przez a~':

ba = ab,



co oznacza, ze grupa G jest abelowa.

PrzejdZzmy teraz do podpunktu b).
Ustalmy z,y € F. Musimy pokazaé, ze xy = yx. Poniewaz ¢ jest surjekcja, to istnieja a,b € G takie,
ze © = ¢(a) 1 y = ¢(b). Dalej, poniewaz ¢ jest homomorfizmem:

zy = ¢(a)p(b) = p(ab).

Co wiecej, skoro grupa G jest abelowa, to

¢(ab) = ¢(ba) = ¢(b)d(a) = yx.

Zatem xy = yx, jak nalezalo wykazac.



