Kolokwium 2

Ponizej przedstawiono zadania z jednej wersji kolokwium. Zadania z drugiego zestawu mozna
rozwigzaé analogicznie. Jedynym wyjatkiem jest Zadanie 2, ktérego rozwiazanie jest przedstawione
dla dwéch zestawow.

Zadanie 1 (4 punkty). Rozwigz rédwnanie
(L414)2® — (1 +5i)z + (—2 4 6i) = 0.
Rozwigzanie:

A= (1450)%—4(1+i)(—2+6i) = 1+ 10i — 25 — 4(—2 + 6i — 2i — 6)
= —24 432+ 10i — 16i = 8 — 6i

Niech VA = a + bi. Wtedy A = a? + 2abi — b2, a wiec:

a’®—-b?> =38
2ab = —6
a? +b* = /8% + 62

gdzie ostatnia réwnos$é pochodzi z |a + bi|?

= |A|. Dodajac pierwsza i trzecia réwno$é stronami
otrzymujemy 2a? = 18, a wiec a = £3, a b = =

3 = F1, to znaczy VA = +(3 —i). Stad:
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Zadanie 2 (4 punkty). Jakie twory na plaszczyZnie zespolonej okreslajg ponizsze nierdwnosci?
1. 0 < Re(iz) < 3, 3 <Argz<m,
2. 1<z <5, Im(z) < Im(iz).
Rozwigzanie:
Niech z = x + iy. Wtedy iz = —y + iz, a wiec Re(iz) = —y 1 Im(iz) = z. Dlatego:
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Zadanie 3 (4 punkty). Oblicz modul i argument gldwny liczby —1. Nastepnie wyznacz wszystkie
pierwiastki stopnia 4 z liczby —1.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze | — 1| =1 oraz

—1=1(=140-1) = 1(cos(m) + isin(m)),

a wiec Arg(—1) = . Oznaczmy przez wi, ws, ws, w4 pierwiastki czwartego stopnia z —1. Z wzoréw
na pierwiastki czwartego stopnia mamy:

™ .. (T V2 V2

wlzﬁ(cos <Z>+ZSIH (Z)) =5 +z—2 ,
_ T+ 27w +isin T+ 2w __\/§+_\/§
W9 = COS 1 is 1 =->5 2—2,
~ cos T+ 4 s T+ 41 77\@7,\/5
w3y = 1 7sin 1 =-3 1—2,
w4 = COS T+ Om + 2sin T+ 67 ——2—2'@
L 4 1 ) 2

Zadanie 4 (4 punkty).

a) Dobierz liczby a,b € Z11, aby wielomian X® — 5X* — 4X3 + 10X2 + aX + b € Z1[X] przy
dzieleniu przez X + 2 dawal reszte 3, a przy dzieleniu przez X — 5 reszte 6.

b) Pewien wielomian o wspélczynnikach z Z7 przy dzieleniu przez X + 3 daje reszte 3, a przy
dzieleniu przez X —1 reszte 4. Jakq reszte daje ten wielomian przy dzieleniu przez (X +3)(X —
1)?

Rozwigzanie:

a) Oznaczmy g(X) = X° — 5X* — 4X3 4+ 10X? + aX + b. To zadanie mozna zrobi¢ na kilka
sposobéw: dzielac z reszta wielomian g(X) przez X +2 i X —5 (pod kreska lub korzystajac ze
schematu Hornera) lub korzystajac z faktu (tw. o dzieleniu z reszta), ze istnieja wielomiany
fl, f2 € 711 takie, ze

XP —5X* —4X? +10X* +aX +b= f1(X)(X +2)+3

oraz
X° —5X* —4X? +10X% 4 aX + b= fo(X)(X —5) + 6.

Tu skorzystamy z drugiego sposobu. Z jednej strony g(—2) = 31 g(5) = 6, a z drugiej (w Zq1):

g(—2)=(=2)° =5 (=2)* —4-(=2)*+10- (=22 —2a + b
=1-5-54+4-84+T7T—2a+b=4—2a+b

oraz

9(5):55—5'54—4'53+10~52—|—5a+b:_4.4+8+5a_|_b

=3+ 5a+0.
Stad dostajemy uktad réwnan:
4—-2a+b=3
3+5a+b=6
Odejmujac stronami dostajemy 7a — 1 = 3, a wiegca = 4-7"! =4-8 = —1 (77! mozna

wyznaczy¢ korzystajac z uogélnionego algorytmu Euklidesa). Wtedy b = —1 4 2a = —3 = 8.



b) Oznaczmy wielomian z tresci zadania przez ¢g(X). Na mocy twierdzenia o dzieleniu z reszta,
istnieja wielomiany f1, fo, f3, R € Z7[X] takie, ze:

9(X) = L(X)(X +3)+3,  g(X) = fo(X)(X -1)+4

oraz
9(X) = f3(X)(X +3)(X = 1) + R(X),
a ponadto deg R(X) < 1. Mozemy wiec zapisa¢ R(X) = aX + b € Z7[X]. Podobnie jak
powyzej,
3=g(-3)=R(-3)=-3a+Db 4=yg(1)=R(1)=a+b,

co daje uktad réownan:
—3a+b=3
a+b=14

Stad 4a = 1, a wigca =1-47! =2 oraz b = 4 — a = 2. Wobec tego R(X) = 2X + 2.
O

Zadanie 5 (4 punkty). Rozwigz ponizszy uklad réwnart w zaleznosci od parametru \. Zréb to
najpierw w Q, a potem w Zs.

2 —y+3z—t=0

6z —3y+Az—4t=0

r—4y+4z—-5t=5

20z =2t = —1
Rozwigzanie:

Najpierw zapiszemy ten uklad w postaci macierzowej, na ktorej bedziemy wykonywaé operacje
elementarne, tak aby doprowadzi¢ ja do postaci zredukowane;j.

2 -1 3 -1 0 o 7 =5 9 -10
6 -3 X —4 0 é - § I__Qé% S0 21 a—24 26 —30
1 —4 4 -5 5 1 -4 4 5 5
0 0 2\ -2 -1 00 22 -2 -1
1 -4 4 -5 5 1 -4 4 5 5
I8 0 a—e -1 o | 7720 0 —onvis 2 o
0 7 -5 9 -10 o 7 -5 9 -0
00 22 -2 -1 00 2 -2 -
1 —4 4 -5 5 1 -4 4 -5 5
e (o o o o) M= (o8 T
0 0 —224+18 2 0 0 0 18 0 -1
0 0 oA -2 -1 0 0 22 -2 -1

Zauwazmy, ze powyzsze operacje mogly byé¢ wykonane zaréwno w Q jak i w Zs.

Bedziemy kontynuowaé wykonujac obliczenia w Q.

I'—T—FIIT (1 -4 0 -5 5+4/18
II—1II+ 31T |0 7 0 9 -—1045/18
T 11T [0 0 1 0 ~1/18
IV—IV—23IIT \0 0 0 -2 —1+X/9

B 1 =4 0 -1 7+(4-4))/18
Do I =2V g 7 0 1 14+ (5+84)/18
II— I +41V
Ve _1v |00 10 —1/18
2 0 0 0 1 (9—))/18



wrr (10 0 —3/T —1+ (48+41)/126
I;iﬂ;f 0 1 0 1/7 —2+(5+8\)/126
: 001 0 “1/18
000 1 (9 \)/18
, 1 0 0 0 —1+(75+A)/126
1§:§1+jﬂfv 001 0 0 —2+4(—4+91)/126
o 01 0 ~1/18
000 1 (9 \)/18

Zatem, niezaleznie od wartosci parametru A, uktad rownan ma jedno rozwiazanie w Q:

z —14 (754 X)/126
Y —2+4+ (—449))/126
2= ~1/18
t (9—X2)/18
Zobaczmy teraz jak wyglada sytuacja w Zs.
1 -4 4 -5 5 1 -1 1 1 2
07—59—10WZ_011071
0 0 18 0 -1 710 0 0 0 -1
0o 0 2x -2 -1 0 0 2x 1 -1
Trzeci wiersz mozemy odczytaé jako 0 = —1. Zatem, niezaleznie od wartoéci parametru A, uktad

rownan jest sprzeczny w Zs.
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