Kolokwium 2

Ponizej przedstawiono zadania jednej z wersji kolokwium. Zadania z drugiego zestawu mozna roz-
wiazaé analogicznie.

Zadanie 1 (4 punkty). W zbiorze Z zdefiniowane sq dzialania

3.

a®b=a+b+1, a®b=a+b+ ab.

Sprawdz czy kazde z tych dzialan posiada element neutralny. Jesli tak, czy kaidy element z Z
posiada element odwrotny wzgledem tego dzialania (lub obu)? Jakiej jest on postaci?

Jakie dodatkowe warunki powinny byé spelnione, Zeby (Z,®,®) bylo pierscieniem przemiennym
z jedynkq? (Nie musisz sprawdzaé tych warunkéw.)

Czy jest szansa na to, zeby (Z,®,®) bylo cialem? Odpowied? uzasadnij.

Rozwigzanie:

1.

e € 7 jest elementem neutralym @ jesli dla kazdego a € Z mamy:
adbe=cda=na.
Zauwazmy, ze abe=a+e+1=e+a+1=eda, a €Z. Ponadto, dla a € Z:
edba=a & et+a+l=a & e=-1

Zatem e = —1 jest elementem neutralym .
Wyznaczymy element odwrotny do a € Z wzgledem &:

abb=e & a+b+1=-1 & b=-—-a-—2.

Zatem dla kazdego a € Z element odwrotny istnieje i jest postaci —a — 2.

Podobnie postepujemy dla ®. Ustalmy a € Z. Wtedy € € Z jest elementem neutralym © jesli
a®eé=¢e®a=a. Zauwazmy, ze a ® € =a+ €+ aé = ¢+ a + éa = ¢ ® a. Ponadto:

Ea=a < é+at+éa=a < é(l+a)=0.

Poniewaz a jest dowolng liczba catkowita, ostatnia réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
€ = 0. Zatem € = 0 jest elementem neutralym ©. Wyznaczymy teraz element odwrotny do a € Z
wzgledem © (o ile istnieje):

—a

a®b=¢ & a+b+ab=0 & b(l+a)=—-a < b= ,
1+a

przy czym ostatnia réwnosé zachodzi tylko dla a # —1 (latwo réwniez sparwdzié, ze element
odwrotny do a = —1 nie istnieje). Dodatkowo, poniewaz szukamy elementu odwrotnego w Z,
b= ﬂ—aa jest elementem odwrotnym do a wtedy i tylko wtedy gdy b € Z, to jest, 1+ ala. To jest
mozliwe tylko wtedy gdy 1 +a = £1 lub a = 0, tzn. gdy a = 0 lub a = —2. Pozostale liczby
calkowite nie maja elementu odwrotnego wzgledem ©.



2. (Z,®,®) jest pierscieniem przemiennym z jedynka jesli (@ i @ sa dzialaniami w Z oraz):
e @ jest laczne i przemienne (powyzej pokazaliSmy juz istnienie elementu neutralnego i ele-
mentéw odwrotnych)
e O jest laczne i przemienne (powyzej pokazalidmy juz istnienie elementu neutralnego)
e (O jest rozdzielne wzgledem @.

3. (Z,®,®) nie moze by¢ cialem poniewaz, jak pokazaliémy powyzej, tylko a = 01 a = —2 maja
elementy odwrotne wzgledem ©.

O
Zadanie 2 (1 punkt). Jakiej postaci sq elementy pierscienia Z[\/§, \/5] ?
Rozwigzanie:
Z[\@, \/5} jest pierécieniem generowanym przez v/2,v/5 nad Z, a wiec:
ZIV2,V5) = {a+bV2 + V5 +dV10 : a,b,c,d € Z}.
(Wyklad: Wniosek 6.2.(2).)
O

Zadanie 3 (2,5 punkta).

1. Wyznacz wszystkie idealy pierscienia Zio. W kazdym przypadku rozstrzygnij czy s¢ one pierwsze
lub maksymalne.

2. Wyznacz elementy pierscienia ilorazowego Z1o/(5).
Rozwigzanie:

1. Najlepiej wyznaczy¢ wszystkie idealy Zqg generujac je réznymi elementami zbioru Zig. Oczywi-
Scie:
0)=A{0}, (1) =Zo.

Ponadto, jesli a jest elementem odwracalnym, tzn. a € U(Zig), to istnieje b € Zo takie, ze
ab = 1. A poniewaz (a) = {ax : © € Z1p}, to w szegblnosci 1 € (a), a wiec (a) = Z19. Wystarczy
wiec rozwazy¢ idealy generowane przez elementy nieodwracalne:

(2) = {255 HERS ZlO} = {072’476’8} = (4) = (6) = (8)7
(5) = {0,5}.
Musimy réwniez rozwazy¢ idealy generowane przez dwa elementy lub wiecej, tzn. np.:
(a,b) ={az + by : 2,y € Zio}

(Zauwazmy, ze w szczegélnosci (a) C (a,b).) Ale poniewaz idealy generowane przez 2,4,6 lub
8 sa rowne, dodanie 0 jako generatora nic nie wnosi, a dodanie elementu odwracalnego jako
generatora datoby cate Zig, to zostaje nam tylko rozwazenie

(2,5) ={2zx+5y:z,y € Z10} = {0,2,4,6,8,5,2+5,...} = Z1o.



Ostatnia réwno$é¢ wynika z tego, ze (2,5) zawiera 2+ 5 = 7, ktéry jest elementem odwracalnym,
a wiec automatycznie generuje caly pierécien Zig.
Zatem, jedyne idealy w Zig to:

(0)’ (2)7 (5)’ Z1O~

Z definicji, Zq0 nie jest ani idealem pierwszym ani maksymalnym.

(0) nie jest ideatem pierwszym, bo 2-5 € (0), ale 2 ¢ (0) oraz 5 ¢ (0). (Réwnowaznie: (0) nie
jest ideatem pierwszym, bo Z1o/(0) = Z1g, a Z1p nie jest pierscieniem calkowitym.) Zatem
(0) nie jest tez idealem maksymalnym. (To wynika réwniez z tego, ze (0) C (5) C Zyo oraz
(0) # (5) # Z1o.)

(5) jest idealem maksymalnym poniewaz jedyny ideal w ktérym ideal (5) jest zawarty to
(5) lub Z1o. (Réwnowaznie: (5) jest idealem maksymalnym poniewaz Zio/(5) & Zs, ktére
jest cialem.) W szczegdlnosci, (5) jest réwniez idealem pierwszym.

(2) jest idealem maksymalnym poniewaz jedyny ideal w ktérym ideal (2) jest zawarty to
(2) lub Z1o. (Réwnowaznie: (2) jest idealem maksymalnym poniewaz Zjo/(2) = Zs, ktére
jest cialem.) W szczegdlnodei, (2) jest réwniez ideatem pierwszym.

(Wyklad: Wniosek 7.1., Twierdzenie 7.14., Twierdzenie 7.15.)

Zadanie 4 (4,5 punkta).

1. Wykaz, ze 217[X]/(X2 — 2) = Zl7 X Zl7.
(Jesli masz problem z Zyi7, wykaz, ze R[X]/(X? —2) 2R xR
(0,5 pkt mniej).)

2. Wyznacz dzielniki zera w Zq7 X Za7.
3. Czy ideal (X? — 2) pierscienia Z17|X] jest pierwszy lub maksymalny?
Rozwigzanie:

1. Wiemy, ze X2 -2 = (X —v/2)(X ++/2). Poniewaz w Z17 mamy v/2 = +6 (skoro (+£6) = 36 = 2),
wige X? —2 = (X —6)(X + 6). Dlatego zdefiniujmy

¢: Za7[X] — Zar X Lo, o(f) = (f(6), f(—6)).
e ¢ jest homomorfizmem pierscieni: dla f, g € Z17[X] mamy

o(f +9) = ((f +9)(6), (f +9)(=6)) = (f(6) + g(6), f(—6) + g(—6))
= (f(6), f(=6)) + (9(6), 9(—6)) = o(f) + ¢(g)

oraz



o kerg = (X2 —2):

ker¢ = {f € Z17[X] : 6(f) = (0,0)} = {f € Zu7[X] : (f(6), f(=6)) = (0,0)}
={f € Z7[X]: f(6) =01 f(=6) = 0} = {f € Zu7[X] : (X = 6)|f 1 (X +6)|f}
={f € Zur[X]: (X = 6)(X +6)|/} = {(X = 6)(X +6)g(X) : g € Zy7[X]}
= (X = 6)(X +6)) = (X* - 2)

o Im(,b = Zl7 X 2172
Ustalmy (a,b) € Zy7 X Zi7. ¢(f) = (a,b) wtedy i tylko wtedy gdy f(6) =a i f(—6) =
tzn. szukamy wielomianu f, ktérego wykres przechodzi przez dwa punkty: (6,a) i (—6,b).
W zwigzku z tym, jesli a # b, nie moze to byé wielomian staly, lecz przynajmniej pierwszego
stopnia: np. f(X) = ag + a1 X. Z warunkéw f(6) = a, f(—6) = b dostajemy uklad réwnan,
ktéry musimy rozwiazac:

f(6)=a PN ap +6a; =a N ap = —bai +a o ap = —6ai +a
f(=6)=10 ag — 6a; = b —6a; +a—6a; =b —12a1 =b—a

a; = (a—0b)-1271
54
ag=—6(a—b) 1271 +a

Nawet nie musimy wyliczaé 1271 w Zi7, wazne ze istnieje. W ten sposéb otrzymalismy
wielomian

f(X)=-6(a—0b)-127 ' +a+ (a—b)- 127X,
ktory spelnia warunki f(6) =a, f(—6) =b

Na mocy twierdzenia o izomorfizmie: Z17[X]/(X? — 2) & Z17 X Z17.

. (a,b) € Z17 X Z17 jest dzielnikiem zera wtedy i tylko wtedy gdy istnieje para (z,y) € Zi7 X Z17
rézna od (0,0) taka, ze (a,b) - (z,y) = (0,0). Poniewaz

ar =0 a=0lubz=0
,0) - (z,y) =(0,0) < ,by) =(0,0) < & ,
(a,b) (@.9) = (0.0) & (az.by) = (0,0) {by:O {b:OIubyzo

wiec (a,d) - (z,y) = (0,0) dla (z,y) # (0,0) wtedy i tylko wtedy gdy a = 0 lub b = 0, tzn.
dzielnikami zera w Z17 X Z17 sa elementy zbioru

{(a,0),(0,b) : a,b € Z17}.

. Zadanie to mozna rozwiaza¢ na kilka sposobéw.

I sposéb:

Jak zauwazyliSmy powyzej: Z17[X]/(X? —2) jest izomorficzne z Z17 X Z17, ktére ma nietrywialne
dzielniki zera. To oznacza, ze Z17 X Z17 nie jest pierécieniem catkowitym, a wiec (X2 —2) nie jest
idealem pierwszym. W zwiazku z tym nie moze by¢ tez ideatem maksymalnym.

IT sposéb:

Jak zauwazylismy powyzej, X2 — 2 jest wielmonianem rozkladalnym w Z7:

X2 —2=(X-6)(X+6).



Zatem X — 6 ¢ (X2 —2) oraz X + 6 ¢ (X? — 2) podczas gdy (X — 6)(X +6) € (X2 — 2).
W zwigzku z tym (X2 — 2) nie jest idealem pierwszym. Tu mozna od razu wywnioskowaé jak
powyzej, ze nie moze by¢ tez idealem maksymalnym. Mozna tez zauwazy¢, ze

(X2 -2)C (X —6,X +6) C Zi7[X]

oraz wszystkie te zawierania sa wladciwe, tzn. powyzsze idealy nie sa réwne. To oznacza, ze ideatl
(X2 — 2) nie jest maksymalny.

(Wyklad: Twierdzenie 7.13., Twierdzenie 7.14., Twierdzenie 7.15.)
O

Zadanie 5 (3 punkty). Niech (P,+,-) bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka, a I<P jego idealem.
Wykaz, Ze zbior

IX]={ap+a1 X +...+a,X" :a9,a1,...,a, € I,n e NU{0}}
jest idealem pierscienia P[X].

Rozwigzanie:

1) Ustalmy f,g € I[X], tzn. niech f(X)=ag+ a1 X +... +a, X", g(X)=bo+ 0 X +...+ b, X™
dla pewnych ag,ai,...,a, € I,n € NU {0} oraz by, b1,...,b,, € I,m € NU {0}. Bez straty
ogolnodci mozemy przyjaé, ze n > m. Wtedy

f(X)—g(X)=ag—bg+ (a1 —b))X + ...+ (am — b)) X™ + @y 1 X" @, X7,

gdzie a; —b; € I dlai = 0,...,m poniewaz [ jest ideatem oraz, oczywiscie, amy1,...,0n, € I.
Zatem, f(X) — g(X) € I[X].

2) Niech f(X)=ap+a1 X +...+a, X" € I[[X] oraz g(X) =by+ 01 X +...+b,, X™ € P[X]. Wtedy
m+n k
F(X) - 9(X) = agbo + (apghy + arbg) X + ... = Z ( aibk_l) X"
k=0 \i=0
gdzie Zf:o a;bi—; € I poniewaz I jest idealem, a wiec f(X) - g(X) € I[X].

Zatem I[X] jest idealem pierécienia P[X].



