Kolokwium 1

Ponizej przedstawiono zadania z jednej wersji kolokwium. Zadania z innych
zestawOéw mozna rozwiaza¢ analogicznie. Jedynym wyjatkiem jest Zadanie 3,
ktére jest zadaniem bardziej teoretycznym. W zwiazku z tym jego rozwiazanie
jest rowniez zaprezentowane.

Zadanie 1 (3 punkty). Korzystajgc z zasady indukcji matematycznej wykaz, ze
dla dowolnej liczby naturnalnej n liczba 3?1 4+ 72"~1 jest podzielna przez 10.

Rozwigzanie:
1. Sprawdzenie dla n = 1: 3+ 7 = 10. OK
2. Zalozenie indukcyjne dla n = k: 10|32+~ 4 72+—1
3. Teza indukcyjna: 10[32(F+D—1 4 72(k+1)—1
4. Krok indukcyjny:
32(k+1)=1 4 72(k+1)=1 _ 32k+1 | 72k+l _ 32 g2k—1 4 72 o2k-1
—9.32k—1 4 gg.72k—1 _ 1. g2k—1 _ g2k—1 4 50 w2k—1 _ 72k—1

zal.ind.

= (321 472 0 (mod 10)

Zatem, na mocy indukcji matematycznej 10327~ 4 727~1 dla dowolnego n € N.
O
Zadanie 2 (3 punkty). Znajd? dwie ostatnie cyfry liczby 22222,

Rozwigzanie:

Wystarczy znalezé najmniejsza liczbe naturalng x taka, ze 22222 = x (mod 100).
Poniewaz NWD(22,100) > 1, wiec nie mozemy od razu skorzysta¢ z twierdzenia
Eulera. Z Chinskiego Twierdzenia o Resztach wiemy, ze

r = 22222 (mod 25)

20222 — d 100) <=
@ (mo ) r = 22222 (mod 4)

Latwo zauwazy¢, ze 22222 = 0 (mod 4). Z drugiej strony, na mocy tw. Eulera,
skoro p(25) = 20:
22722 — 29220 . 992 = 1.22? = (=3)? = 9 (mod 25).

Stad:

x =9 (mod 25)
x =0 (mod 4)



Liczbe x znajdujemy korzystajac z metody przedstawionej w dowodzie Chin-
skiego T'wierdzenia o Resztach:

xr=9-4-21+0 (mod 100),

gdzie x;1 jest dowolna liczba spelniajaca kongruencje 4x1 =1 (mod 25), a wiec
np. 11 = 471 =19 (471 w Zys mozna obliczy¢ z uogdlnionego algorytmu Eukli-
desa, zob. Zadanie 4). Mamy wiec:

2=9-4-2,+0=36-19=720—36 =284 (mod 100).

Zadanie 3 (3 punkty, dwie wersje).

1. Niech x,y bedq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, ktére spelniajq
réwnanie vy = a?® dla pewnego a € N. Wykaz, Ze x i y sq kwadratami
pewnych liczb naturalnych.

2. Niech x,y bedg wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. WykaZ, Ze

NWD(z + y,zy) = 1.
Rozwigzanie:

1. Na mocy Zasadniczego Twierdzenia Arytmetyki, z, ¥y, a moga byé¢ jedno-

znacznie roztozone na czynniki pierwsze, powiedzmy
z:p]fl'..upfs, y:ql11~...~qlf, a=ar'-...-ay.
Poniewaz x,y sa wzglednie pierwsze, wiec zbiory {p1,...ps} 1 {q1,...qs}
sa roztaczne. Teraz, poréwnujac wykladniki w iloczynie zy = a:
k l
pit kg g =l

widzimy, ze liczby k1,..., ks, 11, ... ls sa parzyste. Zatem x i y sa kwadra-
tami pewnych liczb naturalnych.

2. Przypuscmy, ze NWD(z + y,zy) = d > 1. Wtedy istnieje liczba pierwsza
p taka, ze p]NWD(x + y, 2y). Z definicji NWD wynika, ze p|lz + y i p|zy.
Ale skoro z, y sa wzglednie pierwsze, wigc albo p|x albo ply. W pierwszym
przypadku mamy: p|z i p|x 4 y; co oznacza, ze p|y, sprzeczno$é. W drugim
przypadku rowniez otrzymamy sprzecznosc.

O

Zadanie 4 (3 punkty). Rozwigz réwnanie 14z = 3 w Zgoor-
Jaki jest element odwrotny do 14 w Zgoor ?



Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze w Zgoor rOwnanie 14z = 3 jest rownowazne réwnaniu diofantycz-
nemu

6007a + 14z = 3.

Rozwiazujemy je za pomocg uogoélnionego algorytmu Euklidesa:

(6007 1 0]
14 0 1]
[§007—14-429 1—-0-429 0-—1-429
1 1 —429
[0 * ]

Odczytujemy:
6007 - 1+ 14 - (—429) = 1.

Stad widaé, ze element odwrotny do 14 w Zggo7 istnieje i wynosi —429 oraz
6007 -3+ 14 - (—429-3) = 3.

Zatem x = —429 - 3.

Zadanie 5 (2 punkty). Oblicz w Z1g: (3717 — /=3)2.

Rozwigzanie:

Liczbe 37! mozna wyznaczyé za pomocs uogélnionego algorytmu Euklidesa
(zob. Zadanie 4) lub zauwazy¢ ze 3 - 13 = 39 = 1. Ponadto, v—3 = v16 = +4
Stad:

(371 7—v=3)? =(13-7-V16)* = (91+4)? = (—4+4)> =0 1lub 64 =0 lub 7.
O
Zadanie 6 (2 punkty). Zapisz permutacje
123 45 6 7 8 9 10
49 2 5 1 10 3 8 7 6
w postact iloczynu cykli roztgcznych.
Czy jest to permutacja parzysta czy nieparzysta?
Rozwigzanie:
123 45 6 7 8 9 10
(4 9 2 51 10 3 8 7 6>_(145)(2973)(610)
= (15)(14)(23)(27)(29)(6 10)

Jest to permutacja parzysta.



Zadanie 7 (4 punkty). Sprawdz, Ze zbidr Q x Q z dzialaniami

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b) * (c,d) = (ac + 5bd, ad + bc)

jest cialem (wskazdwka: oblicz (1,0)  (1,0)).
Wykaz, ze to cialo jest izomorficzne z Q(v/5) = {a + bV/5 : a,b € Q} (dzialania
w Q(\/5) to zwykle dodawanie i mnozenie).

Rozwigzanie:

Przede wszystkim, dla dowolnych a, b, ¢,d € Q mamy (a,b)+ (¢, d) € Q x Q oraz
(a,b) * (c,d) € Q x Q, a wiec rzeczywiscie + 1 * sa dzialaniami w Q x Q.
Ustalmy teraz dowolne a,b,c,d, e, f € Q.

1.

Latwo pokazad, ze (Q x Q,+) jest grupa abelowa (na kolokwium wypada
to troche rozpisaé, postepujac podobnie jak ponizej to zrobimy dla x).

. % jest dzialaniem przemiennym:

(a,b) % (c,d) = (ac + 5bd, ad + bc) = (ca + 5db, da + ¢b) = (¢, d) % (a, b)
* jest dziataniem lacznym:

(a,b)*((c,d)x(e, f)) = (a,b)x(ce+5df,cf+de) = ... = ((a,b)*(c,d))*(e, f)

. Zachodzi rozdzielnosé x wzgledem +:

((a,0) + (¢, d)) x (e, f) = (a+ ¢, b+ d) % (e, f)
=((a+c)e+50b+d)f, (a+c)f +(b+d)e)

= ((a,0) (e, f)) + ((¢,d) % (e, f))

. Zauwazmy, ze (a,b) % (1,0) = (a,b), co oznacza (skoro * jest przemienne),

ze (1,0) jest elementem neutralnym .

. Zalézmy teraz, ze (a,b) # (0,0). (¢, d) jest elementem odwrotnym do (a, b)

wzgledem * wtedy i tylko wtedy gdy (skoro % jest przemienne) (a,b) x
(¢,d) = (1,0). Dostajemy uktad réwnan:

ac+5bd =1
ad+bc=0

7 drugiego réwnania wyznaczamy c, podstawiamy do pierwszego i w re-
zultacie dostajemy

@ b
T a2 —5b2’ T a2 —5p%

co oznacza, ze kazdy element Q x Q r6zny od (0,0) ma element odwrotny.



Stad (Q x Q,+,x) jest cialem.
Rozwazmy teraz odwzorowanie
p:QxQ—Q(V5),  plab)=a+bV5.
Latwo sprawdzié, ze spelnia ono wszystkie wymogi aby by¢ izomorfizmem cial.

Oczywiscie, wszystkie luki w powyzszym rozwiazaniu powinny by¢ rozpisane
na kolokwium.

O



