
Poniżej policzymy wszystkie całki które pojawiły się na kartkówce.

1a).
∫
x3+1
x3+x dx

Jest to całka z funkcji wymiernej, tzn. wielomianwielomian . Aby ją policzyć, najpierw dzielimy wielomiany
tak, żeby wielomian w mianowniku był większego stopnia niż wielomian w liczniku.∫

x3 + 1
x3 + x

dx =
∫
x3 + x− x+ 1
x3 + x

dx =
∫
dx+

∫
−x+ 1
x3 + x

dx = x+ C1 +
∫
−x+ 1
x(x2 + 1)

Żeby policzyć drugą całkę, funkcję podcałkową zapiszemy w postaci sumy ułamków prostych.
Szukamy liczb A,B,C takich, że −x+1

x(x2+1) =
A
x +

Bx+C
x2+1 .

A

x
+
Bx+ C
x2 + 1

=
A(x2 + 1) + (Bx+ C)x

x(x2 + 1)
=
x2(A+B) + Cx+A

x(x2 + 1)

Teraz

−x+ 1
x(x2 + 1)

=
x2(A+B) + Cx+A

x(x2 + 1)
⇔


A+B = 0
C = −1
A = 1

⇔


A = 1
B = −1
C = −1

Stąd: ∫
x3 + 1
x3 + x

dx = x+ C1 +
∫
−x+ 1
x(x2 + 1)

= x+ C1 +
∫
1
x
+
−x− 1
x2 + 1

dx

= x+ C1 +
∫
1
x
dx−

∫
x

x2 + 1
dx−

∫
1
x2 + 1

dx

= x+ C1 + ln |x|+ C2 −
1
2
ln |x2 + 1|+ C3 − arctg(x) + C4

= x+ ln |x| − 1
2
ln |x2 + 1| − arctg(x) + C

Całkę
∫

x
x2+1 dx można policzyć stosując proste podstawienie t = x

2, gdzie dt = 2x dx:∫
x

x2 + 1
dx =

∫
1
t+ 1

dt

2
=
1
2
ln |t+ 1|+ C = 1

2
ln |x2 + 1|+ C.

1b).
∫ 72x6

3x2+1 dx
Tą całkę liczymy analogicznie jak całkę z podpunktu 1a).∫
72x6

3x2 + 1
dx =

∫
24x4 · (3x2 + 1)− 24x4

3x2 + 1
dx =

∫
24x4 dx−

∫
24x4

3x2 + 1
dx

=
24
5
x5 + C1 −

∫
8x2 · (3x2 + 1)− 8x2

3x2 + 1
dx =

24
5
x5 + C1 −

∫
8x2 dx+

∫
8x2

3x2 + 1
dx

=
24
5
x5 + C1 −

8
3
x3 + C2 +

∫ 8
3 · (3x

2 + 1)− 83
3x2 + 1

dx

=
24
5
x5 + C1 −

8
3
x3 + C2 +

∫
8
3
dx− 8

3

∫
1

(
√
3x)2 + 1

dx

=
24
5
x5 − 8

3
x3 +

8
3
x− 8

3
√
3
arctg(

√
3x) + C



2a).
∫ ln x
x3 dx

Najlepiej policzyć tą całkę przez części, biorąc:{
u(x) = lnx
v′(x) = 1

x3 = x
−3 −→

{
u′(x) = 1x
v(x) = 1

−2x
−2

∫
lnx
x3
dx = −1

2
x−2 lnx−

∫
1
x
·
(
−1
2
x−2

)
dx = −1

2
x−2 lnx+

∫
1
2
x−3 dx = −1

2
x−2 lnx−1

4
x−2+C

2b).
∫ √
x lnx dx

Tą całkę również policzymy przez części. Tym razem weźmiemy:{
u(x) = lnx
v′(x) =

√
x = x1/2

−→

{
u′(x) = 1x
v(x) = 23x

3/2

∫ √
x lnx dx =

2
3
x3/2 lnx−

∫
1
x
· 2
3
x3/2 dx =

2
3
x3/2 lnx− 2

3

∫
x1/2 dx =

2
3
x3/2 lnx− 4

9
x3/2+C

3a).
∫ sin x
ecos x dx
Najlepiej policzyć tą całkę przez podstawienie, biorąc: t = cosx, tak że dt = −sinx dx.
(Podstawienie t = ecos x, gdzie dt = − sinxecos x dx, a więc −dtt = sinx dx też działa.)∫

sinx
ecos x

dx =
∫
−dt
et
=
∫
−e−t dt = e−t + C = e− cos x + C

3b).
∫
x sin(2x2 + 1) dx
Tą całkę policzymy przez podstawienie, biorąc t = 2x2 + 1, tak że dt = 4x dx.∫

x sin(2x2 + 1) dx =
∫
1
4
sin t dt = −1

4
cos t+ C = −1

4
cos(2x2 + 1) + C

Uwaga:

Całka iloczynu NIE jest równa iloczynowi całek!!!
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