Zadanie 1 (4 punkty).
a) Wyznacz dzielniki zera w pierscieniu Zg X Zy.

b) Czy elementy wyznaczone powyzej tworzq ideal pierscienia Zy X Ly ?
OdpowiedZ uzasadnij.

Rozwigzanie:

a) Najpierw zauwazmy, ze a € Z4 jest dzielnikiem zera w Z, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje x € Z4\{0} takie, ze axz = 0. To si¢ moze zdarzy¢ tylko
gdy a = 0 (i z dowolne) lub a = 2 (i = 2). Zatem (w podobny spos6b
korzystajac z definicji dzielnika zera) dzielniki zera w pierscieniu Z4 X Zy
sa postaci (0,b), (2,b), (b,0), (b,2), gdzie b € Zy.

b) Oznaczmy przez D zbiér dzielnikéw zera w pierscieniu Zy x Z4. Zbiér D
nie jest idealem pierscienia Z4 x Z4 poniewaz nie zawsze réznica dwoch
elementéw z tego zbioru dalej do niego nalezy, np.:

(0,3) € D oraz (2,0) € D, ale (0,3) — (2,0) = (2,3) ¢ D.
U

Zadanie 2 (2 punkty). W pierscieniu ilorazowym Z[X]/I, gdzie I = (X?)
wyznacz element odwrotny do elementu (—1 4+ X) + 1.

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze

Z[X]/(X?) = {a+bX + (X?):a,be Z}.

Poniewaz elementem neutralnym pierscienia ilorazowego jest 14 I, musimy roz-
wiazaé rownanie postaci

(-1+X)+D(a+bX+I)=1+1, gdzie a,b € Z.
Korzystajac z definicji mnozenia i dodawania w pierécieniu ilorazowym mamy:

(~1+X)+D(a+bX +1)=1+1
—a—bX +aX +bX?+T=1+1
—l—a+X(a=-b)+I=1

Ostatnia réwnos¢ wynika z tego, ze
DX +(X?) = bXPH{f(X)-X? : f € Z[X]} = {(b+f(X))-X* : f € Z[X]} = (X?).
Podobnie:
—l-—a+X(a—-b+I=1 & —l—-a+X(a—b)el
& —1-a=01i a—b=0 & a=b=-1
Zatem elementem odwrotnym do —1+ X +1 w Z[X]/(X?) jest —1 — X + (X?).
U



